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第 一 章 J AR 


现代 的 微分 算 子 理论 是 离 不 开 广 尺 函 数论 的 。 在 介绍 它 的 历 
史 起 源 之 前 ,我 们 先 规定 一 些 常用 的 记 和 号. 

令 R" p» Euclid 空间 ,其 中 的 点 z — (x. cct. ta). 我 们 
记 


Jel = 43 à QUI. 


Kik m.s. 0€ Zy CHER ERE Eve: Cis 1, 0) 为 重 
jii, H e IDE: e (m.s. o). 并 记 

la| = e + -+ T Bas 

A) = lt ala 


y" = xp = "X95, 


1x5 8,—(8,,--.0,)— (2 2s $9) 但 由 


T Fourier 变换 的 需要 ， 我 们 更 多 地 要 用 到 S. DER] 


EXD: mi (D, ttt D.) = (Di, tts D=} 8,, tta 4 
Li Li 
8,,2; D= Dic D, jV EE, 一 个 亚 阶 线性 微分 算 子 将 是 
l P(x, D,) m M as(x2D1, 
EELT 


例如 , 几 个 古典 的 数学 物理 算 子 成 为 : 
a-3e-- 
i=1 


MAE 
3 


f-1 


LU * 
ð — $, a= Di + 2D 
i=l r= 


6, 一 5 92 — iD, + S D} 


ul imj 
€ zx pa > Bi jm lyt ng 


GT ut TG) 


œ — 8-—(m—i, ttt. Og — Ba). 


数学 分 析 的 建立 使 人 们 可 以 用 数学 工具 来 描述 许多 新 的 自 
然 现象 因而 取得 了 前 所 未 有 的 成 功 : 用 函数 来 播 述 一 个 自然 过 
程 ,对 它 进行 微分 积分 运算 , 然后 得 出 种 种 结论 , 这 可 以 说 是 基本 
的 方法 。 当时， 人 们 都 认为 ,描述 自然 现象 的 图 数 总 是 很 规则 的 ， 
用 我 们 现在 的 语言 来 说 , 就 是 充分 光 洪 的 。 水 数 的 光 谓 性 似乎 是 
大 上 自然 和 谐 的 反映 
但 是 数学 的 进一步 发 展 表明 ,还 存在 许 许 多 多 不 规则 的 函数 . 
例如 Weierstrass 作出 了 处 处 连续 但 处 处 不 可 微 的 函数 的 例子 。 
Fourier 级 数 的 研究 使 人 们 不 得 不 扩大 必须 研究 的 函数 的 范围 . 到 
十 九 世纪 中 时 ,进入 了 对 数学 分 析 基 础 的 批判 和 重新 建立 的 时 期 . 
和 人们 屋 得 了 并 不 是 任何 函数 都 可 以 微分 或 积分 的 ,许多 运算 只 在 
一 定 的 条 件 下 才能 进行 。 数学 分 析 得 到 了 长 足 的 进步 。 然 而 不 能 
不 承认 ,直观 性 减少 了 ,作为 描述 自然 现象 的 工具 的 灵活 性 也 减少 
了 -有 四 法 恢复 这 种 直观 性 和 灵活 性 吗 ? 
挑战 和 和 启示 首先 来 自 物理 学 。 十 九 进 纪 末 英国 工程 师 Heavi- 
side 首先 引 人 人 以 他 命名 的 函数 
YG)-|' r0, (1) 
Ü, x « 0, 
本 世纪 初 ， 另 一 个 英国 物理 学 家 Dirac 为 了 使 量子 力学 中 一 般 的 


. 2 » 


固有 函数 正规 化 ,勾引 入 了 着 名 的 5 ER, REE 
8x) = | 0, x 35 D, (2) 


00, x= 0, 
县 n 8(x)dx = 1, 
XX PEIUS — A ERARE, MAE ERR EG) 有 
Vf) — iC). G) 
事实 上 


们 Koscoax = [ fjcoysCodx 十 m LG) — f(0)18 G0 dx 


一 HKD + {tC — ONOI 


(e > 0 RERE) 
后 一 积分 等 于 0.2934 s 充分 小 时 


| reo ~ KOA < 222, reo — icon f” ada 
m Ue iac HG) — #0)| 全 8e)dx 


= eea FD — O — 0. 
从 而 式 (3) 得 “证 ”. 

人 古典 分 析 的 观点 看 来 ,这 个 结果 是 站 不 住 寻 的 首先 0) 一 
co 就 是 无 澳 义 的 ， 而 且 既 然 (<) 几乎 处 处 为 0 则 应 有 [ aco 
az 一 0 而 不 是 1， 可 是 它 在 物理 上 如 此 直观 而 且 有 用 ， 除 此 之 外 。 
人 们 还 发 现 它 正 是 Heaviside RARR AA 
0, r0, 


bax — —-YG. — (9 


BEO =], r >00 


因此 不 能 不 设 兴 去 解释 它 , 以 便 有 把 所 地 应 用 它 ， 
除了 物理 学 以 外 :数学 的 发 展 , 尤其 是 偏 微分 方程 的 发 展 , 也 


四 


FEAE RA EET AA RERA. h Toa A E89 
基本 解 。J Hadamard 在 本 世纪 二 十 年 代 提出 了 发 散 积分 的 有 限 
部 分 的 概念 ; EUG. M. Riez 也 提出 了 一 种 给 发 艇 积分 颖 忆 意 义 
的 方法 ， 基 为 巾 个 方法 是 很 接近 的 , 我 们 只 介绍 后 者 。 考虑 积分 


1) 一 fC-*dr，2 是 复数 ,f(z) 充分 光滑 . (5) 


这 个 积分 当 Rel 之 1 keg, du HEX ARAR. Bor Rx 
Rei-R-l1 dp dude DRA Ra < 1 的 情况 ,将 fCr) 用 Taylor 
公式 展开 : 


Rl ny 
fi = > DD P+ RG, 
REAR (5) 有 
k-i um ^x x 
i0) = 31 EO ena iore 
a-ü n? 9 2 


站 一 外 十 上 


一 2 P s DE 十 r R(t ^de, 

(6) 
这 个 结果 虽 是 在 Rea < 1 时 得 出 的 ,其 右 方 却 在 Rei tl OR 
AD CB 26 à 的 解析 函数 《但 有 单 极点 1 一 1.……，4 们 ,所 以 它 是 
IA) 在 半 平 面 Rack ti 中 的 解析 拓展 。 现在 以 《67 作为 
I(A) 在 Rei - k c d 时 的 定义 , 则 发 散 积分 有 了 意 疼 ， 

1936 年 Sobolev (C. Jl. Co6oneB) 在 研究 双 曲 型 方程 的 Cau- 
chy 问题 解 的 唯一 上 性 时 提出 了 广义 微 商 的 概念 。 EL CIRC 
的 微 商 有 如 下 性 质 ， 若 He E CHa, 25, Bid PG) = g(x), 对 
任 一 光滑 函数 p) Bk a, 5 附近 p) 三 0 者 ,有 


人 foe (ds 一 一 | go o(x)dx. (7) 


反之 ,车 fE Ca, 0), gGO € Ca, b) BIHER E GRIS] o C9) 
3X C) 恒 成 立 , 则 必 有 F(x) = ge). (B5X CD) 对 于 局 部 可 积 ( 即 
E Ca, b) 之 任 一 紧 子 集 上 可 积 ) 的 1*)， g(x*) 即 已 有 意义 ,如果 


+4- 


能 对 任意 上 上述 的 e G0, A CD 均 成 立 ， 则 不 妨 定义 go» 即 fx) 
Bg XR. Sobolev HP  SLO8 8 BC E — IAEE IBEE : E 
RAPRA DARE EA I UWIBJ— BpERIAGÉ,. Sobolev 则 因为 
EALER- EE PBÉEEJDPERUEREE — EG. 就 上 例 而 言 。 
4 下 一 Left: eG 充分 光滑 且 在 a,2 附近 eG m 0) (PR 
为 “基本 空间 ”)。 则 局 部 可 积 函数 f(x) 生成 o AREA 


OLOLA (5 


因此 ,我 们 就 把 fx》 等 疝 于 8 上 的 这 个 泛 落 。 查 是 名 上 的 线性 
ZARE, MAR- EMAAR ER., Aina AEE 
8 如 下 : 

(8,9) = p0). i (9) 
可 以 证 明 ，5 不 可 能 由 局 部 可 积 函 数 生 成 。 但 是 不 妨 认为 式 O) 
也 是 一 个 广 六 的“ 冰 数 ” 记 作 5(s， 而 且 模仿 式 《8)， 也 不 站 将 式 
(9) 写作 


(8, e = [7 Ep (Ode = pC0). (10) 


这 样 就 对 式 《3) 作出 了 新 的 说 明 。 这 里 的 思想 又 进 了 一 步 ; 式 (7) 
虽然 推广 了 微 商 概念 。 但 fü 的 广义 微 高 eo 惫 旧 是 局 部 可 
积 函 数 ,这 里 则 提出 泛 函 是 函数 概念 的 推广 , 则 广义 函数 可 以 是 极 
为 广泛 的 对 象 . 这 就 是 法 国 数学 家 L. Schwartz 建立 广义 图 数论 
“他称 为 分 布 论 ) 的 基本 思想 . 

广义 通 数论 的 另 一 个 来 源 是 Fourier 变换 的 推广 。 对 于 f 
€ L'(—co, 4-00), 其 Fourier HEYAH 


ie — [^ entia. a0 
EE fO € L'(—9o0, 4-00), 区 当 如 何 定 义 其 Fourier 变换 ? 暂 
时 仍 设 f(z) € L'C—oo, 十 09)， 则 对 任 一 p(E)E cw, eo) 
且 当 |£] 2 M(M 由 TP 决 定 ) 时 8p(5) 三 0, 有 


6G) — | «rte 


=. 5 + 


存在 。 再 认为 1 S EEUERERSOBR ERO N 
OG). o) — | eoa (7 ema 


一 人 KoDaz| eto EdE = UE), $09). 

(12) 

HERG i) € L'(—oo, +0), (f. 币 》 仍 可 能 有 意义 而 且 可 

能 找到 另 一 个 泛 函 站 适合 式 (12)， 这 时 我 们 自然 有 理由 认为 六 即 

f 的 Fourer FH, —RBEHE,AUDAIEGHEG 与 j 适 合式 (12), 就 说 } 

是 了 的 Fourier 变换 。 因此 ， 利 用 基本 空间 上 的 泛 函 这 个 思想 也 
可 以 推广 Fourier 变换 ， 

大 量 材 料 的 积累 使 L. Schwartz 有 可 能 在 本 世纪 四 十 年 代 末 

提出 广义 函数 论 ( 他 欧 分 布 论 一 书 叫 出 版 于 1948 年 ); 广义 函数 就 


"o" u * 4 


OA ESSERI EOYEER AREIS ER, JLHER SCR CE 


的 各 个 分 支 ( 特 别 是 偏 微分 方程 理论 ) 和 理论 物理 中 得 到 越 来 越 广 
泛 的 应 用 ,是 现代 数学 中 的 一 个 重要 的 分 支 . 


$1. 基本 空间 


1 拓扑 线性 空间 和 Fréchet 空间 . 前 面 已 经 指 岛 , 广义 函 
煞 就 是 某 基 本 空间 上 的 连续 线性 泛 本 这些“ 基本 空间 ”都 基 拓 扑 
线性 空间 ， 在 介绍 这 个 概念 之 前 我 们 先 列举 一 些 以 下 常用 的 基本 
空间 ,由 于 暂时 还 没有 讨论 其 拓扑 结构 ,所 以 现在 我 们 只 说 它们 是 
HARK. AF o ERR RE MUT. 

C"(Q) 和 C"CO). C"(0) (m 为 非 鱼 整数 ) 表 示 在 Q 上 具有 


寺 到 mm 阶 在 内 的 连续 徽 商 的 函数 族 。 C"(9) f) cO) x 


PRE a EROR HORE EE EE PS aU dE EE. COO 了 时常 被 写作 
C(Q), 
B"(Q) 和 B"(O)/ 9E. C"(Q)f1 C*(Q) FR (B Eri 


. £65 


数 的 直到 相应 阶 的 微 商 均 在 9 上 有 界 . 所以, fe B"(0)(87(0)), 
则 ifl, = sup [DF] « co, |a] « m (Vo), l Z5. A 


X, 
EIG 在 上 连续 。 我 们 定 光 其 支 尝 为 suppf 一 las a re Qy 
f(x) 去 01, BBE f(x)》 在 其 外 为 0 的 最 小 闭 集 ， : 
C"(K) 和 C~(KK)，K 表 示 O 的 一 个 紧 子 集 : 
C"(K) = U: fe C"(Q), suppi CK]; CĦ(K} = (: fe C"), 


suppf SK} = (| CK). 
cz(o) 和 CH). CECO) — LJ €"(O, CRC) — LJ c» 


(K) "LJ " SGRXEBCT o ABS UL T- SERRE. 所 以 cra) 


(CrCO)) HRA EC RS C"(0) (Cm(9)) 函数 之 集 . 

以 后 : 当 9 = R" 时 ,我 们 时 常 略 去 如 而 写作 C, ci 等 等 . 
又 :车 无 特殊 声明 * 光 请 画 数 恒 指 具有 任 音阶 连续 徽 商 的 函数 。 

对 于 这 些 函 数 族 .我 们 需要 赋 以 某 种 拓扑 结构 ,使 之 成 沪 拓 扑 
线性 空间 . 

EALLI 设 F 既 是 拓扑 空 间 , 驻 是 RR 上 (或 CC 上) 的 线性 内 
闻 ,而 且 其 线性 运算 在 此 拓扑 结构 下 是 连续 的 , 则 包 称 为 实 (或 复 ) 
拓扑 线 性 空间 . 

拓扑 空间 的 拓扑 结构 既 可 用 开 集 来 规定 ， 也 可 用 其 它 方法 来 
ME. 以 下 我 们 常 月 邻 域 来 二 定 ,这样 最 方便 . 又 由 于 基本 空间 
都 有 线性 结构 , 所 以 只 要 规定 原点 的 邻 域 的 基本 系 即 可 . 为 了 定 
XR., MÆ Banach 空间 中 可 以 应 用 范 数 ; 查 我 们 常用 的 基 
本 空间 时 常 不 是 Banach 空间 ,因而 没有 范 数 ， 这 样 我 们 需要 一 个 
更 广 的 概念 . 

定义 11.2. 若 对 线性 空间 下 中 每 一 点 * 均 可 指定 一 个 非 负 
实数 pO, 满足 


D plax) = jalir), | eceRGERCBUVIEEBSM 

H) p(x + y) s pGO + ply), 
则 p 称 为 x EH. 

HH O4 eo B EG 其 0) 一 0 ERE Er, B peL 
0<>* 一 0， 则 半 范 成 为 范 数 ， 

EX LLI R ECX C E)BS Fréchec 空间 VF 是 赋 最 多 可 数 个 
AERE uci Pms c BUR CH, C) 线性 空间 ,而 县 

i) Vm, P,Üx) = 0—»x20, 

i) 完备 性 : 设 ix.) 是 了 中 的 Cauchy 序列 5 即 若 对 任 一 87 
0, 对 于 ps 必 有 KuCe), 使 当 l DI Ku) B] pu, — x1) — 8), 


则 必 有 x€ V. EAH Pm lim puler — x) — 0. 
di— Frécher 空间 只 有 一 个 半 范 , 它 当然 就 是 一 个 Banach 78 


fH]. Fréchet 空间 和 Banach 空间 一 样 都 是 距离 空间 ,对 Fréchet 空 
E r pE RA < 和 3, 读 者 可 以 自己 证 明 


ala, y) Sl fer — 9) 


aci 2" b Pals — y) 
MEE- TER. 

在 一 个 Fréchet JARRITA A B SD a E ERA 
Foma m ir: x€ Vy Pola) < Ea} CEn — 0). 所 以 Fréchet 空间 是 
一 种 拍 扑 线性 空间 。 下面 是 几 个 例子 . 

$8$1.C"(0) 在 0 中 取 一 促 上 升 而 穷竭 的 紧 僻 序 列 Ki,………， 
Kj,-- 即 适 合 天 €XE€--mBli) Kj; 一 如 的 紧 集 序列 . 


“A EB” UH ACB 且 为 其 紧 子 僻 ， 于 是 可 以 定义 可 数 多 个 半 
范 


pP) = sup >, iD*f], = 1,2. 
E. imm 


Hj C"(Q) 成 为 Fréchet 空间 ， 
例 2. C~(K) 也 是 Fréche 空间 ,因为 它 有 半 范 


s 3 >» 


PAD = SUP > (Dil, m = 0, lẹ, c7 


$6£3.C"(0) 作 例 1 那样 的 紧 乐 序列 Ki, 并 定义 其 中 的 可 数 
多 个 半 范 为 


PAK) — sp D, IDF i=l, 2, etim = 0 1, 
T 


H 4 3 DEC AAE C 的 一 个 区 域 , 记 D 上 的 解析 函数 族 
X HCD). dni 那样 作 紧 集 序列 Dis ters Das ttt HENIE 
半 范 
PriF) 一 Sup PECORIS —],2,--::,fC0 0€ H(D), 


则 H(D) 世 是 Précher 空间 。 

905. 以 后 应 用 最 广 的 基本 空间 是 、C5C8)。 虽然 Cac 
Co)]:C=(2) 的 半 范 却 不 能 使 它 成 为 Fréchec 空间 ,因为 不 能 保证 
完备 性 :” 按 例 3 的 半 范 的 Cauchy 序列 极限 一 般 在 C~(0) 中 而 
不 一 定 在 CiO) 中 , 即 不 一 定 有 紧 支 集 、 

Fréchet 空间 和 Banach 空间 本 质 上 是 不 同 的 ， 例 如 例 3, P4 
的 空间 不 可 能 赋 范 一 一 而 不 只 是 说 前 文 所 定义 的 p, 等 等 不 是 范 
数 而 只 是 半 范 。 同样 , 例 5 的 CFCQ) 不 可 能 湛 以 半 范 使 之 成 为 
Fréche 空间 ， 关 于 拓 入 线性 空间 的 进一步 的 知识 和 以 上 的 问题 
例如 可 以 参看 J. Barros-Neto[1]# W. Rudin[1], l 

2. 空间 (0). C; (0) RE— A Fréchet 空间 而 是 一 串 Fréchet 


BECKA HEAR" X Ke Ke -- HL] Ki 0. XL 
Ej. COR, —E;, Wl EjCE;a. WMEARAR EH c: EE, 
是 连续 的 4 这 一 点 时 和 常 简 记 作 吾 = Ej40) ,同时 Co(O0)— U Ei. 在 


CFCQ》 上 可 以 贼 一 种 “归纳 极限 拓 护 ”. 由 于 这 种 拓扑 中 原点 邻 域 
的 基本 系 梅 造 较 复杂 ,我 们 只 举 出 其 中 一 个 序列 趋 于 0 的 定义 ,这 
已 可 满足 下 面 的 需要 、 至 于 一 般 的 讨论 可 人 参 厦 上 述 的 Barros-Neto 
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和 Rudin 945. (opaco) 在 上 述 航 限 下 起 于 0 是 指 存在 一 
周 定 紧 集 KZO 使 supp mxC 天 (一 1， 2 WA B EK 上 对 
性 一 固定 重 指 标 e. (D"p,] 一致 【 对 x 一 致 而 不 作对 < 一 致 ) 收 
Slo. 

定义 1.14 C8C9) WEH fb EROS CCK) 的 归纳 极 
限 , 记 作 e. 

RB[VAVERHIXGE SL ESOS PU LK) 的 取 法 无 关 。 

AEH: (0) HEERA ERESHE 如果 没 有 ， 
£2C0) 是 没有 什么 用 处 的 .为 此 我 们 从 可 以 说 是 最 重要 的 CRCR") 
函数 开始 ,这 就 是 

iD 一 人 PIE (LLI) 
n, lxi =a, 
它 的 重要 性 首先 在 于 由 它 可 以 作出 许多 C8C0) MA.,  TRGE B, 
di fx) YER" 上 连续 且 有 蜂 支 集 KK, 定义 


9 = |, PO = 04 = Efi — ny. 
(1.1.2) 
€, = |n, Gas — fr, i — 5927. (1.13) 


积分 (1.1.2) 是 有 音义 的 , 因为 积分 域 实 际 上 售 于 兵 内 ，, BATA 
为 心 , 上 为 半径 的 球 肉 . 由 六 的 光 谢 性 ,通过 积分 号 下 求 徽 商 可 
4 A) 光滑 ,而 且 . 

supp CK, — 1x; dist(r,K) <e}. (1.1.4) 


因为 若 x Ko RE CLL2) 之 积分 写作 i| IG x — v) dy 


As leyi 7 6, Mi f(x — 9) — 0 fi f.) — 0, 

XA BEPASEEuRDUETCCdBH Co(O) 函数 是 很 多 的 ， 
而 且 可 以 从 任 一 紧 支 集 的 连续 函数 用 核 关 “ 磨 光 ” 而 得 . 事实 上 
我 们 有 . 

EA 1.1.5 ik fx) 在 0 上 连续 , 则 对 必 之 任意 紧 于 集 天 , 必 
可 找到 一 串 Ce(9) AREK LRAT Go. 
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W. ROETE 天 ,使 Ka €0. Hn 
Flr) 一 go» rE KR, (L1.5) 
0, x € Kay 
这 个 函数 星 不 连续 ,但 容易 看 到 下 面 的 推理 都 成 立 .现在 对 e e 
tE AOP 由 .上 可 知 ， supp LCK, CK, €, Pn] PES Ca (9). 
XB 

Ax — y)dy =i, 

lr- ye 


所 以 当 re KCK. 时 
Ko- | IOLE -»o. 
[Em 
从 而 对 eK 有 


Ico 一 Ke 一 | | OROA G — Xy 


ix—yl «2 


< max IFO) — f(x)| | A — y)dy. 
1x- yas 


Ix — yE cu 


最 后 一 个 积分 等 于 1. 由 1(x) 之 连续 性 以 及 由 此 而 得 的 f(x) 在 


K,, ERU SpA RI, PP 2.06) 一 (x) 对 x € 天 一 致 成 立 。 证 
Ws, 

X116 X Ke)e C"(9)， 则 对 有 之 任 一 紧 子 集 天 , 必 可 找 
到 一 串 C3(9) 函数 ,使 在 六 上 连同 其 直至 m 阶 在 内 的 微 商 对 = 一 
BERT 10) 及 其 相应 微 商 . 

证 。 同上 作 和 Ce) .用 分 部 积分 法 知道 当 e < e 时 。 只 要 
ja] s m, Hj r € 下 有 


DFC 一 | TGODiILG — My 一 | TJG0(—D,Y 


|z— y| as Ix —ylss 


X Ax — y)dy 一 | DilCG)4 — yy 


Iz—-yl ss 
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= È »uno-»». 
ly 


其 余 仿 定理 ILS 之 证 即 得 ， 

这 两 个 结果 说 明 CC9) 在 C"(0) (包括 m 一 0) 中 是 稠密 
的 。 用 类 似 证 法 还 可 证 明 Cia) 在 LEGO). p d ( 妇 在 如 之 
任 一 紧 子 集 上 ? 短 可 积 函 数 之 空间 ) HEEE, 我们 所 用 的 技巧 
是 偏 微分 算 子 理论 中 板 有 用 的 “鹿苑 "技巧 ,或 称 规则 化 技巧 ,Ge) 
3529 fGO 的 规则 化 函数 ; ET. 1 (099 f. 称 为 磨 光 算 于 (mollificr)， 
J 则 称 为 雇 光 核 或 现 则 化 核 , 有 时 也 就 用 郑 记 磨 光 算 子 。 由 于 这 
个 问题 的 重要 性 ,我 们 还 将 在 84 中 讨论 它 . 

eo) 的 函数 在 分 析 数 学 (特别 是 偏 微分 算 子 理论 ) 中 有 两 
个 常见 的 用 处 : 其 一 是 构造 截断 函数 ”(ceutoft function), — f53& 
KEETE, H K. co. S ETE TAR IG), 使 £0) 
€ BA) B. 


TORS M rEK, (1.1.6) 
0, réd, 
为 此 ， 先 作 天 ,的 特征 函数 
x(x) = 也 xe K.s 
Ü, rE Kae 
再 对 8 过 56 MJ EG x GO, $ 
ir) = G.x)) 一 EOE — y)dy, (1.1.7) 


很 容易 看 到 Tx) € CICA), 而 且 supp? C7 Kate C Kis. E: x€Kk 
时 ,因为 积分 域 实 际 上 是 [x y| & e, y € K.CK,, 而 在 其 中 
xy) 71, Ji 


OR | JU — My = 1, 
ds yl s 


因此 1(w) e TAR ROO R AR, 
截断 函数 的 作用 如 下 dE pleca), Wb feele 
C; (OQ), 且 在 玉 中 与 po) 相同 ,在 Kue, 之 外 恒 为 0 ,所 以 我 们 可 以 
ss 2 = 


说 f(x} 将 p(x) 在 天 中 的 一 片 截断 。 在 偏 微 分 方程 中 我 们 时 常 还 
需要 对 截断 哨 数 之 微 商 作 估 计 ， 这 时 注意 到 


hx rSh (LM. 
C = "C 0 
由 (1.1.7) 有 


D'j(x) = B70! 2 | x» (==>) dy, 
proe de fe (22) or nm 


C, 
这 是 一 个 很 有 用 和 的 估计 式 ， 
第 二 个 应 用 是 作出 所 请 一 的 分 割 (partition of unity), 这 里 
我 们 舌 要 以 下 的 醋 念 和 结果: 
定义 1.1.7 拓扑 空间 天 的 子 集 族 1U, he 称 为 局 部 有 限 的、 
如 果 每 一 点 x€ 外， 均 有 一 邻 域 U 与 至 多 有 限 多 个 Ui 相交 ; T3 
族 {Phe 称 为 QU, 的 加 细 , 若 每 个 Vi GATED Usu, 之 内 . 
gx 1.1.8 ix OocRH 为 一 开 和 集 ， {Uker 是 其 开 覆 盖 ,一 族 
c7 函数 {pe}rer 称 为 从 属于 UART &J—PJI 43], 车 
i) 0s e; «& 1 H. supp e; & T AF U P3; 
i) (suppe) 是 局 部 有 限 的 ; 
ii) Do 1 (Æa E). 
if 
ii) 是 有 意义 的 ,因为 每 一 点 x* € 如 至 多 食 于 有 限 多 个 ppe 
内 ， 所 以 S) o; 在 每 一 点 都 只 是 有 限 和 。 
PET 


为 了 证 明 一 的 分 寡 《 更 准确 全 说 是 一 的 5C” 分 割 ) 存 在 ， 我 们 
需要 以 下 的 

BIA 1.1.9 若 OCR 为 升 集 , KEO JRR, WFE 
^ C^ AR e GO 使 0 s eG) s 1 而 且 在 玉 上 mk 一 1 在 日 外 


* 下 了 +e 


~ e E G APC) dr m Mam, 0.1.8) 


plr) = 0 

证 。 前 面 对 下， 的 特征 函数 ， 所 作 的 规则 化 函数 p(x) 一 
(Jax) (Cx) Ce < 8o 即 适合 所 求 ， 

定理 1.1.10 设 {Ujer 是 ACR 的 任意 开 覆 盖 , 则 必 有 从 
属于 [Uike 的 一 的 C? 分割 存 在 . 

WE. D 先 设 4 为 紧 案 ， 网 有 有 限 多 个 Ti oU, BRE A 
今 证 必 可 找到 开 集 W;CU, EW 为 紧 而 Wo ts Wa MINE 
A, HERI $ C. A 一 (UU 于 UU), ll] CL CU. 
而 且 为 紧 ， 于 是 容易 作 开 集 Wa, 使 Wo mH CiCWiEU,. 


TEACW.UC U Uh WE Wittes W BOIH Cin 一 4 一 
eF 


(Wi U--UWPAUULGU---UU.), Wl CLaíCU 而 且 为 紧 . 和 和 
上 面 一 样 可 以 作出 wa 使 Win 2E, mB Cin Wan EU gh 
在 作出 Wis ta Wn 后 用 3 引 理 1.1.9 对 每 个 U; lE 40x) € 
C", MEE W; E dii) — 1, ÆU 9h pemo EAER 
dna) 十 d d 2 1, 


4 eG) = pi (x) /i 3 (0) 妈 得 所 求 的 一 的 分 着 。 


ii) WE - U Ap Ax HRE ACA. HETI eO; = 


fU, (di 一 per q e, ERR di — din RIF AE 而 
ADALET A; 的 一 的 分 割 9; 一 (6,60 jpen 令 
aka) 一 2; 5 Dot) 


Ju {spp} 是 局 部 有 限 的 ， 因为 任 一 点 4 JE CUT ipu ET An 
中 , 从 而 对 适合 j> j t2 的 e m (phe PE 6.4 6, 
(x) = ， 查 由 站 中 的 作法 , FA D; RRCHDROR,. ie 只 能 位 于 
PU- UPa 中 有 限 多 个 函数 的 支 集中 。 MARAT E43 
于 某 个 dua 一 Aja HOR Aas Aas 4.29 40, CE IP — 
d.) € 0; 在 此 点 为 正 * 从 而 e(G020., & p,e) =pl), 
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Kj (o,CO] 适合 所 求 ， 

iD ASER, 6 4e dj—ir: x€ 4, |x| sj. dist (r, 
84) zm ljih WA 25S Li EL (026 5) PORE. 

iv) RADER. Q B U U,, WW) B 2S JF SR rfi. {Uher 
是 8 的 开 覆 议 , 从 而 由 di) 有 相应 于 BB 的 从 属于 {Uher 的 一 的 分 
割 , 它 当 然 也 是 相应 于 4 的 一 的 分 完 ， 证 毕 . 

3. 空间 4F(35. Ek DO 外 应 用 最 广 的 基本 空间 是 .由 
于 我 们 将 在 下 一 章 中 专门 讨论 它 ， 这 里 再 介绍 另 一 个 基本 空间 ， 

XX 1111 c*(9) RAA 3 中 的 拓扑 后 称 为 (0. 

A(O) 中 pi) 一 0， 即 对 任 一 紧 集 天 全 0， 以 及 任 一 s 
0. 枉 一 重 指标 均 可 找到 整数 N 一 NCK £, a) 0, EH io 


NW sup ID"w;(x)! « s. 


粗略 地 说 : {mtx)} 在 (0) RETF o, 即 在 4 之 任意 紧 子 
RKE UD^e;GO Y Ca TEX) 对 * 一 臻 趋 于 0. 


$2. '(0) J^ X. pg E 


J. 3k Xa Bl, 

定义 1.2.1 g(0) kW VEREMOS gr) 广义 函数 
《或 分 布 ), 其 集 en (CQ) pO AREN. xkESRUETH.SS f€ 
名 (90)， 则 对 0 之 任 一 紧 于 代 KK 均 存在 常数 C > 0 及 整数 km, 
使 对 一 切 ec C"(K) 有 


l,m «c BD UP Dp], (2.1) 
la lg t 
Haz- RTE K, ERAAI k. Wu] 了 称 为 阶 安 丰 的 
£'(3) ^ X Em EES e. ga) 一 Y DKA) 是 
有 限 阶 多 8) aE, 


a jjo 


注 1. 定义 中 的 线性 是 指 对 任意 常数 wm, o 有 
(f, epi 十 cap) — c CP. qi? ef. qu Po mE PA), 
f, 9) 表示 D'A) 中 一 个 元 与 9) 中 一 个 元 的 配对 (pairing), 
vod PERH. 以 后 还 要 考虑 另 一 种 配对 , 我 们 规定 用 (1, v) 
dm CH P EIME, 但 对 f 却 是 线性 的 , 即 是 说 对 复数 < 有 
Clo p) m lf, G, cp) = TG, p). 
DE. MEHEENDUEDR i0 GE Dl) 中 ) 时 ，《f, p 
0. (2.1) 是 与 它 等 价 的 ， 事 实 上 有 l 
3181.22 EH (f, pi) — 0 T 9; 0 GE ZA) 中 ) 时 
之 充分 必要 答 件 是 (1.2.1) 成 立 . 
iE. ZD. WE pi 一 0 {在 m (0) H) GARE K, 使 在 
其 中 Va, D^o; — 0 C x 一至)， 对 这 个 应 用 (1.2.1) 即 知 
p; c 0 QE (0) 中) 一 > (f. o; 9. 
必要 性 用 反 证 法 证 明 。 设 有 其 紧 乐 KK 使 {1.2.1) HER C 55 
LARRE. TER k = C l= j HARA pe CCK) E 


IG, 9 mj M) sup [D^vjl. 
laic; È 


必要 了 时 以 适当 带 数 乘 pj, 可 设 HU. ppl 一 01. T 


1 . 
"P [D*o;l <p lal <i 


而 由 supp gjCK AERERE v; —> 0 CE Za) 中), (B. Kfe 
p| 一 1 ma €f. oi) 9 矛盾 . 

JC X gRC 了 有 时 也 写作 f(x), 这 当然 是 广义 函数 作 2605 HOS 
数 福 念 的 推广 在 记号 上 的 痕迹 .但 这 并 不 意味 广义 函数 了 在 * 点 
dE. Er 只 是 表示 马 中 之 点 与 中 之 变 元 ， 如 昱 还 有 其 它 蛮 元 
如 yx 出现 , 则 应 看 作 是 参 变 量 ， 
-o TFE gap xÁm t, 

$11. FE Lil CEllo EZ DES RIBSESO 都 按 下 式 定 
X gr) pP AAR 
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AONO pe OE Q22) 
很 明显 这 是 MLER. 

这 个 例子 说 明 , 可 以 把 LLICO) BRA, Z(O) E RAK” 
LCD) EUROS 多 9) 的 不 同 元 , 即 这 个 映射 是 单身 ,这 一 点 
可 以 证 明 如 下 ; $ f ge LLOO) 映 为 相同 的 多 "(9) 广义 函数 ， 
应 证 1 一 g = 0(p.p.). id &GO = Fer) 一 g(x)， 我 们 要 证 明 


3I 1.2.3 KOX Cad de = 0, Vo € ' (0) — 4 (a) — 0 
(p. p.). 


WE. 4 eG) 一 eH (EL) OUR OLD) RESUUP— Is, 
M AGO 有 意义 时 有 
hx) 一 | EDTA (* 2 e`” dy 


一 | [460 一 hy I (^7) s7*dy 


Ix- yl «a 


4 | hy (* z 2) 25. 


由 假设 后 一 个 积分 为 0, 而 对 前 一 积分 有 
| 


Is 


[5Cx) — kO] hf > jen «Cs? 


xÍ IAC) 一 AC [dy, 


Ix -yla 
由 可 积 函 数 的 整体 连续 性 ( 见 Sobolev [1]1), 知 对 几乎 所 有 x, JA 
一 积分 可 以 随 s 一 0 而 任意 小 ;从 而 
h(x) = 0 (pp). 
在 这 个 例子 中 我 们 得 到 一 个 单身 LG) PO, 我 
们 说 一 个 局 部 可 积 函 数 是 一 个 广义 函数 ， 这 种 广义 西数 称 为 正规 
的 ,其 余 的 广义 函数 相应 地 称 为 背 噶 的 。 奇异 的 广义 函数 最 著称 
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的 例子 大 概 就 是 
$$2. 5 函数 ,其 定义 是 
(8,9? = e(0, c£ (0). (1.2.3) 
很 明显 , 它 也 是 一 个 0 阶 CO) 广义 函数 ,但 它 不 是 正规 的 。 因 
为 若 设 O db 160€ LLCO) ERR e GO 为 上 节 中 的 AGO 
《 见 式 (1.1.10), 则 一 方面 由 定义 (1.2.3) 

(8, fe? = $40) 一 “ 
E—H Wt TE Gi) = [10i (de, 用 Lebesgue efl 
仇 定 理 在 积分 号 下 取 航 限 又 有 
(B, hd 0 (6E-—0) 

s) 虽 不 是 正规 的 , 却 是 一 个 Radon ME (BB C,CQ) 上 的 
连续 线性 泛 函 ,关于 Radon 测度 详细 的 讨论 可 以 参看 P. Treve 
[11). 例 如 当 OCR 时 取 局 部 可 积 函数 Y C) (Heaviside 函数 )* 有 


(8, p) 一 foar, 
而 且 一 般 的 Radon 测度 BERTA 
nlp) 一 (eode (1.2.4) 


AEn or CO) 广义 函数 。 所 以 我 们 又 发 更 ，Radon 测度 空间 
ERAF EQ). è AERAR Dirc WE, 
出 于 历史 的 原因 , 2.3) 时 常 写成 积分 之 形 : 


C8, p) = [Ep GOds, 
丸 对 一 般 的 D0) 广义 函数 1 配对 《fp》 也 常 形式 地 写作 
(Go Gods. 


$43, 还 有 不 是 测度 的 ZO) pP XB. 例如 看 OR 
时 的 (x)， 其 定义 是 

(F, p) = —9'(0, c ZR. (1.2.5) 

它 当 然 不 会 由 某 个 Radon 测度 按 (1.24) 生成 ,因为 《1.2.4) 生成 


+ [I3 >» 


0 阶 z'(2)J X iS, Ti (125) TE XUÉ CO 是 1 阶 P'o) 
广义 函数 。 
以 上 我 们 看 到 广义 函数 可 以 认为 是 由 经 典 的 函数 过 步 推广 、 
扩大 而 来 :例如 可 以 从 连续 六 数 (它们 关 然 都 是 局 部 可 积 的 ) 开始 
逐步 扩大 其 范围 而 包括 种 种 有 奇异 性 的 对 象 . 不 妒 说 , 理 蜡 性 的 
间 题 在 广 久 函数 理论 中 是 一 个 核心 的 问题 。 那么 , 这 样 的 推广 和 
扩大 可 以 走 到 什么 地 步 ? 而 最 终 又 与 连续 函数 还 有 什么 联系 ? 这 
些 间 题 将 在 以 下 各 节 中 讨论 。 现 在 我 们 再 图 绕 一 个 重要 间 题 
上 其 有 代数 冶 异性 的 函数 的 正则 化 一 一 介绍 一 各 在 让 用 上 很 重要 的 


$14. Er a = R mjo 在 有 限 多 个 点 ( 屋 如 一 AE r= 
0) ER oup gumdrsetk. R fw) 的 正则 化 就 是 一 全 DW'R) 
广义 函数 ( 仍 记 为 从 , 而 对 pe ZM. 只 要 0 f supp o 就 有 


d o) ~ | LO 246) 


A EG) -- L, 它 是 不 可 积 的 . 当 pC0) 一 0, 例如 0 supp p 
时 ,(1.2.6) 有 意义 ,但 若 p0) ^ 0, 则 (1.2.6) 是 一 个 发 散 积分 . 
但 这 时 我 们 定义 

(f. p) — lim | 


m 


T MI 49 gx, o € PR). 


(1.2.7) 
这 个 积分 确实 是 存在 的 ,因为 用 分 部 积分 法 有 


RE = plge — ole)lee— || + | leot lz ldz. 


因为 pe 2R), d pC 一 8) — ple) = OC1)5， 从 而 
(f.q) 一 | p'Glg [x1dx, 
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这 个 积分 即 发 散 积 分 ES dx 的 Cauchy 主 值 : 


R! 


fs p? = p.v. | SD dx， (1.2.8) 
R' * 


而 当 e(0) — 0 f p.v. Cors Eo dz, 而 右 方 的 积分 
R' R'! 


是 收 全 的 ， 因 此 由 《1.2.8) 所 定义 的 2 (0) 广义 函数 ( 它 是 1 阶 
的 ) 是 过 的 正则 化 , 记 作 p. v. =, 
-A5 DE O—HR, BAN 


pO rm» LEC, 1—1, —1, +++ (129) 
0. xo, 
这 里 的 多 值 函数 * HEY x 为 正 实数 时 取 正 实数 值 。 当 Rel 


一 1 时, 性 定义 一 个 正规 的 D'e) 广义 函数 
(gp) (^ zo(ds, p) € p CR). 


这 个 积分 是 1 的 解析 函数 。 实际 上 ,经 过 计算 易 见 当 Rel > 一 1 
时 ， 


x 


f 


[ dd [xs Jar 一 u x'p(x)dx 十 f 中 ro 


k- k-i ` 
e^ () / das pO0) 
- "| 
(1.2.10) 


k-1 in 
但 因由 Taylor 公式 p(x) — S) 2) xi = 0(Dxt，。 所 以 


(1.2.40) 右 方 的 积分 当 Rea 之 一 一 工时 仍 收 化, 而且 整个 右 方 
在 Rei kI RENT 的 解析 函数 ， 但 在 4 一 一 1， 
一 2，*-…, 一 处 有 单 极点 .因此 《1.2.10) 的 右 方 给 出 了 其 左 方 在 
Re 4 > 一 上 一 1 中 的 解析 扰 展 。 由 名 的 任意 性 可 馈 这 样 可 将 其 左 
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方 拓展 到 整个 4 EDEDE bu. METRA 1 一 一 1 一 2 这 
样 我 们 又 定义 了 一 个 S0) 广义 函数 , 它 仍 直 有 限 阶 的 , 阶 数 是 
[一 ReX — 11 (Rex «x —12 :EO(CRe2 > —1). dE 0.£suppe, M 
(12.10) 的 右 方 即 成 收 伍 积 分 | ”xpCedz。 所 以 这 样 得 到 的 
£'(0) 广义 基数 是 r4 的 正则 化 。 

以 上 我 们 给 当 了 一 个 屿 发散 积 分 全 x'o(x)dx 以 意义 和 的 方 
法 . 这 种 方法 首先 见于 J. Hadamand [1]。 其 后 在 M. Riesz [1] 
中 又 系统 地 了 予以 发 展 ,并 称 为 Riemann-Liouvile 积分 ， 

ttd. 1ejsE € 200) A x5 Bp 

0, xr-chb 
mc 7 ly, x «ng 
BRUEWME. Hri, rt mE 
E |^ = xcd xh, 


LEE 


]x|'sgne = x} — xh. 
Rž ji) $i E p 4p EOER GU. BATAR Te meban. 和 Himos 
[1], XT 它们 在 近年 来 的 重要 进展 可 以 参看 Bepmtureii T1] 和 
bepunrreüg 和 Demedaga [1]. 

2. g'(Q) 广义 函数 的 运算 . 

1? 广 六 函数 的 相等 和 等 于 0， 设 fe £r'(o) 且 Yee (2) 
(o) 0, Etili—0 X jzgcz(2)H/f—e-0, zi 
ls. PEXHEL-—BOBLICREIBIOISUBTIESBEI S EY 
(BI i af RESO E ABRE TERE, METAR FAI 
几乎 处 处 相等 。 一 般 地 因为 谈 不 上 eD) Æ “r uo 
值 > ,其 相等 的 定义 是 作为 泛 函 的 相等 ， 这 是 一 个 "整体 定义 ”。 下 
一 节 中 还 要 给 一 个 局 部 定 多 。 

29 广义 函数 的 线性 和 运算， 对 常数 co eu fe Z'O), 我 
TJEN aj- ehe Z'a) 如 下 : 

Caf + efi p} = ch e? + cK fis e; vq € zo), 

(1.2.11) 


* 219 


综合 1°, 2° 可 知 (0) 是 一 个 线性 空间 。 ELA LEGS ER 

C0) 以 拓 盾 结构 ,使 它 成 为 拓扑 线性 空间 ， 这 样 200) 将 是 

Da) 的 拓扑 对 偶 空 间 ， 

O ISR 中 的 仿 射 变换 . 设 D 一 Rt. 先 讨 论 平移 ; 对 通常 的 

函数 Ka) , 3E ee R^, 我 们 定义 f(x) B o 的 平移 为 fx a). 对 

于 Ke € £' R), ROWE f(x 一 so)e (Rr) 为 

vc 0G — 2,900) — (GO , ox + 2)», Ve e (Rn), 
(1.2.322 

这 样 定义 的 Kx 一 a) 属于 多 "(R")， 是 应 该 证明 的 ， 但 因 证 明 

很 容易 , 禄 给 读者 ， 

相似 变换 xi ex, 6050, M. IG € ZZ" (I). 我 们 定义 


4, o0) = EO, o (2). voco qo. 


(1.2.13) 
很 容易 证 明 f(ex)e P'OR) REEPERE E0859 AHAHA 


Pale 其 实 对 于 正则 的 广义 函数 ,用 0:22) 定义 《fp》, MA 
道 必 须 有 这 个 因子 才能 与 经 典 的 情况 符合 . 


产 义 函数 ,我 们 将 在 下 面 讨论 它 00000 07 0 00 
ORT e = —1, 我 们 记 Kr) = Xx) 称 为 了 的 反射 故 
(Fa 9? = (C73), 9G)) — (O0. 9C 72) — 0, 9). 
Ted 9n FOSPAI XAY, j= — f 则 为 奇 广义 函数 。 例如 对 
cL S xk, (2l? = xD, Ce lsgr) = —|x|'sgns. 
对 一 般 的 非 异 线性 变换 4: RR, RIE 
GA), pla)? = Idea | XI), CA"), 
(1.214) 
fG) € D'R), pl) € DR"), 
KEREI CER SCHO RO SAPE IERERODAAM, TEREN 
tC 


| C 0 6 


Tuwa 


蛮 换 下 表现 出 来 ， 这 一 点 将 在 $6 中 再 讨论 ， 

以 下 讨论 一 些 重 要 的 分 析 送 算 ， 

4? ETER, 设 ale ce), FG e CQ), SE SL 
BUSEGUER afe P(O) (应 该 证 明 它 确 为 XO) 之 元 ) 为 

(af, p) = <f, ap), Vo € P(A), (1.2.45) 

als) 称 为 Z'(0) RF. 

$01. x5(x) = 0， 因 为 

(28, p) — (8, x9) — xo GO. = 0. 

ERIEI]€2(0,.mB u-—39.481-—:5 ERRO 和 证明 
见 后 。 从 这 个 例子 看 到 和 雅 子 积 里 有 " 零 因 子 " 出 现 ， 


9$)2. x. L=, xxm dm pv t. 事实 上 
x X t 


e . " e) 一 (p. v. 二 ， vp) 


=p | rple) dr 
LE x 


= È oas ~ (1, p), 
F3, exi [= U E —1, 2, XB Rel 一 1 的 


情况 。 这 时 对 一 切 we ZR) 有 
Ca» wh, p) 《44xp Cr)) 
= V7 pada = Gs p), 
但 因 双 方 都 是 1 的 解析 函数 ,所 以 在 其 解析 城中 二 者 都 相等， 
目前 我 们 还 不 能 定义 两 个 广义 函数 的 乘积 而 且 使 它 成 为 “ 通 
常生 积 "的 自然 的 推广 ， 如 果 形 式 地 加 以 规定 ,就 可 能 违反 通常 科 
积 的 某 些 基本 规律 如 结合 律 ， 例 如 


(i . SE B(x) = 1» 8l = BC), L 指 pv, 
E4 Xx E 4 ` 
OEE CE E B(x). 

x x Na F 


ve23* 


Y^ X PSSEBSE VE IR] REUKE E PE PE EE n 1 8. 
5” 微 分 运算 。 先 泪 一 个 例子 : 设 fx) E COR), CARE 
D'FT ARRI PE ZRO 有 


COO 
— [iv Gas = — 0. 9. 
模仿 这 个 关系 ,我 们 给 出 
定义 124 ufe2'(0), RIER -D- (99 d'(0) 广义 本 


数 如 下 : 4 ee (0), 定义 | 
En P) =— (e ; (1.2.16) 
XHE-— B ER ,我 们 类似 地 定义 
(Ee) oE a) aam 
LE MEL WE ZO) 广义 对 
数 .要 点 在 于 证 明 当 pi 一 -0 (E D0) tb) (-) f po. 


而 这 要 求证 明 (=y e,— 0 EDH) (0) 的 托 扑 结构 


恰好 保证 了 这 一 点 ,而 这 正 是 定义 P (O0) 的 根据 . 
下 面 不 加 证 明 厂 给 出 一 些 显 见 的 结果 :; 
定理 125 ”2(9) 广义 函数 均 无 穷 可 微 , 而 且 结果 与 求 汝 商 
的 次 序 无 关 , 因 此 例如 有 
P o, 0 
BriBxi 六 xD 
EA 1.2.6 具 C” 系 数 的 线性 偏 微 分 算 子 (PDO) 
-P= P(x,0,) 9 D) olx)02 


ILE: 


f, feo), 


. 44» 


bi cci 


WHR 


Bk pa) 到 (0) 内 , 而且 对 1€ 200), ee (0) 有 
(Pf, P? 一 《1 Po? 


= G, $, C Daal] — (218) 


P = > 【一 19" 0:[a.CO - ] 称 为 王 之 转 置 算 子 。 


定理 1.2.7 (17 X Leibniz 公式 ) 设 alabe cT, MUX fe 
£'(o), 
PCaf) 一 22 L afa. Pr As (1.2.19) 
Pamp! 
这 里 = "T 
. BB Leibniz 公式 (请 自己 证 明 ) o,(af) = B54 : fd-a0.f, 
因此 将 Plaf》 之 备 项 展开 再 整理 ,应 有 


P(a]) = $, BlaRslr, 0.)f. (1.2.20) 
18] «m 


为 了 求 Rs 的 表达 式 。 取 E, ER", FẸ o exp(E. zx， f— 
exp(g, t), TEA (1.2.20). EBH Plr, E + gDexp(E + n, x), 


ADA pa ERG, n) exp (E + m, 1). 将 PC, E + n) 展开 
有 
Plas EEn) = Do 让 Se 
BIRA (12.20); 比较 双方， zx EZEREN 
Ry, 1) = E Pa, a), 


因为 这 是 ?的 多 项 式 ， 故 Ri, 0.) -iee 6.). 证 毕 。 
例 1，Heaviside EK YG) = r$ ou 0) $980.29) 8.— 
(Y' 9) =Y, v) 
-— [^ g'(x)dx = e(0), 
Br YC) = eCe), AAR Dirac 从 物理 学 角度 发 现 ， 现 
-25 


在 我 们 又 从 数学 上 论证 了 它 。 
982. — girl 一 P v —. 事实 上 由 分 部 积分 即 得 


C gis, e) 一 一 人 ig |e 1p Ceodx 


= —]im f lglx|q'Go)ax 
c xlt 


= p, v. | O00 gx 
R x 


= (p. v. i, e). 
* 


983. P = Ax (1990, —1, —2,---), A4 Rei, 
EM 


则 
(4 " e) = 一 全 ee G)dr 
=}; L x^ qix)dx 


= (Ax, p), (1.2.21) 
因此 上 式 在 Relc 0 中 成 立 . 但 一 (x3. 97) 7Jü arr, 9) d 
是 1 的 解析 滔 数 (不 过 双方 均 有 单 极 点 于 = 0, 一 l, 一 2 
姓 ), 所 以 , 当 L EUM nmi 1, 一 2, ^ p ESEYX. 

3 a 一 0 时, 由 (1.29) EA 好 —YG), Mi EB utm 
(x) v 0x, MERA WEE 2 — k (ROO IESERORESLÓR 
何 定义 nt 共 给 出 微 商 公式 . | 

id Io) = MEZON = (x, p) àsB—1,--2,:77 
时 双方 都 是 的 解析 函数 ,而 (1.2.21) 给 出 

hlp) = — hup Ot 1) ++ 


-—(— hal p NA T 1) (Gr OD. 
(1.2.22) 


因此 He) 在 单 极点 一 克 处 的 留 数 是 (一 Dn O-R)- 
(一 让 一 一 J (PYY = 1)!。 MERA 一 亡 很 近 (4 十 
五 一 8), 并 在 (wm》 中 减 坪 其 奇异 部 分 , 则 当 4 十 大 一 上 一 0 时 


lC) + Tp 9 )/(& — Dte 
= (e) — 9 ?(0/Q — De 
一 《一 Dt (p'!)f(e + 1— k) rg 
— pe P(0)/(k — Dls 


= C Dt [Gt — Dev)ar/Ce + 1 
— Ee e DEL — 1 
—s)eGo-e)-1/G- 00i 
> F7 Cex)p ta/ — 11 
" £1 B 
+ ec; 2/0 - Di 
因此 ,我 们 定义 at 为 以 下 的 阶 多 "C0》 LAK 
(xit, p) m 一 NC gre nar — 1) 
十 gao (> H/a-i». 0.223) 
对 于 这 样 定义 的 rrt. BRERA 
(Qi, xe) = (979, p), BI ze rgt xi, (1.224) 
同时 经 计算 有 l 
— (Qu, p) m |. Cet Gode — Dt 


— e? (0) (s MD 
- c 0|- [7 Creer 


^27 * 


esee (S Dy] 


= — lagt, p) QUC/RI, 
因此 , 代替 10, 一 1, 一 2,- ,时 的 PS 一 A, 现在 有 


PX = = Ext b (C 600/81, (12.25) 


X 


HEHE AAAA TERA 9h HL xe v a9 guo [E 
A. WẸ fe CHO), Wjfdu o. EEE R R mE 
DP (0) 广义 函数 ， 而 且 出 分 部 积分 法 可 知 Og 也 就 是 了 的 广义 
aAa. Aa O 只 是 xc R 的 务 臣 光滑 消 数 (确切 些 
说 , 设 (G0 和 了 (tx) 在 了 上 只 有 有 限 多 个 第 一 类 间 晰 点 ), 则 j f 
的 广义 函数 微 商 /与 十 与 意义 下 的 徽 商 《 它 也 是 局 部 可 积 的 ) 所 
EX BUT IBEX OEI D 二 者 并 不 相等 ， 事 实 上, 令 Jio 之 
闻 断 点 是 e. 24, FERZIBEKIE E i.n, Aaa M 

Q'o?-—O. v? 
: a ds +o ， E 
- M + | eed f. | Dp G)ds 


n 


一 一 fag p 


+ 
— oce fee) 
a 


Te 
+ 全 [f G21e x) dx 
= q(aIfCa + 0) — ila — 0)] + 
+ plari Car + 0) — fax — 0)1 
+ [T trooecoz 
一 立 Bx — a» p) + CIf 1, e). 


一 1 


因此 
k 
f= D) hG a) ifl. (1.2.26) 


imi 
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这 是 一 个 重要 的 关系 式 ,而 且 数 学 分 析 中 的 几 个 大 定理 (总 称 Sto 
ke EDEPOL AEE TRU mEZSEE CUL $5, $6). 目前 我 们 内 
JEJE — A: MA (12.26) Bi, HRR RRR e HERE ES 8 
RR, ALEEA [f] = 0 — f(x) = const 在 古典 的 数 
学 分 析 中 是 要 加 上 很 强 的 条 性 才 能 成 立 的 《例如 在 初等 微 积分 中 
EER 1(x》 处 处 可 签 )， 例 如 Heaviside 半数 的 古典 意义 微 商 几 
平 处 处 (x 过 0 处 ) 为 0 一 一 对 于 局 部 可 积 函 数 而 言 ，p. p. 为 
ORRA, BI O EXE ——— [EH Y(x)s5consi, [ERE T] SL EEG F 
的 微 商 则 没有 这 个 问题 。 l 

定理 1.28 设 .ft D'R), 而 且 reZR) 250, 则 1 二 
const, 

证 。 由 假设 o) — 0, id e'— d, 则 了 在 ZR 中 之 
作为 另 一 个 ZO) 函数 的 微 商 的 苑 史上 为 0， 亦 即 f 对 有 一 个 


RER |^ (Da 仍 在 色 (R) 中 的 这 种 山上 为 0. 但 | Oar 


EDRO BD(R!)) 之 序 分 必要 条 件 是 | (ds 一 106), 


因此 I($)—9 => (f.4)—0, SiERUE— o € DRY., PAA 
pE Z(R) 使 Keo — 1, He p = p — i(o)qu 3 p= 
0, Au . 
9 — <f, 9) = (, 0) 一 IX. v 
. — f e)-— (e, 9), 
e = o. KiE f= c. EP, 
3 齐 性 广 尺 函数 . 前 丙 我 们 已 提 到 什么 是 《 正 ? FE A 

数 . 现在 要 给 出 确切 的 定义 . 

- 先 看 一 个 古典 的 通 数 fs) re R" BOES ERA E 
fx) = PEG, (27 0, 
如 果 它 能 生成 X200) TARRO OEREN), WU 


(nos « 2) froo ()a 


a 29 2 


一 | erip GO nay 


=A p) (x ~ wy. 
仿照 这 个 关系 ,我 们 给 出 
定义 12.9 设 fe) 运 合 以 下 关系 式 


(KO, e (Z) = wm. p), ve 9. ee BO), 
. (1.2.27) 
则 称 1 为 不 阶 ( 正 ) 齐 性 广义 函数 ， 
以 上 我 们 所 讨论 的 eL — 1, 一 2 …)》 时 齐 性 阳 数 的 
例子 。 因 为 设 Re — 1, JU 
G3. 9) = NL (xx 


epe 
-a E) (人 


XARRI ZENAR, WRR ELARA ae C(i- 
= h,—2,:) 均 成 立 。 所 以 对 这 样 的 1， 好 是 1 MERE 
义 函 数 ， 但 是 当 1=— k QAER r AREAREN 
性 肖 数 ,这 由 《1.2.23) 经 过 计算 即 可 知道 . 

齐 性 广义 函数 和 古典 和 的 齐 性 函数 有 许多 共同 狂 质 。 合 如 一 个 
下 阶 ( 正 ) 齐 狂 广 义 函 数 与 一 个 1 Bt GE)SERESE T-HU RE T- BUE 
克 十 了 阶 ( 正 ) 齐 性 广义 函数 ; 下 阶 ( 正 ) 齐 性 广义 函数 的 一 阶 微 商 
是 划一 1 阶 ( 正 ) 齐 狂 广 义 限 数 等 等 。 现 在 我 们 证 明 

EE 1.2.10 (Euer EKR) 了 是 不 阶 ( 正 ] 齐 性 广义 函数 的 
充分 必要 条 件 是 


> af - (1.2.28) 


LI 


WE. SR ISEUERJBD 了 之 齐 性 等 价 于 


LEFT NES 


CONO -È «SL, y) 
=- (È de cw) 
== o) — (, D E . 
JF BU (1.2.27) 等 价 于 E 
(t > *i 2p) = — (RH rXf o. (1.2.29) 


BUE (1.227) 双方 对 + 求 导 ,再 令 e 一 1 8186 1229) GEMTE 
中 我 们 用 到 了 总 0,0G,0) = (1, 29) 这 一 事实 , 它 可 以 由 式 


右 作为 差 商 的 极限 以 及 Ag, D n 0o (在 (0) 中 ) 得 到 ). 


反之 ， 设 广义 函数 F8 0229). 将 n0 (s, e( 5) 对 


i 求 导 ， 由 【1.2.29) 可 知 其 微 商 为 0， 因此 它 的 全 与 + 无关。 e 
z = 1 BIS (12.27): 


rli, p( 2) - d. ex. 
—^4- & Sr GOE FHER ka 时 在 原点 总 有 不 可 积 的 
齐 异 性 ,用 它 来 生成 广义 函数 就 民 要 正则 化 . 困 6 了 此 ,讨论 齐 性 广 立 
AAR ,时 常 与 正 巾 化 启 题 相 联 结 . 读者 可 以 在 Tenpgdaax 和 Ha- 
zoe[1] 中 第 四 章 找到 详尽 的 讨论 , 它 在 偏 微分 方程 理论 中 是 很 恒 
要 的 . 
4.9» (Q) 的 拓扑 结构 人 人 们 过 去 痊 试 图 以 多 种 方法 将 (x) 
3E 9,2936? PEU PUR SR. 例如 
lim ——- exp( — mu 5x), 
其 意义 实际 上 是 说 ,对 一 切 ec ZR 有 
. 315 


im | ,2 Jz exp(— nix? )o(x)dx - p0), 
这 就 告诉 我 们 应 在 Z0) 中 引 人 某 种 拓扑 结构 。 P'O) 中 有 
多 种 拓扑 :如 强 拓扑 、 弱 *# 拓 扑 ( 可 以 证 明 对 序列 的 收 伍 而 言 二 者 是 
一 至 的 ): 我 们 这 里 则 直 痿 给 出 
XX 12.14 i$ ffe Z/"' (25, mE 
Em Qs P) — 0. 9», YpE P(A), (1.2.30) 
Wf; 4€ €2'(O) PORAT f. 

EA 1.2.12 7E jf; i (GE £2'(9) 中 )， 则 对 任意 重 措 标 
a, 0f; Of. 

WE. ÆR e € (05, W (C— iape 名 (9Q)， 从 而 

(fj, e) = (fi, C 1 9) — Cf, C7 10" 1079) 

= (8f, o). 

同 法 可 证 着 a0 25—7T3ET. Wi e—a (在 £00) 
H), Æ P, D.) 是 具有 C 系数 的 线性 PDO, W] P(x, D.) 
hP, DM 《在 C0) h). 我 们 也 可 以 说 : ATENA 
分 运算 ， 多 (9) — Z0) TERIO. 


根据 这 个 定义 ;可 说 JI -exp(— nx?) — 8(x) (在 E" (RI) 
中 )。 这 个 作法 可 以 推广 : 若 有 R 上 的 连续 函数 序列 AGO CE 
TARRE (RO JT X SEO EA: 

0D VM 0, lal, [5| < 之 IZOL 


Ld 9, a, b fl, 
i d | (d -1 
DESDE 


则 必 有 f;-5 (在 DR d. 
事实 上 ,着 记 Fj(x) 一 E pdt, HIDA PG) YQ) 


Cp- p2, 而 由 让 TA, H o6 AR) n 可 以 应 用 Lebesgue 控制 
收 敏 定理 而 得 
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Linus] 


COM) 


(Fi, p} = " F(x) prYdr 一 b. Y (a) (Ms 
= (Y, p) 
因此 Fj 一 Y (在 DR 中 ), 从 而 fj = 元 Fi> EY(e)— 


8(x) 《在 PRY p). 
物理 学 家 常用 这 种 方法 定义 S), Min 


1 8 L) 
ES — 8 —-9, j=} 
- x^-p og e (e 2177.7? 


1 sin zt 
x 


x — ó(x) (r — o0, i= r) 


物理 学 家 处 理 这 类 问题 的 方法 可 见 Coxomos 和 Heanengo [1], 

HERNE, JUA- FERRARE Pa) Hath 
KE 560: — k k EE AA CARE 2'0) 中 去 逼近 
一 切 P'a) 广义 函数 ， 这 一 点 将 在 $4 hie. 

在 结束 本 节 时 ， 我 们 于 证 明 广 芯 函 数 的 微 商 也 可 以 定名 为 其 
ZAE D'A) 中 的 极限 ， 设 OE Z), 4ER O0, 
hatta 0) CB i 个 分 量 是 如， 其 余 是 0), VE Ge 
h,€ DPCO) ER pe 纺 (0), 则 当 | 有 | 充分 小 时 ,spp p(x 一 站 性 
K., K —suppo, mE 4,— 9 hf, supp[ (x — &)—9(x)]C 
K, EHI SCEREGE EE B XE SC (1.2.12) , 我 们 有 
n ff 十 2 一 f e) 


Em 


plr — hà) — etx) 
d ey 


uf 
= lim lico, 
- (Ka), 996) 
= GL 2 9). 

因此 ,作为 Za) 的 了 aus 


im ti) . 8f . 
Ap hi Ox 
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以 上 我 们 用 到 了 dim 967707 PO ŽE Ega) t) 


这 个 明显 的 事实 ， 
关于 DP (a) 的 拓扑 结构 的 详细 讨论 可 以 参看 P. Treves|1], 


$3. 广义 函数 的 局 部 性 质 .2 广义 函数 


1. 广义 函数 的 支 集 与 奇 支 集 ， 广 义 函 数 作 为 古典 函数 概念 的 
推广 ， 是 基本 空间 上 的 连续 线性 泛 本 , DD UAR EEE A ots 
之 值 。 但 是 说 fo 6 £'(0) 在 mg 附近 为 0 却 有 明确 的 意 
X. 

XX 134 ER J£) 称 为 在 四 的 基 一 邻 域 V CO 中 为 0， 
是 指 对 一 切 ec Z) 而且 supppc V #8 

f. 9 一 0。 

$ 1.2.1? 中 对 了 一 0 的 定义 是 了 为 £7 (0) ERJSETEDR, NUES 
suppp&V, 如 上 自然 也 有 《jg>》 一 0， 即 了 在 如 之 每 点 附近 流 
0, .反之 , 若 了 控 定 尺 1.3. 在 吕 之 每 点 附近 为 1， 是否 ZO) E 
WEHA? AERE., WER E: 

HEr ZR V E O0, e ARONA. C pE 
£(0), "JA {VF:} 中 选 出 有 限 多 个 (Vira, Wa K= 
suppe, EMET [Vias 的 一 的 分 割 ie) 并 记 P vp， 

k 
RI p = 50s 而 


i=1 


C p} = > (fo, 


IB ER f 在 Fi 上 为 0 而 supp p; & V;, [4 «n qi) 一 Ki = 1l, 
f). nw «P p) =0 Miso Gk $ 1.2.1? HRS. 

当然 也 可 以 得 出 两 个 CO) 广义 函数 f, e 相等 的 两 个 定 
X, BE S 1.2.1? 中 的 “整体 ”定义 和 下 面 的 局 部 定义 《 它 和 前 一 个 
XE XXE SE Ur: 
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XX X12 EZE ABATAR Ve 使 于 一 上 在 
其 上 为 0, 则 称 f 与 # 在 口上 相等 . 
ELI RTL 25 1 在 开 集 可，U, 上 均 为 0, 则 在 Uv E fo 


0， 因 此 将 f CERE E28 0 的 一 切 开 集 取 并 U Ui, HE SI FEE 
上 为 0 的 最 大 开 集 . 
定 尽 13.3 上 述 最 大 开 集 [Ju a hpk |] Va 


称 为 于 之 支 集 , 记 作 swppf， 它 是 如 的 相对 闭 子 集 , 

读者 自己 容易 证 明 

D 3; fe Z2'(0, oe (0), mE suppf'suppp = 9, 
则 (1,9? = 0. 

i》 设 四 之 相对 闭 子 集 F 具 有 以 下 性 质 : 当 eco) 在 F 
的 一 个 令 域 上 为 0。 则 有 《f, p) — 0。 可 以 证 明 suppf = NF, 
因此 可 说 suppf 是 具有 该 性 质 的 最 小 相对 闭 子 集 . 

例 1, $ 0 = R', Heaviside cM S s 

supp Y (x) = (x: x 22 0], 

zi 的 支 集 也 是 它 。 

$12. & 2 =R, supp? = {0}, 

Email. Her AAA a Raa Aa, 我 
们 关于 广义 计数 的 理论 是 基于 CT ARAN ,因此 我 们 认为 C” 函 煞 
是 "规则 ”的 、“ 正 规 ” 的 等 等 。 而 非 C” 的 则 认为 是 奇 晃 的 。 利用 
fe ££'(CO) 的 局 部 性 质 可 以 仿照 支 集 的 定义 来 给 出 一 个 重要 的 概 
S. PLE., CT 函 救 因为 是 局 部 可 积 的 ,自然 皇 D'a) P X 
7i. 因而 可 以 谈 到 fe £2'CO) 在 某 一 开 介 上 等 于 一 个 E” AR, 
A feU(O) EFR U LÆT CAR f) G — 1,2), Un 
Uc o, Wi UAV 上 自然 有 AGO 一 hl, BEL JG. XE 
UUU， 上 等 于 一 个 0” 函数。 这 样 就 可 以 作出 使 ftx》 在 其 上 
等 于 一 个 0” 遂 数 的 最 大 开 子 集 ; 于 是 我 们 有 

定义 1.3.4 fe '"(9) 在 其 上 等 于 一 个 0” 郑 数 的 最 大 的 开 


LE 59 


TRHT O54 O6 f 3E singrupp f» 它 是 8 的 相 
HATE, 

例如 singsupp Y = {0}, singsoppå = {0}. 

当然 ，。singsupp f Csupp f. 

上 面 处 理 这 两 个 概念 的 方法 都 有 两 个 侧面 :一 方面 由 了 之 整 
WERN 上 限制 在 茶 个 开 子 集 UCO 时 《这 个 限制 记 作 fU 
£'(U), W RFA ØU) 上 得 到 的 一 个 OU) 广义 
函数 ) 得 到 /在 U 上 于 的 局 部 性 质 ， 例 如 上 面 已 证 明 的 j 一 0€ 2. 
{9》 在 避 之 每 个 开 子 集 U 上 均 为 0， 第 二 个 方面 反映 在 以 下 定理 
中 . 

EA 1.35 车 口 为 开 集 U, 之 并 : 9 一 |]U, EU. EF 


在 je '(U,) 使 得 当 UN Us Ø W faU NU, = fl UN Ug. 
这 时 必 存 在 唯一 的 fe) 使 flU, = fa 

证 .唯一 考 是 明显 的 ,因为 定义 1.3.1 后 已 证 明 , 若 f, — 0 Bul 
f 一 了. 为 证 明 在 在 性 , 任 取 一 个 pe 多 (0), 因为 suppe = Ke 
D 是 紧 的 ， 所 以 只 需 选 有 很 多 个 U. 例如 U,- U, 即 有 Kc 
V Uj, EMRET {U0;} 的 一 的 EC” Ar d (dul. HE pj = hp, 


i=l 


LU 2 p 一 p 而 且 supp p; C U;, 从而 di, gi? XX. 我 们 定 
x 


Cf, p) M. p). (1.3.1) 


这 时 需 证 这 个 定义 是 售 理 的 《wel-ddined)， 即 f 15—62 (tte 
法 无 闫 。 因 为 设 有 另 一 个 一 的 分 灾 tj EL = 1, M Xj; 
S QUU, WERE, IU, YU, = f lU,YU,, BIA 


Qv) 2 Cfi, Kipi) 
一 2j > Us Kipi) 
i i 


- Xn Darn) 
= 之 (fi, Xi. 


定义 的 合理 性 得 证 . 

将 这 两 个 方面 综合 起 来 , 我 们 说 22) RRRA E" 
(sheaf) HOMER AWEH. MREZA RTH. 一 是 一 个 
RUBJECUERBUSI S GXETE—JT T 3 ERES dE US RC XPPERS; 二 是 
JS —4L338 C8 — TRAER MEERI 
TGERSCGIEZOSE EXRBSAPSXESUBS, 则 可 以 将 它们 “ 粘 ” 起 来 成 为 
一 个 上 整体 的 对 得 . 层 的 概念 是 现代 数学 中 的 基本 摄 念 之 一 ， 读者 
可 以 参阅 有 关 的 著作 . 

P2) 广义 函数 不 仅 可 定义 在 PW) 上 ,而 其 有 

定理 1.3.6 若 jc Z0) REZEK, W fT 
式 折 天 为 了 作用 于 E= [pe cay, 9 OO LE, 94 
suppen K= Ø tH, 7,9) — 0, 

WE. 作 seppeK drOvBHSNPTIDABEÓQ VEU, WDR 
U, Pob: £3 (V, Vi V, 一 U,, V; 一 Us. TEN RT TZ 
的 一 的 分 割 idu, du) UE p m oup dup qu 9, Hoe 
£ (0), supp, C U,, suppmp;C Vi, mi 5 suppe;1K = 9, 
AKE f unde P. Wu G, p) = G, m? Aa ARE 
唯一 的 。 

FEE. 对 中 < 五 我 们 已 作出 了 分 解 式 p =p th, 并 
且 看 到 应 该 令 G, p)= Go). 问题 在 于 这 样 的 ?是否 会 理 定 
义 , 匈 对 另 一 种 分 解 社 p= p tonr EERS Gs o) = (js p)? 
ibé-—4.g—w, M pe ZO) WME Küsuppé = KN supple. 
— p) = Ø, Wi l p) =0 m pG p 这 样 定 
LERF 具有 定 建 中 所 说 的 性 质 是 明显 的 。 

2. 具有 紧 支 集 的 广义 苗 数 ， 若 fe £27 (00. 具有 肾 支 党 ke 
a, ME pe Cal) = 4(O) (不 一 定 有 紧 支 集 ) WEER 
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1.3.6 的 五 中 ,从 而 上 可 以 拓展 为 ea) 上 的 7,， 而 且 
F, 9) = (f, Py = {f $9), (1.3.2) 
3H Rf WREE, REME, 令 KIK, —E HIE RN 
PEE dr 使 supp ACK, Mim (1.3.25 有 
IG. e» = 10. 4l 
«c » sup TIRER DI 


FIL 1 


«C, », sup [Dp], (1.3.3) 


lalak CU 


3x9 CQ Án 总 决定 ， 但 sup |D'o| 均 为 (0) 之 半 范 , 故 


B 1.3.3) 知 ， 托 雇 而 得 的 了 是 40) EAEE 4E T p, BU 
4'(0) 之 元 。 

Ez, 设 了 为 (9) RER ELE ES K 可 找到 
c> 0 和 非 负 整 数 下 使 41.3.37 成 立 。 将 了 限制 在 (0) 上 将 
得 到 一 个 g'a) 广义 函数 : AAE oc 2(9),id KoOsuppe, 
将 有 

. supi Del n: |D*e| < suplD'el, 
Mti (1.3.3) 成 为 
0.9) x €i 2 sup |D"ol, e € C0). 


这 一 个 OO). ARRA COR. K 之 中 ， 因 为 若 suppP 作 
K,— d, W sup [D'g| — 0 m (,o»- 0. mibi EROR 

ER 13.7 264'(0)— {f; fe €'CO), suppf HÉ), 

可 以 证 明 ZUe (0), AHEHE, POCE) 
是 明显 的 ， 而 且 当 pj 一 0 (XE Z0) 中 ) 了 时 ， 因 为 supp Wi El 
省 于 某 一 共同 紧 保 中， 而 且 在 其 上 对 任 一 a, 对 ox 一 致 地 有 
D'o;(«) — 0X IK ETE EEK ESSE e, D'p; 在 
玉 上 一 致 趋 于 0, 即 po CF 4 (0)) 中 ,因此 (0) 09 F0, 
Bp ik 8 B. d (OCA) 也 是 自然 的 ,定理 1.3.7 则 进一步 
对 F ETAL dU(D) monk £09) 广义 函数 ， 而 且 前 
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面 讲 的 关于 Z0) 的 性 质 与 运算 ， 对 ow4UCOD 都 成立， 唯一 需 
要 修改 的 是 

定 兴 13.8 Xi hed'(0),1e g (CO) 而 且 对 一 切 oc (0) 
(fis e»-*4f, p), WA i—i c0) gm). 

显然 “hE d'() mmy "fh fO uua uw. 
因此 ,不 但 有 d'CO)CEZCOP), TE EUR. CO) Co). 

广义 函数 的 局 者 构造， 前 面 我 们 看 到 ，& 上 的 连续 函数 因 
为 基 局 部 可 积 函 数 , 从 而 是 广义 函数 。 因 此 ,连续 函数 在 广义 函数 
mUXXTARAEsE ES. 现在 我 们 变 证 明 , 每 一 个 D'a) jx 
PRX Eg d XE JR Ac xp SE PENIS RET ONES. 准确 地 说 ， 我 们 有 

EM 1.3.9 # j6U(0, KEO, UBAS FeL'(Xx) 
UREM m= 0 存在 ,使 在 上 上 有 


7G G0 n. 
证 .由 定义 1.2.1。 必 存在 常数 C 和 整数 《之 0 使 对 ge 
C"(K) 有 


Kf, e| «& c 57 sup |D^gl. 
IAE 1 


为 了 下 面 讨论 方便 , 我 们 引用 一 个 记号 (D) ER (9, --8.,)5, 
而 且 引 人 一 个 集合 
E = (5; p = Dp, oe C"(K)]. 

AARRETTA RZE, MAREE HA d i RE— BS e 
与 之 对 应 。 显然 ECL'(K). MEERE L(K) 范 数 , 我 
HEE, E (ICE E lelien — 909， 则 对 相应 的 oh E 
G 9j) 一 0。 这 是 因为 ,KK 可 以 含 于 一 个 边 长 为 ! 的 立方 体内 ;对 
4£— 58203&4BDNMJj 4B 

f elde = È. Dtp; < e/m, (13.4) 
因此 

(D)*gj 一 M ` j^. (D) eidz,- M dz, 
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[Dp | x e/r^*?*, 
利用 这 个 式 子 , 对 (DY; 作 适 当 次 数 的 不 定 积分 ， 并 设 P1, 
即 有 
i [D^g;| < s. 
所 以 (f, p — 9, 

《fy gp》 本 来 是 9 的 线性 泛 函 。 由 于 四 与 由 之 间 有 一 一 对 应 ， 
Bri € ERREZA, MAER LÈK) mikt 
BU. EE, 由 Hahn-Benach E, (f, p) 可 以 拓展 为 ECK) Ł 
HJ YESR REEL PE. 因此 ,一 定 存在 ge L"(K) 使 


(5o)— | gods = | g(D) mdr, (4.5) 


令 kd, (19g — F, BD 
(f, p) — (DF, 9), p€ C"(K). 
这 就 是 说 ,在 六 上 有 f 一 (D)t" P, EME. 
iki. #4 


6G) = n e Fi dr, 


BM GG AERAR, mE (DG 一 了 ,从 而 {= (DG = 
(DF 在 K 上 成 立 。 所 以 fe (0) 局 部 地 可 以 表示 为 Re 上 
的 连续 夯 数 的 有 限 阶 徽 商 ， 

注 2. # X(x) € C83(0) 而 且 在 妫 附近 XCx) = 1, 则 在 天 
上 X(x) =l, 从 而 贝 推广 的 Leibnitz 公式 2. 19) E: (Dyr'c- 
(D)'"(xG) (在 天上), 因 此 fe D(a) 又 可 以 局 部 地 表示 为 具 
有 紧 支 集 连 续 函 数 的 有 限 阶 微 商 。 

现在 来 看 fe id(9) HAN. ERA 4 (OCO'(Q9, € 
Bg 1.3.2 中 的 外 适合 suppfCc Ke Oo, BE 

EM 1310 je 4'(0) 可 以 表示 为 一 个 县 有 紧 支 集 天 的 连 
续 函 数 的 有 限 阶 微 商 ， 这 里 可 以 包 售 在 suppf 的 任 一 A445 3 
zu. 


* 4p * 


下 面 要 讨论 一 个 重要 的 特例 , 即 spp) 3j— ACRI suppi 
二 40}) 的 情况 ， 这 时 我 们 需要 以 下 的 定理 : 

X3 1311.3; 1€ 4'(9) 具有 有 限 阶 « k, mi pesa) 
连同 其 直到 包 阶 在 内 的 微 商 均 在 supp; 一 K 上 为 0, W 
(f, p> — 0, 

证 . 46 充分 小 ,对 K = supp! 作 其 上 BREEK. TE 
对 任意 小 5 雹 可 使 在 Ks 上 18"p| «(lal = D. 利用 积分 关 
AR. 

Fpl) = f i p(x, x — ro) jdt, x4€ K, 
n £ 
可 以 证 明 在 K, L4 jel 一 + 一 1 时 lpi < Cev nn. 仿 此 
即 有 
lapl « (V 6 2) "s, lal SR. (1.3.6) 

现在 令 kK, 的 特征 函数 为 XGO, in (1.17) 那样 作 堆 断 函数 
ale) 使 suppa, CKuns 而 且 在 Kaa 上 e GO 一 1。 由 《1.1.8) 
LE [Of < MeT, 

4 pE) = v Gp), 应 用 Leibnitz 公式 和 上 式 有 

18^, Cc) L C| el PIG E n) als (p = pi +p) 
= Cijeli g, 
以 上 pb«k E Kea 上 d= p, WE 
(f, p) = (js Hape 
ARFEROL, d 
Ih e» = I5 dl 


x cC > sup [D pe] € €. 
alak K 
Ha ZERHER <f, p) 一 9， 证 毕 . 
以 前 。 我 们 只 证 明了 在 K — suppi 之 某 个 邻 城 上 为 0， BD 


可 保证 《f, 92 一 0， 这 个 定 至 是 它 的 重要 改进 ， 又 要 注意 ， 定 理 
中 四 之 直到 在 阶 在 内 的 微 商 均 在 外 上 为 0 的 条 件 不 能 写成 四 在 天 
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上 为 0; AAKRE. MP REA iH F— gu. 因此 ， 由 
pje =0 得 不 出 8*p| x = 0, 

定理 1.3.42 Æ suppf = 101, Hi f 4A np 2S 860. REME 
BRIRAR PER A. l 

证 . 这 里 的 fe F'(A), 故 必 有 有 限 阶 不。 对 任 一 PE 
ECO), EE |= 0 处 按 Taylor 公式 展开 : 


eG) = BD EL + SG), 
"ITE! 


则 因为 余 项 p) 一 OC] 所 以 Bp(0) — 0, Jal «& X. M. 


G= 2j I, 9" (0, 


ul«k 


id (— D = 0, x) 一 es， 则 上 式 成 为 
(5e) — 2j C- D"tce (0) 
一 >, coL 7, p, 


Ii. 


所 以 f 51e67. IEE, 


$4. Bo B 


1. ARAR. Rae 是 R* 上 的 连续 函数 ， 其 卷 积 即 是 
积分 


Gg) = | ， {Cy gr — y)dy, (1.4.1) 


但 这 个 积分 不 一 定 存在 ,为 了 使 它 有 意义 ,例如 可 以 设 了 或 上 有 紧 
LA, 因为 这 时 实际 上 是 在 一 个 紧 集 上 积分 ,也 可 以 没 # 8 的 支 
SEE x 200 处 ， 因 为 这 了 时 上 述 积 分 的 积分 区 域 对 尾 一 固定 的 * 实 
MEERE 0 sy a. 
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当 (1.4.1) 有 意义 时 , 作 变 换 = 一》 一 六 有 
Q* 6) 一 | ,fe — IOAN 


= (gx fx). (1.42) 
WERP t EER. MEERE UAE BA ARS. 
(bk gk à — DRODRA), (1.4.3) 


这 里 应 该 设 例如 1, g, ABANTE EE. 

0.4D 可 以 看 成 是 g(x) 的 平移 gO —») 按 其 平 称 之 大 
小 加 权 fyYdy RA, AmE 1 厅 8 中 保存 了 #8 的 性 质 。 例如 如 
的 微分 柱 质 。 因 为 设 ge Ct du f 为 连续 且 有 紧 支 集 (C8 有 紧 支 集 
也 一 样 ), 利 用 积分 号 下 求 微 商 的 公式 可 知 xE C*, iin E. 

O' (fg) = P O'g( — 87 xg, IX fup. dal ek. 

(1.44) 
因为 当 ye K = suppf ifi x 固定 时 
[g(x + à — 9») — gs — y) l/h — 8.g(x — Y), 
由 Lebesgue 控制 收敛 定理 即 得 
lim LG à) + 4)— (o 8601/5 


= [1600.6 — 5». 


以 上 我 们 是 对 连续 的 f 与 # 求 其 卷 积 ， 但 在 应 用 上 时 常 赛 对 
例如 f, gE LICR) 求 其 卷 积 (1.4.1)。 这 里 ,我们 要 用 Fubini E 
理 。 因 为 


Jo [uos — nte = [oe flear 


有 意义 , 故 另 一 个 深 次 积分 | dx | 086l 也 有 意义 ， 


hx) 一 Fore — y)dy 


对 几乎 所 有 的 * 有 意义 ,而且 Ae L(R, 3f B 
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llo < [a [Olele — lay 


= [fil - lll. (1.4.5) 
这 些 结果 有 重要 的 推广 : 
定理 14.1 GP feD,RzeL'(pll)Uba-fx«szcL mmu 
ES 
[Allo s Mile: igle. (1.4.6) 


证 。f 一 1 的 情况 前 面 已 作 了 证 明 。 对 p 1, M Hülder 
不 等 式 和 Fubini 定理 有 (i 记 |f] = HPPO 


Ho « ( [O lay Ye- lee — tute». 


由 前 所 述 (lee — Itl Go ve Li, 因此 [ole L, RR 
au 

Vae = ( (a ar) 
« (fucoteY Ò f ae fhe — truco" 
= 


| ucote (uoo) ( recor)" 
= (llli. 
üurl-l-i 
f q 
REA (1.4.6) Hausdorff-Young REA, 
关于 卷 积 的 支 集 ,由 定义 式 CI 4.1) 立即 有 
~ supp(f* g)Csuppf + suppe 
= {x + y;r€suppf,Y€suppg]. (1.4.7) 
” 潜 实 卷 积 对 我 们 不 是 陌生 的 东西 . $ 1 中 的 磨 光 算 子 即 是 用 
BH J. 与 + 作 卷 积 : 
f= /wf (1.4.8) 
这 样 即 得 到 f 的 一 个 正则 化 序列 。 但 是 这 个 方法 可 以 太 关 推广 : 
正则 化 核 不 一 定 要 采用 O.L 中 的 ji 来 作 ， 而 可 以 采用 任 一 个 
rits 


DECR, RETEA 0o ciURER|os-—i + 也 不 
一 定 要 是 连续 函数 ， 总 之 我 们 有 , 令 P= 67$ (2). 


定理 1.4.2 # je LCR"), Jl] h — 6, /e CR"), iB 
当 peo HP OA — flae— 0 (Ce— 0), 25 fe.CKCR), WI fe 
Ce(CR^), mA 
.. supló*f, — Hj — Oe — 0), lal SR |. (149) 
WE. M je L° 时 ,由 定理 1.4.1, LEL’, 而 且 因 —— 


"OR | Dle — I) ay 


一 | Olji — erdt, 
d&E Heer KEA, E PQH = PC) = [PILP] 
有 l 


li 一 162 | e Dle — 8e — 16011 de 


E 
«(ut — e0 — 1orecoa)", 
AT 
Mi, — fl» < Joa | (e — 0 — KN ae)” 


< m( | If — e — 1 4a) . 


[Br L^ 函数 的 整体 连续 性 [ 见 Coóonen (L1). BAR, fe — flle 
0。 其 余部 分 的 证 明 自 明 ， l 
BJ, Rila Hausdorlf-Young 不 等 式 的 一 个 推广 : T 
1 1 i 


Psg, r 是 实数 ; LS p.,g,rs coo mH 六 一 人 十 本 一 


Wi Je L', ge L* i, fxgc L 而 且 
lf 3 elle sm Mello. (1.4.10) 
证 明 在 此 略 去 ,读者 可 以 参看 Treve [1]， 


+ 45. 


2. I XL ERI MKDIR LOO RUTRERUÉ BUS WES EI 
广义 函数 上 ， OGEDGEXIBOMICX GN 了 和 一 个 Cc” BRI 
间 的 卷 积 。 这 里 我 们 设 1 或 具有 紧 支 集 ， 我 们 不 妨 青 看 一 下 
也 是 函数 的 情况 。 这 时 由 (1.4.1)， 

Gapa) = [roe — y)dy 


Li 


= (4G, px — »)) 
可 以 看 作 是 了 作为 一 个 广义 函数 作用 在 p(x — y) LAE, < 则 
看 作 参 数 。 因 此 我 们 先 沽 虑 一 般 的 舍 参 变量 的 情况 ， 这 和 虑 我 们 有 
下 面 的 

定理 14.3 设 pxy De £(0,, AREAS, MEA 
sopp (s, )CK€9,, Ki « 在 某 开 集 中 变动 时 与 x 无 关 , 又 


BRIERE ,8,8f65p(x, Y) 对 x, 均 连 续 。 则 对 任意 的 
1G0e Z'(0,). 


Fx) = qo, ex, »» 
对 * 在 口中 有 连续 微 商 : OF (GO = (G0, dpl, »)?. GE 
f& 8 一 0 的 情况 ). 
证 为 方便 计 不 妨 设 xe UCR, MAREI A,r thE 


U, 而 supp 4 lols + 4, Y) — plr, Y))CK, TLSE Liel 


+A, Y) mp) = 8,p(x + ih, OOl, M kD 
时 在 2, FBF Apl, y). AE 


d = pe d. — 
JFG) = lim ; [F(x + 5) — Fia] 
~ im( 10), 二 [pe(z +h, ») — plr, 7 7 


== HIC) E 8px, y). 


HESE RE, 
现在 设 fes'R. pe Z2), SRIVAIULTRI 
EN 1.4.4. (fpi) = (G2, plr — »)). (1.4.11) 


wu $5 e 


于 是 忆 定 理 14.3, (px p) GO € Ca), 我 们 还 可 以 计算 其 

ERMAN (1.4.7) 这 时 仍 成 立 : 

suppli * e) C supp f + suppe, 
事实 上 , 若 x Ésuppf-seppo, M4 y€ suppi 时 x—Y € suppo, 
因为 否则 xe(»)--suppecsuppf-suppo, BÆR x £suppí-- 
supp 意味 着 supp/Üisuppe(x 一 "于 9, Mf (0.4.11»2&. 
定 的 1*9 在 zx 附 近 为 0。 

一 般 说 来 (fs* o2) 不 具有 紧 支 集 , 但 当 玫 ero 
Bt. Gpe C8CR") mm Bi Hox Sein (1.4.7) 所 示 . 

”这 样 定义 的 卷 积 自然 谈 不 上 交换 性 ， 而 要 到 下 面 定义 了 两 个 
广义 函数 的 卷 积 以 后 ， 才 知道 P*e = prj BERAE UH 
的 ， 即 有 

EH 1.4.5. 25 fe £2'(Q), e, be £7 (0), W. : 

《f 站 甲 ) 米 中 一 了 六 (中 六 中 ). (1.4.12). 

为 了 证 明 它 ,我 们 先 需 要 一 -个 引 理 ， 

引 理 1.4.6 Æ mE CIR, pe CHXR"), Wl Riemann 和 

S plr 一 mid(mk)i (1.4.13) 


在 CHR?) HAF Cox 中 (x). 

WE. (14.13) 对 固定 的 KAF Cox) 是 自明 的 ， 现 
EHRE CAR) chic Stk, BI (14.13) 对 充分 小 的 # 支 ， 
集 全 在 一 个 固定 紧 僻 中 而 且 其 对 * 的 微 商 , 当 阶 数 所 大 时 应 在 此 
Web Secr Corp e)09) Cla] « 和， 前 一 点 是 明显 的 ， 
因为 和 (1.4.13) 之 支 集 乌 含 于 suppe 十 sopp 中 ; MEARE. 
-ERAF | oto(« 一 60dy = ("o * 4)G). 

定理 1.4.5 之 证 。 由 定义 1.4,4 与 上 述 引 理 

jx Go 4) =O), Go pa 一 了》 


= lim GO), Seley- mh mh)h") 


XE 


— lim DOY, pC — y — mà)d(n&b)n 


= lim > (fx Xx 一 tm AP mA 


= (fxp)k h, 

TE $1 中 我 们 用 磨 光 核 作 卷 积 以 得 出 函数 的 规则 化 序列 . 类 
ABS PE HON T" CER E FED. 下 面 我 们 采用 定理 1. 4.2 的 记 
号 而 有 | 

MESELA 设 je D'R"), Wi px 0, d; COR), WIR. 
当 e 一 0 时 一 (在 MR m) c mM 

证 . 记 q(x) 的 反射 为 PO 一 e(— 0. EREN s 
中 一 LEA (0 = LII (0) = f, (6, x $25, 这 里 
的 pE PR), fae C” (R) 已 在 定理 1.4.3 中 证 明 ， 而 且 由 
定理 142, 0,44 之 各 阶 微 商 均一 致 收 笋 于 p opis: 又 
suppQ, * dC supp, + suppgi 34€ 充分 小 时 含 于 supp 冲 的 一 个 画 定 
PERAR P, k $00 — $0) 《在 ZR) 中 ). 因此 

Emfas p) 一 lim(f, (P, 8)" G)) 
= (f. p» 
TERNE. 

类 亿 的 结果 对 fe Z'a) BRY. 这 时 有 

定理 1.4.8 # f€ ZO), WA RIERSI— IE] hEDA, 
使 方 一 上 (在 dC) 中 ) G+), 

. u£. fEORS— S EJESHBTIEHA UG) JEEROBUE RENE X. 
合 spp ža, ERE si 一 0 并 如 定理 0142 那样 作 9; — Os 
因为 它 的 支 集 当 ej» 0 时 趋 于 一 点 0]}, 故 当 i 充分 大 时 有 

supp P; + supp XTO., (1.4.14) 
于 是 xe (0), mi IU F8 0; 对 它 加 以 磨 光 得 
f; ^ Gu; 
由 定理 1.4.3 fe CR"), für (1.4.14) 
supp fj supp(X;f ) + supp 9, supp Xj + supp PC 0, 


DET ES 


-因此 he (0). MEER oe 2(0), 我 们 有 
O Chs 9) = OG Dix 00) 

一 上 Xif (Ø; 910) 

= O4, (Dik qv) 

= Oif, (x9) 
| = (7, X 9). 
但 是 多; 与 o, ER —  BOEE, 因此 我 们 可 以 和 定理 14.7 — Re 
地 证 明 当 joo Mb, X6(D;k o) — e (在 ZA) 中 ), 故 

Jim (fi, p= lim (f, Xk e) 
= 5 e). 

Km j— 4o 时 , 51 GE D'a) dw). 

前 面 我 们 辟 提 出 了 一 个 问题 ;广义 函数 作为 古典 的 盖 数 的 推 
M, 走 了 了 多么 远 ? 现在 我 们 看 到 ， 一 方面 任 一 个 fe 2'(0) GR 
《0)) 都 局 部 地 (或 整体 地 ) 是 某 个 连续 函数 育 限 多 次 的 微 商 ; 
另 一 方面 ， 又 总 可 用 连续 函数 (甚至 是 CISCO) APOE Emh 
下 去 还 近 .， 因 此 ,这 种 推广 是 很 实 实 在 在 的 ,而 不 是 温 无 边际 的 亦 
ik, 

3. 广义 函数 的 杰 积 。 最 后 我 们 来 考虑 f, 8 E (0) KERM 
TEX iig DOCEAT REPERI TERAN FL a 《并 设 其 中 
之 一 ,例如 e 有 紧 支 靠 ) 的 卷 积 的 一 个 性 质 : 


GG. p) = | padda Gs — yay 


= [io | py d») 
Edy Cx oy =) ^ 
= (60, (00, ple + 0). — (01415) 
现在 设 pnre7(0), WiH EI (ina) FERE, DUI 
我 们 给 出 
XX 14.9 REXI +A Z RY 广义 函数 
CEFE, p? = Ga, O), phx t y) 《1.4.167》 


3 49 E 


BRERA READ CT — tR) 
广 文 函数 ， 为 此 , 首先 应 该 证 明 (g Cy) , e t y) € £O), d£ 
29 x AAR GO = (gG0. plr + yje C"(R') 是 清楚 的 , 其 
次 400 =O), ex — y) = £o, 从 而 suppéCsupp £-t 
supp AEÉ— X8: ,因此 由 (x) € 2(R),— 其 次 应 证 《1.4.16) 是 

P (R) 的 连续 线性 泛 函 。 它 是 线性 泛 函 是 清楚 的 ， mä 

pj 0( 在 CR) BT, HEM 14.3 知 60 一 (662, vix 
y)»-- 0(fk PR") x, MT (kg. pj》 一 0， 办 此 这 个 定义 
是 有 意义 的 ， 

不 但 如 此 ,还 可 以 知道 

- (8O, CE, eG t »)» 

“也 是 有 意义 的 ， 因 为 这 时 可 以 证 有 明 (GO, plr 十 y) = $2 € 
C"(R*), 而且 当 q;— 0 E ØR) 中 ) 时 9;62 = (COD, 
pile +y) — CE CR) 中 )， 从 而 上 式 也 定 久 一 全 ØR") 
广义 画 数 。 至 于 它 是 否 与 人 1.4.167 相等 ,我 们 将 立即 来 讨论 5[ 见 下 
文 的 交换 竹 一 点 )。 

卷 积 是 一 种 与 乘积 很 相似 的 运算 ， 所 以 下 面 我 们 首先 来 看 它 
KRMA H. HERBA, HEEREMA NARRER 
卷 积 的 ， 而 需要 仍 设 例如 除 一 个 而 外 都 有 紧 支 集 。 FERIRE 
一 一 列 出 这 些 息 设 ;, 而 是 设 以 下 擅 四 玉 的 运算 都 可 以 进行 。 

b 结合 性 : f* kA) = (pg) à, 

证 ， 任 取 pE DR), 我 们 有 

(P Qr 4), 9) = 060, GOD, GGO, gc ty 2)))) 

= (fxg) i, A 
ii) 交换 性 ; f*s-EM[. 
WE. ER p, ġe pCR), WW) qoe Z(RO, WE 
Gk gy) p) = (kg) o) 
—jfh*(gho)ko 
xECLZOLICLE 
= (gx d)x(pko) 


* 409 + 


= (gk j)x Cpg) 
= (gk j) *ž Cpg). 
XKEURATEUH T S EE. UE RARER R-E f 
p, g* o RWE CAA. BAART AR as h ERER 
pE (Q0), htp = fik, Ni 
EA p? = {j *q0) 一 Cf * $0) = (fh, p) 

BU Ah-—fhi MASELAR (kg)lke-—(pkDo*ko 以 及 f* 
g—g*f.. 

ü AME, BEF a e 对 每 个 因子 是 线 由 的 ,这 是 自明 的 . 

虫 以 上 及 点 即 知 至 少 一 切 具 有 紧 支 集 的 广义 函数 对 加 法 和 卷 
种 成 为 一 个 交换 环 (其 实 基 交换 代数 )。 这 个 环 是 有 单位 元 的 , A 
为 我 们 有 
x, UU 

x8-—8kf-lf. (1.4.17) 
Di) 0 XE RO EE SES AEAN — B fe (RT) 都 成 立 . 证 
明 是 很 容易 的 ， 对 任意 o € ZR), AD 8 9 = (5G, e(x— 
y) = 9G), ik 
NVLIDLIRESLICLIOR SLE 

仿照 Ci) 即 知 Po — f. 由 交换 性 又 有 8f — fx 8 — f, 

v》 卷 积 与 平移 ， 我 们 用 r 来 记 平移 算 子 : 对 Re 上 的 函数 
FE, (ra 一 大 rr 一 上 而 对 广义 函数 fe eX RT), 3082 
中 所 定义 的 C1.2.12) 


C, 9) = Lfs TP?» pt DR"). (1.4.18] 
用 品 表 示 öle — k), MEIA 
vif 一 Of, f € D'R) (1.4.19) 


事实 上 ,对 任意 pe RU, 由 {1.4.15)， 
(5f, 9) = (G0, Leay) pEr t 2)? 
= (flr), ex t 4) 
= (fp Tap? 


» $j > 


= (rf, Q?; 
故 得 GALD. eir GERA S — E EHE ERO ERATE 
不 变性 ， 对 任意 的 fige D'R"), 
frg 一 ra kg) = rg 
TREERE: 对 任意 oc ZR», 
CaCP a). p) = COP 960, plr + 4) 
= (fC), (gGD , ox + y t 45) 
= (GO), GGO , raple + y)» 
= (0G), Gags. eG + 20») 
= (rag, p). 
重要 的 是 这 个 人 性质 的 逆 . 
定理 1.4.10 设 TZR) 一 ZO?) 是 连续 线性 的 ,车工 与 
一 切 平 称 均 可 换 , 则 必 在 在 叭 一 的 fe RY 使 
To -—f*o, pE DR’). (1.4.20) 
证 。 先 证 唯一 性 。 若 这 样 的 4 存在, 必 有 
l (f, P) = (9X0) = CTP); 
Hig f EEA. XH EXGE X89 f: 
DCR) ? 9 -(TeX0), 
E TAERAA Ae GEOP) S XBEE2. 用 rap 代 人 上 
式 , 再 用 了 与 ra 的 可 交换 性 有 . 
(TA = ra T pl0)) = (Trp K0) 
= jx (rap) = (PX). 
El k ZERENA EEE. 
甘于 与 平 称 可 换 的 算 予 的 进一步 的 讨论 可 网 L. Hürmander 
[3]. 
UU (Pg) = O*f g = f x O'g. (1.4.21) 
i. ER pe sSgCR^, RI 
(O*(f x 8), 9) — (— 1)" (f g, Op) 
= cir), (— DGO) 929(x t y)» 
+32 


= 0G), (Qr g G0, plr + y)» 
= (fK Âg, o). 
利用 560 是 ZR 关于 着 积 的 单位 元 即 可 将 广义 函数 
的 微 高 换 成 兰 积 . 事实 上 我 们 有 


"f 一 BefB 求 门 一 ok (1.4.22) 
一 般 地 ,对 于 常 系数 PDO P(8) 我 们 有 
P(8) = P(S kj) = P(0)8*f. (1.4.23) 


vi) 9t SERIASCAR. TERREA ERR ES 0 
函数 的 卷 积 ， 有 关于 其 支 集 的 性 质 : supp f g Csupp f 十 suppg, 现 
在 要 证 朋 它 对 广义 函数 也 成 立 。 AE mpm — RR. i fge 
DPR) 中 至 多 有 一 个 没有 紧 支 上 案 。 BEUBMOUE J, CI. (011.255 
HER 1.4.7, 34 e — 0 Bp fg j pg 《在 D'R) m), 
于 是 因为 : | 

suppf*g* Je = suppfk (g * Je} 
supp] + suppg + supp Ji, 
而 spp — {0}, rkl 


supp(f* g) C supp f + suppg. (1.4.24) 
GEOP E X E XUL R 
sing supp(f * g )C sing supp f + singsupp £. (1.4.25) 


事实 上 , KHR: ARLE, TEE TERN BRGIC 4 使 在 singsuppg 
EDE. & gr — 4), WI CL — 408€ CGCROD, 
而 f*C1— 40g 《CR*)， 才 在 讨论 奇 支 僻 时 可 以 把 它 略 去 ;而 
有 

sing suppCf * g) = sing suppli * pg). 
但 在 (x; ix) — supp p gC (sing supp PERRE x BN C7 pR 
数 。 因 此 . 

sing suppCf * g ) Csingsupp f + supp fg 
但 由 业 的 作法 可 以 使 suppég 任意 接近 于 singsuppz, W (1.4.25) 
RIL. 

以 上 的 讨论 中 我 们 总 是 规定 在 所 有 涉及 的 广义 函数 中 最 多 除 


+ 5j + 


AURA EXER. BRERA. An UL BERN 
suppf*suppg — H^, 
Cr, vy) —-r-Ev 

EE (proper) CIEE SE8U SR 0525 E EOBU Sf, EEEH 
pE ZR), X x--y€supp p, Wl (x, y) € supp {*suppg i^ 
ERE, IAM (x. 92 EJERCER FUR (x. pier 与 (x, 
)t— y 也 在 紧 集 中 变动 ,因此 O), pc 十 y)》 有 意义 ,而 且 
当 = 超出 某 一 紧 集 时 其 值 为 0 , BD O pl 22€ AR"), 
Miti C60, G G0. plz 十 3002 REL, BI Peg 有 定义 。 

. — ECGEBO SES RETE GER! 上 支 集 在 Ri = (i; x 220] 中 的 
HREM CCR). 3X 

Ri X RR, Cx, yr H- y 

自然 是 适当 的 。 因 此 C4RÀL) 中 任意 两 个 元 的 着 积 有 定义 ，。 实际 
LETAKE [0, r] 上 的 积分 


(* go 一 人 jG0sg(x — y)dy 


一 MOT — y)dy, xz 之 0 


来 表示 . 于 是 CR) MAE 可 以 证 明 , 这 个 环 是 没有 零 
因子 的 《Titchmarsh 定理 )*， CÈRI) 对 于 x TAT 829 
一 个 域 ，J_ Mikusinski 在 这 个 基础 LEAT 种 “ 算 子 演算 ”至 
论 , 它 与 广义 函数 论 相 当 接 近 ， 读者 欲 知 其 详 可 以 参看 Mikusin- 
ski [1], 


$5. 张 景 积 与 核定 理 


1. 张 量 积 的 定义 与 基本 性 质 、 设 ACR", QCR 是 两 个 
FE. 车 pitx)€ (2906 一 1,2)， 我们 定义 其 张 量 积 (9 
pr 而 空 僻 CE s DO) 的 代数 


1) 但 在 产 义 函数 的 卷 积 中 > 却 是 有 汐 因 于 的 * 例 如 1 来 o 0, 
* 54 e 


张 量 积 为 以 下 形式 的 有 限 和 之 集合 : 
DIDA) = 19 ef Gef, 


o? € (9), qi? € 2. (1.5.1) 


现在 证 明 它 在 A2, x 9) pR GEFAER). 事实 上 ， 设 
qx, »)€ e (OQ, X Q), 不 妨 设 KK 是 边 长 为 的 立方 体 ( 以 (0, 0) 
jua sppeCcK, TER lx 歧 周 期 把 央 到 天 外 。 得 到 一 
个 (RU mpm T2 m mREES pO, 0). 又 著作 截 
WEAR be gR”) (1,2), WIE supp(9,0226)C K,. H.XE 
suppe 上 9,20,-- 1, Jl] p= (0,0902) .. XE (x, y) 用 Fou- 
rer 级 数 展开 ; 

Pr, y) =a De uuu e OT pT y (1.5.2) 
= raf 


» mm Te oT Gdrdy » 

(1.5.3) 
KERHAM STUEER S ERIEN, AATPAEIETE 
Cy > 0 使 


[cual S& Ca + lal o dol. 


因此 级 数 
plr, y) = (9,0006(x, y) 
am Diaa Po GO pa Qn, (1.5.4) 
qu, GO. 一 8, CO) iem 
qa) = 86, (0) cmm 
连同 其 各 阶 微 商 均 在 站 上 一 致 收 部 于 qu, 2 及 其 相应 微 商 . 又 
因 (1.5.4) 之 性 意 部 分 和 之 支持 均 全 于 关内 LECT 4) 式 之 部 分 和 
序列 一 一 每 一 个 部 分 和 名 是 代数 张 量 积 £2(0)009022(40,) 之 
元 一 一 存 ao, X Q.D PAT plr, y), 
LA E3EE HS I—- TX Fl 84 
BO) x DPD) FA X 2), 
Qi qu) (quen 2s, yj. 
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我 们 想 委 证 明 这 个 映射 可 以 招展 为 感人 (0) X (29) 到 
D'CO, X 2 893p S. 

X38 L51 d pega) (一 1,2)， 则 必 存 在 唯一 的 
FEDO Xa), EE (Om) 上 

{js pE? = (hs qiXh; qi. (1.5.5) 

Xx f EROS fa. 五 的 张 量 积 ; 记 作 AO. 

证 。 唯 一 性 是 明显 的 ， 因 为 £22(0,)0 (0, 在 (AX 
9) pA mi E ZANBA) 上 之 值 已 出 式 《1,5.5) 完全 决 
ET. 

关于 存在 性 则 要 用 到 定理 1.4.3。 对 任 一 plr, y) e Z Ca X 
QD, PO = (fh), pr, y € CTDL SE TE OL TN. OS) 
= (hly), O9ip(x, y). 因此 由 he m) NX EXE 
KEQ (1,2), 必 有 Co,7 0 KIEME k D suppec 
K, X K, 时 


[0:5 (X) | C1. Sj sup [020]. (1.5.6) 
EEk Ki 
XA bx) € zio) H supp d CTK E, "US hs p) A#m 
[hs 62] « €. Dy sup BWG (1.5.7) 
dix. "91 


这 里 C,c- 0 REMER k di K 决定 MEEL ARA 
(fo 9? = Ch d? = (OLGO S CRhOD, qx,»))2, (1.5.8) 
则 综合 【1.5.6》 $0 (1.5.25 A, pE ZZ kx, CO, X 2) 时 
Iis p) & CCa >, sup |ð e]. 
laizk; LB ek, Fina 
因此 fe, Xx 8;)。 这 样 作出 的 1 显然 适合 (15.5). 
RAPAE 


supp hf = suppf; X supph, (1.5.9) 
aD HY) = O2f, 690 h. (1.5.10) 
还 可 以 证 遇 
定理 1.5.2. x ER PER 
-5$6 5 


CO) x eO) + "n'(0, X Di), 
Chs ho bm OMS, 

HEATET f; | UE YES, 
ur. Jf] PU 天 多 六 A EE., TEER fo MEE 
(1.5.8) 有 


(GR, plr, Y)? ud Ch GO, dx)», 
因此 有 对 f ESE AEH o 的 连续 性 ,可 将 (1.5.8) 改写 为 
(OR. ples ) — (QG0, (G0, 9,502»... (1541) 
这 是 两 为 对 plr, y)€ DODDA, (1.5.8), C51 AA 
的 值 相 等 ,而 ZOONOZ) 又 在 ZO, x Q2) FRR, 所 以 
(1.5.11) 也 成 立 . 
4T ukSURBUSE SCELUS Bg (1.4.16) BD ^n 
Gg, p) = (fr) DOE), eG t »)). (1.5.12) 
HAR p(x 十 y) 并 没有 紧 支 集 ， 因 此 才 册 现 了 上 一 节 关 于 卷 积 
的 因子 的 支 集 的 许多 讨论 . 

以 上 上 我们 淄 有 一 般 好 讨论 张 量 积 的 连续 性 ， 册 为 这 是 一 个 比 
较 复杂 的 问题 。 读 者 可 以 参看 W. Rodin [1](E3 2.17)。 更 一 般 
的 讨论 可 见 F. Treves [1]. 

2 跳跃 公式 ， 在 $2 中 我 们 讨论 了 可 微 钞 数 古 暴 意 义 下 的 微 
HATERA AAR DP) 与 它 作为 广义 欧 数 的 微 商 之 问 的 关 
RRDA (1.2.25)， 并 指出 它 在 高 纵情 瑟 于 的 类 比 即 著名 的 Stokes 
公式 ， 现 在 在 一 个 比较 简单 的 情况 下 来 讨论 它 ， 一 般 的 讨论 留待 
下 一 节 . 

HEAR eC Rh 现在 用 x*，>0 的 特征 消 数 Xen) 
EREE p= 好 .于 是 大 在 t = 0 处 之 各 阶 微 商 均 有 了 间 
Mr, 而 从 xa» 0 处 取 x.— 0 的 极限 为 DURO, OSER T 
都 记 xoc Caf, ta) = Crist tta Xn》 从 xo 三 0 处 了 的 极限 
则 汐 0。 BEARER De, 0)。 WERA fo EXT ERRI 
WES f ZARRA., C6 

Balo = {Bafo + rfen) 
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这 里 yof — f(x, 0) BFE x,— 0 XMBBJESER. 这 就 是 式 
《1.2.26)， 一 般 地 则 有 


k—1 
Oi = (Oir 9 uu B(x), (1.5.13) 


从 上 式 反 复 对 xs 求 微 商 如 可 符 此 式 ， 其 下 veit = 017 fQ6, 
0). EHE] eG € gR EEN 


{ OPG 一 (一 1 HBipCaar 


一 S rit 0, (0,5(x., qx y 222) 
一 (一 De 100e) 
+ 3 《一 y ^b 85-7 f(x' , 0)0uo(x , Ode’, 
如 果 更 -_ 般 她 令 
p(x,0) = Ý? PG, 081, 


Pí(x,0') 是 日 一 (Do 的 请 一 了 次 多 项 式 ， 由 于 
(1.5.13) 有 
Pis, 9 0f, = Piir, PBL 
+ > Pi(x, OTi aa EIR Aa) s 


i m 0 
ERLEBT EO SER si 
PO, Of, 一 Pir, 0f], 
+ Mj) Pus, 8)vd80l5G.), 
++i 
(1.5.14) 
这 里 rf o OL. 0), BH OLIO dE x. = 0 SRRUBERKGXRKGKBE, 
将 它 作用 到 p(x) € ZR EBISE—MAR A SR 
f Plx, OHO pds = " KOLODIO! 


全 55 + 


十 > 《一 pe E Pra. PALE, 9) 


Dx FI«m 
* Bbp(x', Odre’, (1.5.15) 
3. Boe 18. 定义 一 个 算 子 的 方法 时 常 是 通过 核 ， 例 如 一 个 
ERKA K(x.y)€ CCO x 2) 为 核 的 积分 省 子 就 是 


(Kala) 一 | Kle, yuly) dy. (1.5.16) 


这 里 应 设 # UL O ARE REIER. ?5 f BOX RBUEVAUERO C 
自然 应 该 对 K(x, Y) AR AER, 但 是 在 以 下 我 们 时 
常 内 要 求 Ks 是 一 个 O70.) 广 六 函数 ， 这 时 对 «wc gpa) 只 
f KG.y)€g'(2 Xx 2) Bu, RRE, KG, y) 是 连 
AAR, (1.5.16) 决定 的 Ke 也 是 在 OG, 中 连续 和 的， 从 而 是 一 个 
g'(2,) 广 广 函数 ,因此 对 ve ga) 有 


(Kula), ve)) = ( K(xy)a Gv Gr) dady 
= (Klx, y), v(x)09u(y) 5. (1.5.17) 
当 Klr, y)e DG, X 8D 了 时 ， 上 式 在 方 对 uE Ph), vE 
ZO HERY, 而 且 容 易 看 到 它 是 ve DO) 的 连续 线性 泛 


消 , 因 此 它 定 六 了 Kee P) XX TERRI SI: 
任 一 MOD Ke y) € Z'O, X Q) E Mitos 


K: (d) gu. 
REMA TRIREMA EB iBJEIT AEAEE XL RN) E 
TOS XE Kx, 9) EOS KB)E. 

以 上 说 明了  K(x.3)€ DO, X Qj) 怎样 定义 一 个 线性 连 
"UB K: Pa) 2'(Q)0.. S BERGER EE. 这 
就 是 著名 的 | Schwanz 核定 理 : 

定理 1.5.3 任意 连续 线性 算 子 K. GO.) 一 gpa) 都 可 
以 用 崔 一 方式 通过 一 个 广义 画 数 KG, y) e £2 CO, x a) 用 

有 * 


(Kx, y),u(x)G0u(y)) = (Ru, v5 
来 表示 ， 

证 ,唯一 性 可 以 由 €2(O,)622(Q0,) 1E 多 (QQ, x Q2 中 的 
EERIE. 为 证 明 Kx. y) 的 存在 性 ， 广 意 刘 双 线 性 形式 
(Ku, v) 对 yo 分别 都 是 连续 的 ， 最 紧 和 党 KE Jule 
别 在 Freche 空间 44,00.) 和 2409) 中 ,由 泛 遂 分 析 的 一 个 
定理 《网 W. Rudin [1] 定理 2.17) 知 这 个 双 线 性 形式 对 #srv 全 
EER. 故 可 找到 常数 二 0 和 砷 负 整 数 N, M 使 

|CKu, e| «C 24 sup ID*v| - 22 sup |D*«]. 


AIEN, E+ 


(1.5.18) 
现在 令 aG, 而 且 o; € K, (i — 1,2), AH CL) 作出 
RJEEXE RE P^. Pe 而 对 充分 小 的 8 0 定义 
Kx, y) = 6 CK PEY — iel, Ple — 2/615, 
. (1.5.19) 
RE n Am AAO A a 的 维 数 ， 而 reo, yew., 如 果 确 有 
广义 函数 Ki, y) 存在 , 则 有 
Klr, y) = (KEE y), P = RDR, 
而 且 当 6 一 0 时 K.(x.») 在 ZO XQ) HBT Kr»). 
现在 我 们 要 证 明 K.(x.») XE £9'(O, X Q1) 中 当 E 一 0 时 有 一 
个 极限 Ke, 即 适 合 定 兴 所 求 。 这 里 我 们 要 注意 只 要 e 小 于 
+ 到 CK, 与 7 到 cK, Bid. PES a ELS 
£k(Q;), Sk (Q)) 中 而 (1.5.19》 有 意义 且 可 适用 式 (1.5.18)， 
从 而 当 zE, yE 时 
Klr, y)] S Ce, SN Mtm, (1.520) 
为 了 求 K HRR, Rima K E e TEA o 处 用 Tay- 
ler AARRF. RERE TAR, HAEE l)e C™~(B") 有 


Bau EX SS m (E 
Gi LS »(£]) 2. Bx; ° »(1))- 


* G0 


E. 


Tp e GUAE 2 ou 


du) = — zx). 
EEE erp (Ii Gs e) 的 一 = 阶 齐 性 函数 , 故 由 Euler di 


等 式 有 
XOU LP QUIC) 
一 — sg e) 
sa lov AE enn) mm 


H CK», v) 的 连续 狂 式 【1.5.18) E Be] EA 3E (1.5.19) 的 括 
ZEN e RAA, EE 
a l 
8K,/85 之 E" Lile, x, y. 


UPS 


这 里 


Los 9) eem (t 
e 


视 妆 是 ?或 * 的 分 量 市 定 。 由 上 式 知 (1.5.20) 对 五 也 成 立 。 反 
复 应 用 这 个 方 著 即 得 


E 
-Z eum 


Jf0(1.520) 对 Lm E x, y) 也 成 立 。 现在 将 K, 在 # m SAE 
展开 有 


或 


K, = »3 《8 一 BK? [mi 
mag 


" 41* 


— 41 fL 
t ELDE | kiten ~ ond 


将 官 作用 在 Olr, y) e Ct" (o, X 四 ) 上 并 令 6 一 0 有 
4 2?" (Kg, 9) | 
mes pe f (Kiin X1 — "dt 
ni 


= 《天 os o), 
这 里 K€ PD MHCA x a5). 因为 式 右 只 涉及 人 PB 的 直到 Bl Mr 
在 内 的 微 商 ， 而 由 式 《1.5.20) 容易 证 明 

[Ko BY EC D saplacg|。 


Ve aae t 


最 后 我 们 再 在 PNP) LE (Kau P) 这 时 对 
ec 2o), u € ca) 有 


(Kx, y), v(3009u(y)) — (f gn 


o (KPA), P (CLE) O) dxdy. 
由 乓 的 连续 性 ,上 式 右 方 站 以 化 为 
(KG: *u), (J: * v)», 
HEME (Ka, v). WER sE £2 (o), v€ (0) 有 
(Koo (5) 9) — (Ks, v). 
最 后 ， 由 于 en, co BER OQ... O 的 尾音 相对 紧 子 集 , 即 知 上 式 对 
uec zuo), ve Ba) 成 立 ， 定理 证 毕 。 
用 核 来 表示 一 个 算 子 时 会 出 现 一 个 新 的 情况 ， 即 很 好 ”的 算 
子 的 核 可 以 有 很 高 的 奇异 性 .例如 得 等 算 于 id: 绍 (0) (0) 
cc'(9) meg g'(o x0) 广义 函数 KG, y» eG, 


» > f plas 0e = | GC — e)s eG, 0I. 因为 


(K(x, y), v(009u(322 一 | u(x)v(x)dx 
= (ida, v), 


一 个 微分 算 于 P 一 XeG)0t gD(0) DO) 的 核 则 是 e. 
(0 x 9) 广 义 函 数 Ke, iple y) 一 上 EaI, aas 


dx [CE C- Dra Q)9C — 3), gs, Ds, 这 时 


(KG y) G)8«0) = | CE C D^ G2 
- (y — x), ny) Do GO dx 
DX a GO0tu0)1 + vx 
一 (Pu, v). 
这 两 个 核 的 支 集 都 在 对 角 集 (0n. 930, y — x1 中 。 这 里 重要 的 
RR. 
定理 15.4 EF K: D) 一 AZ") ZERIDXCHRSERSD A 
线 集中 的 充分 必要 条 件 是 它 可 写成 
Ku = » ag(x)0zu(x), 


而 且 这 里 的 和 D 是 局 部 有 限 的 ，。 


这 个 定理 的 证 骨 酷 去， 而 我 们 进一步 提出 一 个 问题 ， 什么 样 
的 算 子 之 核 具 有 很 高 的 光滑 性 ? 这 里 我 们 引进 一 个 概念 . 
^0 XX O55 连续 线性 算 子 K: m (0) g' (2) 若 可 拓展 
为 F(a) — £0) 的 连续 线性 算 子 , 则 称 为 正则 化 算 子 。 

ER 15.6 下 沪 正 则 位 算 子 的 必要 充分 条 性 是 其 炉 K(x, 
3) € C(O, x Q). 


证 .充分 性 . 着 Ku) = KG, pub) dy «€ DA), 3) 
很 清楚 它 可 以 拓展 为 算 子 ( 仍 记 为 天 ): 8'(0,) 4 (2) 
Kuli) = (ul +), KG, .7。 
它 很 显然 是 一 个 连续 线性 算 子 . 
必要 性 .将 丘 拓展 后 作用 到 a(- —»)e 4 (2) b, y« p 
应 该 得 到 一 个 函数 a(x,y)， 由 假设 alr, y) 对 zx 属于 Cn, 


LE F 


EUCTKJÉXESURVENCT-.,RI IKC — y) = KAC — y), "EXE 
”当然 也 是 光滑 的。 现在 要 证 a(.)) X x, v Am(EXCI 而 且 
K(x,y) = a(x, y). FIE a(x, y) KEHE, W (xo, y.) EX 
à, H 
LEF ») — altos WI sx | K6C- — y) (x) 
© = KE — yl 
< KEC — ye — Ko€- — yo 
+ | Kát - — yo 一 Kö — Pral. 

因为 前 已 证 明 Kele — x0) = alx, yo) 对 x* 连续 ， 故 对 任 一 
e > 0 JR 15a 当 [x — x] sm 时 


[KEC — yx) — KEC — xu)! = T 


XE EK: et) — PIC 是 连续 的 ,在 0, GRRE |x—xo| E" 
m 以 及 -个 半 范 sm， [KAC 一 4) 601, UB m= mle), 


x |y— x] «q 50 — y) 在 下: 一) 的 某 个 邻 域 中 ,而 
使 [KAC = 3G) = KAC — 060] « 5. 由 此 即 知 alx, y) 


rsy ER. 应 用 同 法 于 aalala, y) — BEKOA- 一 y) 可 以 证 
Hd a(x,y)€c"(O, x QD. 

-最 后 证 明 a(x, y) = Klr, y). A a(2, 32 为 核 作 一 个 自卫 
A, 则 4 是 正则 化 的 (由 充分 性 }. 而 且 

ABC — y)) — KCO — 7)). 

但 是 形 如 896(- — y») 的 (92) 广义 函数 。 当 T TETTE 
其 有 限 线性 组 全 在 arto) mh eio Ciel BLUE, 因此 
FF K, er. 


r 


S6. 微分 流 形 上 的 广义 函数 


1 广义 汗 数 的 变量 变换 设 0, QCR 而 X: 0,50. € 
一 个 微分 同 有 厌 ，* 与 分别 为 _ 2, 9， 中 的 变量 , 若 Ee), 


* 642 


MEX FA "Hen" (pul-back) X*/ = fex RE O, HOEA 
数 ; CFD = ILC] 一 了 (7) € Q9, YEO, WEW f 和 Xx" 
分 列 看 或 9; 和 号 LEUAN, 取 o € DO) Yl Dp 
Pox E 号 (9)。 但 是 使 我 们 奇怪 的 是 ， 

QC, p) = C OC), (16.1) 
而 按照 对 倘 关 系 , 应 该 有 

CXF, p) = CFs Xap Ys 

Xap EH XED HEBU" (push forward), HF x 现在 是 微分 
EE, ME hp 一 (p, ifi (1.6.1) 中 应 该 有 “一 ”成立 。 得 实 
hn Lb " o. 


(1,9) — | x*tG0eCOds 


— | de) G0 e Gd 
dx 


= [HOP Tay, J= 


> 


BIS 
CUP p) = (j, Jo ODP (1.6.2) 
与 (1.6.1) Ei, 这 里 出 现 了 因子 上 其 实在 《1.2.147 中 我 们 
已 经 在 一 种 特殊 的 情况 .线性 变换 4: R — R, riy dr 
的 情况 下 见 到 了 式 1.6.2), BR (1.2.14). 
现在 考虑 一 般 的 D'OD AR TL BUDE EE e € m, 
我 们 定义 一 个 e) 广义 函 教 Xi 如 下 : 
QC, 9) = 0,1 O7*9), 1-4. (1.6.3) 


这 里 当然 应 该 证 明 X*f 确 是 一 个 久 必 8》 广义 函数 。 它 是 线性 
ZEER, mLAN S, O 中 的 变量 分 别 为 xy yy， 刚 串 ,之 紧 
TE RES EXIT PAOSOGSUSECTÓR KS. MERX X dE VAY FEE, 
2, sup 1987 Cx P| = È; sup 


laik "aghk Ë? 


“677 - Gpox7 621 
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C, »» sup [81g GO, 


lalak Ki 
当 p€ZO) WESS Q9 gx eg. BE 
IKIF, e = |, J - QG72*9)l 
«c» sup [827 - "el 


lal 


« CC, D sup lepe), 
mit Kt 


ik x'1Ieg'(o). 

EX L6.1 (16.3) 所 定义 的 X"f *k28 f dem B X: 
9,— Q, 下 的 拉 回 或 原 像 。 

现在 我 们 有 了 一 个 映射 

X*: D'OR) — DA), (1.6.4) 
fr x*f, 
它 是 一 个 连续 映射， 因为 着 有 Jj; 一 Gk D) dm x"n 
X*j 《在 g'a) 中 )， 现 在 到 的 一 个 规则 化 序列 村}, 则 每 个 
上 都 是 C" IE, Mf: X* EGO) = IX(x)]， 应 用 链 法 则 有 
OX) = 8,4, 5X C] 


= pn ex) (x) 


-x$e(gs). 


4^ P— 60 MA 
0,0) 一 x2; x* (4f). (1.55) 
FUMER. ac D), Q0 € 20.) WERT, B. 
OX Caf) 一 X* G)X* (0, (1.6.6) 
GEDEGETÓMMUMMNE Xu 2, -> 9,， 又 可 证 
(xX)*E = X*1M, fe D'CO), (1.6.2) 


注意 ,这 里 交换 了 X 和 的 次 序 。 这 一 事实 如 果 用 函 子 的 语言 来 
表述 ,就 说 X* 是 逆 变 的 。 
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—JMA Het EIR dE RITTER 3 CR —5EXÉE TID IER R17 X ERE 
BERM. 这 方面 有 许多 深入 的 工作 ， 例 如 可 见 V. Guillemin 
and S. Sternberg [1], mÆ Temrb 中 aa a Hlwaon [1] 中 有 :大量 的 
PH. 

XX (1.6.3) 是 在 微分 流 形 上 定义 广义 函数 的 基础 . 但 在 讨论 
各 以 前 ,我 们 先 讨 论 一 个 在 应 用 上 很 重要 的 问题 ， 

2. 起 曲面 上 的 Divae dp. Vis E R^ 的 一 个 起 曲面 而 可 议 
用 P(x)—0 SK RR. i Rt 中 有 体积 元 案 On = dah tA dEn 
ERTER- 8 一 工 次 微分 形式 c. G9. Leray 形式 ) 使 


to, = d P Aus s. (1.6.8) 
这 里 和 以 下 都 设 在 3 上 dP 关 0, BOBACBOKSCRBI 
gradP 55 0 (XE s E). (1.6.9) 


cs， 的 存在 是 明显 的 ， 因 为 由 (1.6.9) ,我 们 便 可 作 一 个 坐标 
pid y= PLESE d yi P(x), TE l 
= Jdyx,^- eA dy, o (1.6.10) 


J — det ($-) BD æ= aly) 的 Jasobi 行列 式 ， 令 


tona 77 3 
3X(1.6.8) 自然 适合， 特别 是 ,如 果 O.P 0 我 们 就 作 变 换 为 一 


PG), yj x G 27 09, B J= 1/de (2) 一 1/04P, 


R^ 是 可 定向 的 ,如 时 3 也 是 可 定向 超 曲面 。 我 们 可 以 在 3 上 
给 出 一 个 诱导 定岗 ， 而 使 《1.6.10) 中 的 了 > 0. 
现在 解 兴 一 下 ws_， 的 几何 意义 。 作 两 个 超 曲 面 pe = 0 X1 
Peà(h«1. 在 S 上 取 小 面积 单元 do 并 沿 do 的 边 作曲 线 
y; cont (; 22 1) 与 $,; P =h R. 这样 得 到 一 个 平行 体 ， 
HERE co. 
= d P HN wry 


但 dP =k, BREL wma 表示 体积 单元 名 当 了 变动 时 对 dP 了 的 比 
值 , 亦 即 体 积 随 ?变化 的 速率 。 
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P=h 


”不 依赖 于 坐标 在 P 二 0 上 的 变化 。 因 为 车 y EA y G> 
1)， 则 图 ! 中 的 平行 体 座 面积 与 高 均 不 变 , 而 只 是 其 秋 变 得 倾斜. 
因此 ,oo 与 4P HRE, osi ( 记 作 <) 也 不 变 。 但 着 5 的 方 种 


y P, 一 0，P, 仍 为 光滑 范 数 , 且 仍 有 grad P, 0, ori HK 
变 成 _ wr-,。 事 实 上 ， 如 果 以 了 作为 第 一 个 坐标 函数 yy， 则 Pues 
Pa, ys， Ya) EG P, (0, y;,-*7. 934)—0, Mim P,-eP. 
在 5S 上 «260, AHSA grad Pi 一 4， 因为 在 3S E P — 0. Br 
以 在 3 上 

|—dPAG in i dPiA w = dP, A as 


而 o= bo WEF P. ——L.— P, N dP, Xem 
a | grad P | 


Wi P0 5 PQ— HH Eudid 距离 ， 从 而 [grad Ple. 
即 由 R" 中 的 Eudid 体积 在 S 上 诱导 的 面积 单元 ， 即 该 超 曲 曾 上 
的 Eucid ME. 

现在 定义 一 个 广义 函数 。 设 ws 为 Re 中 的 Euclid 休 积 在 超 
Br S 上 少 导 的 面积 单元 , 令 mE 


CAP), p) = | e Goo, 


=Í -96) (6.11) 
s |grad P | 
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czd(Q), Qi s tX dE R^ 中 的 开 邻 域 , 在 其 中 grad P 7 0, 
我 们 给 出 . 

定义 1.6.2 (1.6.11) 给 出 一 个 w'a) EA. RAH 
HE s LA Dirc 分 布 。 

TBid-—346 PT. S 

g1., X P: x—0, DH a = dn A t Adea, 而 (1.5.11) 
BI 


í, 2 PCO, x), 7 a dda A * A dan, 


ERE 56501 GMA (n... a) SARA  SCERBO. 由 
jea U égHH dE] EB Dirac 4455 —;A EJ Dirac 分 布 5(x) 的 关 
5. 

对 任意 曲面 §: PO) — 0. 恒 可 作 一 个 变量 变换 也 就 是 微 
DAE X: yt 使 P(x) 一 0 变 为 »-0. REDER, 
xz*C5(P)) = 80). m 

$42. 考虑 二 维 空 间 中 的 曲面 《曲线 ) xy — e — 0 Ce s 0), 
这 时 OP = xry — c, dP = xdy + ydr Wi 

w = dr Ady = — LdP Ndx = l dP Ady, 
因此 , HERE xy — 6 — 0 上 的 Dirac 分 布 是 


GG» — 9. o) 7 — |o (s, £) 4 


eG ns 


例 3. 令 一 了 a MUR UO 中 的 球面 Si: — c0 上 的 


Dirac 分 布 ， 这 时 dP 一 dr B] Endid 距离 ,所 以 esc. 出 第 位 球 
Ei S'" 上 的 面积 单元 。 若 引用 极 坐 标 G, 9) 使 p(x) — er, 
9)。 则 


(8(r — €), p? = | ple, Bou, 
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正如 8(x) 是 Heaviside ARHI, S(CP) 也 与 区 域 Pl 
0 的 特征 函数 a(P) FEIRA. SE 
Ə P) 
Ox; P 
事实 上 ， 在 了 一 0 以 外 各 点 附近 ， SOS 0， 而 若 在 2 一 0 


上 一 点 处 处 De v0, HU pc ØR) B. suppg 7E x, RES 


E RP). ^0 (16.12) 
ETI 


域 中 ,使 在 其 中 a 关 0。 于 是 


一 一 bn d (s $. Dn (1.6.13) 


这 黑 我 们 应 用 了 Gus 定理 , 出 现 负 号 的 原因 是 因为 P 增 加 的 广 
向 基 内 法 线 方向 。 但 是 我 们 可 以 引入 一 个 新 坐标 系 2 n Gr 
D, y = Po， 这 时 


tn, 一 【一 LY! dy, A ADA eA dyl 2. 


dy, 表示 在 外 积 中 没有 dy 这 个 因子 。 于 是 


ep Ql. 99 
— d[o 9 = 一 WA tA dans 
G ðr ) 8, AUA 
{CA (1.6.13) 有 
(5 (05, up Ls SE dn Ni Nd 
8&CP) 
Bx, 9). 


Mif (1.6.12) 成 立 ， 若 在 e 处 pi 一 0。 由 可 作 一 个 线性 变换 
| E; = »» GuXi. 
使 在 x6 处 Ei 0G—1,--,n. Bid: LA UEBER 


* TD n 


OXP) BE op). 


P3 
E y Màex ， 国 此 


DP) _. 5a, OC) 
Ox, É " af, 


-(X a a) PCP) 


如 果 任 到 fecu, MAR PY, Wi 
B rgtpy = OF Bf. 
85; [8 ( P»f] 8s XP) T CP) (1.6.14) 
这 就 是 跳跃 公式 (1.5.11) (nm = 1898855) 的 推广 
3. for EE EISTEIE,. . 在 本 书 中 若 无 特 萄 声明 ， 流 形 好 恒 搬 
一 个 C* BO, 而 且 在 无 穷 远 处 可 数 。 对 这 种 微分 流 形 ,一 定 有 一 
的 C” 分割 存 在 。 对 微分 流 形 不 甚 熟悉 的 读者 可 以 先 看 本 书 的 附 
x. | 2M 
现在 来 君 一 个 广义 函数 和 一 个 古典 音义 下 的 函数 的 区 别 ， 它 
表现 在 (0.62) 中 因子 /的 出 现 . 但 是 ,如 果 在 积分 
| fs) ge) = Ch, p) 
Hi, 视 plode 为 一 个 5 次 微分 形式 wm MAO SCURE I Yo E 
的 泛 图 , 则 不 会 发 生 这 个 问 晤 ， 雪 为 这 时 
Xe = (XDF 
= (qox^*) 2* dy A - --Ady. 
dy 
= (gox ly) dy, 
于 是 《1.6.2) 现在 成 为 
(Xi, 0) = | f(42qoX 1! G2 Hy 
== «n Zew) 
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这 个 关系 当 我 们 考虑 OCR" 上 能 函数 与 广义 函数 时 没有 显现 出 
来 ,这 是 因为 在 R 上 有 一 个 特定 的 坐标 系 (Euclid SERA), DA 
相应 的 特定 的 测度 (Lebesgue 测度 一 一 它 至 少 有 一 个 特殊 的 性 质 
即 对 平移 的 不 变性 ) de. 现在 , 当 我 们 转 到 微分 流 形 于 上 时 ，。 攻 为 
它 有 许多 局 部 坐标 系 , 而 其 中 没有 任何 一 个 具有 什么 特别 的 福 质 ， 
而 其 至 一 般 地 没有 一 个 整体 的 坐标 系 ， 于 是 就 有 必要 考 虚 坐 标 之 
间 的 变换 ， 这 样 就 有 必要 引 人 一 个 新 的 概念 :微分 流 形 上 的 密度 
以 下 我 们 的 讨论 都 在 一 个 微分 流 形 如 上 进行 , 并 设 dim M =a, 
自我 们 对 邓 所 作 的 假设 一 一 C” 而 且 在 无 穷 远 处 可 数 一 一 知 
道 有 一 的 C" 分割 存 在 。 因此 设 有 一 的 分 着 2245 一 1， 使 每 个 
d; 的 支 集 履 在 一 个 开 坐 标 邻 域 《Ui, X)) OG; Ui 一 R" 是 一 个 同 
WO, 则 对 全 一 个 函数 gE C*(M), dup TELE x; d529 R” i 
ETRE V; 上 的 C" ES OT ep Coe TE abis8 en. 
对 于 它 , 我 们 可 以 规定 半 范 如 $1 所 作 . EDOMBUTE— T CR KT 


用 有 限 多 个 开 坐 标 邻 域 栈 盖 , 设 为 Di-.,D， 刚 对 p 一 Ze 


也 可 以 规定 其 一 个 半 范 lplx,n 一 Stel Puplopl. 


TS CCM) 成 了 一 个 Fréchet 空间 ， ix ZY. METTE, 
以 定义 于 上 的 支 党 在 六 中 的 C" PUEDES Qu OM). HAR 
以 Fréchet 空间 的 拓扑 ; 还 可 以 对 COM) = |J Eu OM) NR 


PLACARE 2e HOS. DM). Gp -> 0( 在 0M), BOR 
所 有 p 2E BOSHEM ze FI EA KS TRE ELR EO XUI dcs 
Ta 

鞍 . 久 是 M 上 的 一 个 矢量 从 ,其 牧 为 N( 即 其 纤维 型 是 N 维 实 
BREED. JEMBUSEERASER U, 使 多 在 其 上 可 以 局 部 平凡 
ft, 9] £z |gz2U, x RN( 或 Ux CN 如 果 我 们 考虑 复 矢 量 从 的 
W) CAM, F) 表示 .多 的 C> 切 口 的 空间 ， ÆU 上 它 就 是 
C"(U,, R) 的 c" Ju -——3rBD N 48 c7 空间 . 所 
以 也 可 以 赋 以 拓 赴 , 即 对 其 每 个 分 量 赋 以 拓扑 这样 得 到 0 (M, 
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S7), PM, F) 5 PDPM, F). 
先 讨 论 一 般 线 性 空间 E 上 密度 的 概念 ， 令 dmE =r, Wa 
fe amo» gah 入 "EE。， 如 有 一 个 映射 (不 一 定 是 线性 的 》 
p; A"E—R: 《或 €); ^0 (1.6.15) 
而 县 适合 
pA) = |l olw), ER., 2ER (5E C), (1.616) 
则 称 P 为 a 阶 密度 ， 一 切 s 阶 密度 之 集成 为 一 个 线 福 空间 , 而 且 
因为 A'E 是 一 维 的 , 所 以 只 要 有 一 个 4 阶 密度 po。 {在 ATE 的 
其 个 基底 wm 上 不 为 0 ;例如 设 ee.) 一 1)。 则 po 是 0 阶 密度 空 
闻 的 基底 ， 因 为 着 有 a 阶 密度 P 使 pwd 一 1， 则 易 见 p = år 
Pis 因为 p(w) = phew) = |&loCus) = AIR] = Alk] po ao) 一 
ape(o)。 可 见 互 上 的 = 醒 密 度 徇 成 一 个 一 维 线 性 空间 .我 们 证 起 
空间 为 Eje. H (1.6.16) AF r 对 某 个 如 取 实 值 或 正 值 , 则 吕 对 
一 切 iwe ME 也 取 实 慎 或 正信 ,因此 可 以 谈 得 上 实 5 阶 密度 或 
Ea prt. 
XDREBEDHIDLÓBSEÉ IERI 8. 设 a， a2 pa abr g 阶 密度 ， 
我 们 定义 其 张 量 积 为 (n0po)0(0) = pw) alw 它 是 a 十 
EMER. XA (Els, Ele [Ejus 均 为 一 维 线性 空间 ， 所 以 
[E[,C| El;z|E]..,. 及 因为 由 定义 JEC (或 及 或 及 所 
导 由 上 式 可 以 认为 |] 瑟 |-。 即 |El HAR: Ej- E]. 
现在 回 色 流 形 上 密度 的 问题 。 取 E — T.M. WES- A 
x EM 可 以 定义 切 空间 的 # 阶 密度 ， 而 有 |TM |a 这 里 值得 注 
意 的 是 1 阶 密度 。 因 为 drn A e Adr.) € ATIM, 从 而 ex 
Adra) 是 |TM h 的 基底 。 |an A c Adzrs| 我 们 记 为 dx 
dix, 于 是 


[T.M |; = iadz,:**dxs; a € OY. 
XEM ko z HxrfESEWRUBMR,. x> y (BR. ATM) 
w, —> wy € A'QTSM), TUB. wy = Ju, J = de (全 ,因此 = 本 
TE eO ew.) |J per), XEM ZEE x E LTM |as 
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我 们 将 得 到 一 个 矢量 从 ， 记 作 O0. O.89—'t C^ WB eGO RER 
为 村 上 的 一 个 4 阶 密度 。 一 切 e 阶 密度 之 集合 构成 一 个 线性 空 
间 , 记 作 CCM , 9。)， 我 们 现在 来 讨论 它 的 坐标 表示 . BAME 
的 一 个 局 部 坐标 (CVs X): x;: U; > VCR" (R C AEE OE 
也 诱导 出 一 个 使 O. 局 部 平凡 化 的 局 部 坐标 X; ,lo 一 Vi X R 
(GR ViXC)， 若 有 另 一 个 局 部 坐标 (Ui, X)) 而且 GNU ve Ø, 
WE A'"T.M 上 将 诱导 出 wi Jw, J= da(QXjxD) 从 而 在 
9. 的 纤维 1T.M ia LERH 
ei |Jl'e, pé Nal, 
. x € VNU; (1.6.17) 
HE IT.M. 的 基底 记号 deo-dn, 我们 记 |TM |a 的 基底 
3b jdr- redra", WIMA U: 和 Uj 中，p(x) € 0,0. 5 SUIDAS 
px) = aka) |dx,-dxs]^, aC € C"(UD, 
p) = a)dn.sdx.*. a(xX)€ C"(U), 
mf H. 
a(x) = a(s)|det oxi!) Cx) |*, 
€ = (Geox). (1.6.18) 
g(x)€ CCM, O) WEM ERMEE eGOdxu, edan, 我 们 


就 可 以 对 它 进行 积分 : |o. ME my 分别 为 < 阶 与 1 一 < 


阶 密度 , 则 可 以 定义 | (oo). 这 样 我 们 就 解决 了 MM 上 没有 
一 不 特 定 于 标 系 与 一 个 特定 测度 的 困难 。 转 别 是 湖上 式 中 的 ex 
EL’, P 2 l1, 而且 «a 一 1/P, HX; oCO 是 Q Heg 
口 , 则 leCOl^ 是 9, E L' V] 3, e BEOIL AEX, 而 成 
为 一 个 Banach 空间 ， 特别 是 车 ple) 是 ale) eL? 的 2 m 
a. 车 引进 Hermite 配对 (pi, pi) 一 andx 则 得 到 一 个 M 上 的 测 
度 , 于 是 可 以 定义 
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使 这 些 1/2 阶 密 度 成 为 一 个 Hilbert 室 间 . 

现在 我 们 可 以 给 四 流 形 上 广义 函数 的 定义 了 了 : 

XX 183 HEMER QUOS) 广义 函数 即 多 (H 91) 
LRUYESREREEIZUR. 它们 的 集合 是 GM , 9,) 的 对 偶 空间 ， 仍 
记 作 OM). 更 为 一 般 地 ， 若 .名 RM EEDAREEA, Srt 为 其 
YEA, RIEL DM, 9@@ 多 分 LBSEEIORNEIE COM E 
的 多 广义 函数 其 集 记 作 DM, 7) 特别 是 着 多 是 994. 
F=, REMEN Z 密度 广义 函数 为 (M, 91) = 
DM, 2,04) pov E 

C"UM FY WIELBCA E DM, F) 中 如 下 。 £R T 
DM, LDF, HPCE ZEA peN x F 
fE C”(M, F) 在 > 之 秆 为 OEF 60, 于 是 有 配对 


FE PGR (GOD, p G0), E -F EEAXEMO C 
于 是 O 可 以 按 下 式 定 义 一 个 £M.) XE 


(oma. | 
Gk 0,9) - Í aeo. eG0». oe 


Zn») 广义 各 数 的 性 质 有 举 多 都 可 以 移 到 e an) J 
LAAR LX BUR EE AR, 


四 $c 
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第 二 章 Fourier 分 Br 


gh c^ 空间 、 e 广义 函数 及 其 Fourier 变换 


ts 将 间 的 定义 及 其 Fourier. wi. 


定义 2.1.1 空间 部 由 满足 条 件 
supla Dp) < co, Va, BEN". (2.1.1) 


的 C"(R*) 函数 记 构成 的 空间 . 
S CRMTEHERE [e| 一 十 co 时 ,以 比 |z| 的 任意 次 短 更 
一 个 Fréchet zi, 因为 由 定义 它 的 不 等 式 (2 LD 可 以 引入 可 
BENEN: 
Pep) supls*P^o]. (2.1.2) 
XU S^ 空间 成 了 一 个 拓扑 线性 空间 ，wi -> 0 《在 S^ 中 ) MH, 
对 任意 选 定 的 重 指 标 < 和 8 有: Dipl) 对 x eR. (ERER 
a 和 8) 一 致 地 趋 于 0. 
,由 S^ 空间 的 定义 很 容易 看 到 pe S7 > 对 -一切 多 项 式 PCD) 
5 QG), OGOP(D)o 及 PODDIQCOvl € 9. 
我 们 有 以 下 的 明显 结果 . 
DRN SR) (Rh), (2.1.3) 
其 证 明 略 去 、 巾 此 还 因为 ZR") 在 K(RU) 中 稠 ， 所 以 多 在 
F 中 以 及 SV ded Soo RE RS. 
S^ RER p(x) 的 Fourier 变换 即 


F: PG AE) m | se pd 《2.14) 
CE, 1) 一 Dian 由 式 (2.5.1) 知 这 里 的 积分 总 是 存在 的 。 但 
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是 汐 了 使 这 个 积分 存在 ， 并 不 需要 pw) € 2， 而 例如 内 要 p 
(Cx) € L'CR^) Bini, 传统 的 Fourier 变换 的 讲 共 也 正 是 先 讲 LI 
函数 的 Fourier 变 痪 .现在 来 用 的 进 法 ,其 最 大 的 忧 点 在 于 ,能 证 
Boe 9^ 到 ^ 的 拓扑 癌 构 ， 
定理 212 A poes, N) $(50€ £^, MEH 
CD) (E) — E£'$0), G*9)^0) — C7 DUI $G), 
证 。 由 于 式 CLD, 可 以 在 积分 号 下 求 被 商 : 


DEEE) = | e" 9C xywGods, 
EPE) = | Co Deye eds 
<Í e oPDto(G)de. (ABUS A E). 
因此 有 (Dey()- Ce), Gu) G) 一 《一 DOSE 
IEDC) 一 


| oD C eG 1s 
u f 《1 [| P) 9 92(] Yt 


: DE IC — rope) 


s Csup|(1 + jx]^)** "^ Dz[(— x YgGoe]] 


dx 


EX 
Bj Ge s. 

X. Di$G) = [C— 2Y 91), EPE) = (Dp) CE), EH. 
车 gi) — 0 GE S^ RUE, iE) 0 GE SY h), 

因此 Fourier 变换 F: 一 7 是 连续 线性 耿 射 。 

YTI F ERIR, HERA FO 57 9^ 也 是 连续 
线 些 映射 即 可 ， 这 就 要 证 反 演 公式 ; 

定理 和 41.3 Fourier 变 痪 能 反 演 公式 是 

F^. GE) p) — (un) | ePCEME. (2.1.5) 


LE T7 a 


为 了 证 了 明 它 ,我 们 移 需 要 一 个 特殊 函数 go) me I Cin 
xi + -e tri) B] Gauss 函数 的 Fourier 变换 
| ede dr = (2g nte LED (2.1.6) 
实际 上 fe TiS eTA = I | ea 所 以 我 们 Hg 
对 * = 1 dEBÀ EXKBUI, 但 


i =+] - —i H 
fe ixte Tt de = e en e aC de, 


但 由 Cauchy 定理 (图 2) 


ij. 


al 


| ctm 一 | edi — Vs, 


mm 


因此 (2.1.6) 得 证 ， 
定理 2.1.3 的 证 明 ， 取 上 述 Gaus 函数 E) 有 
| PE Js(E)e' Pag = | acer as | entm og ly) dy 


| 
= eoe Gov Gato 
— iG — «ply)ay 

-| 


Bty) pr + y)dy. 


车 用 g(eE) (e 2 0) 代替 gC5)， 上 式 中 的 205) 应 疏 为 8 
$O/s). $ yis =y, RAER 
^ 7895 


m-e 3 4H 


J é CDs Cie" eds 一 (Cy pC 十 EY, dy. 
4 e — 0, BIS. 


ECO) | pe ena = eG) | By dy 


但 g(0) — 1, 8A) = Qa? [ erthi'Pay, = (2)*, 见得 (2.1.5) 
s. 

以 上 我 们 用 了 Fubini SXEDAERTESUECRIGEDR. HF p, 
P, g ,站 都 具有 足够 好 的 光滑 性 以 及 在 co 处 的 衰减 性 质 ,这 些 运算 
都 是 合法 的 。 

由 式 (2.1.53) Fp = Cry" F. AARSE V :p(x) 
pa 一 pleo 是 s^ 到 S^ AA ,所 以 总 结 定理 
2.12、 其 系 以 及 定理 2.1.3 可 以 得 到 

定理 21.4 F; Fs 是 一 个 拓扑 同 构 , 

下 面 讨 沦 Fourier 变换 的 性 质 。 首先 ， 定理 2.1.2 说 明王 与 
FO HE x-CGR E058 Di Gk DO 五 换 ( 有 时 应 彝 以 (一 1) 的 相应 
BO. 在 讨论 几 个 重要 性 质 之 前 、 我 们 先 略 述 一 下 几 个 自明 的 性 
W: 

1° Fourier 变换 与 反射 ， 


F: $1 FOKE) = | e Pe — de 


= (2a) Fp), (2.1.7) 
$G-4$—0- | eo dx 
= QE) = xy F^), (2.1.8) 


2° Fourier 变换 与 平移 ; 
CEPE) = | entm )e(s ~ dr 


= eHSPCRCE), (2.1.9) 
Tpl) = LE 一 A) 


+ 292 


= | es Pox)dr 
= | e PI eion Muy Jdr 


= [epI AE, (2.1.10) 
3° Fourier H SHA e. 


eG E) = | Peer 


= ci^ [7 5, (x)dx 


E 


= |e] "à (5) (2.1.11) 


£ 
PCE) = Qu) | emo Gode 


- leis (eret (8) ar 


= ieie) 2. (2.1.12) 


特别 是 , 若 GO 是 起 阶 { 正 ) 齐 性 函数 , 则 有 
plex) = c*ip(sx), e > 0, 
此 式 再 与 (2.1.11) f é& Mex 
e$) = ee (3). 
Hg XE —n— k 阶 ( 正 ) 章 性 函数 。 同样 , XP GE) E kE 
FHEAR po) 是 c7 5 阶 { 正 ) 齐 性 函数 . 
4° Fourier 变换 与 非 腊 线 性 变换 ; 设 AR -> kR” 是 非 异 线 
Hrg 


pE) = | e Pa Ar dx 


A | ef P. der 4l gy 


= dedi "GÀ E, (2.1.13) 


PLAE) — f e MP dx 
— | ein v)de 


— | e I9 E 471y) | det A7 dy 


= |det 4| gi 47 )(5). (2.1.14) 


2. 9^ 曾 数 的 着 积 ，Parsevail $8. 57 图 数 的 Fourier E 
换 的 最 重要 的 性 质 是 关于 卷 积 与 Parseval 等 式 的 两 组 性 质 ， 我 
们 先 介绍 97 函数 的 卷 积 . 

设 f, ge S^, RATE IECISBOSEUS 


(Pg) 一 |f — yje (ydy 


" 


— fa — y)dy, (2.1.15) 


这 里 的 积分 由 于 SF peXE IU ecdLE S RATE TEXEBS, SC b, 由 第 一 
章 的 Hausdorff-Young 不 等 式 (1.4.6 Rü C kg) € LCR") 由 于 
可 以 在 积分 号 下 对 x ÓUECEREA TE Pic ie kg) € CCR). 
EF oGOx*sG)e 52CB")， 我 们 需要 用 Founer ERE S 到 57 
上 的 拓扑 同 构 来 证 明 。 

作 积 分 


| e UP g) Go) dy = Jj e e refe — y Je Pg) dr dx 


c= | Cir Fw) dx . | e o Peg(y)dy 
== K)- £g. 
这 里 我 们 多 次 利用 了 交换 积分 次 序 , 由 Fubini 定理 , XH jt 
许 的 ， 
但 JG, $e, mi S7 BRNRUISSESUE AUS ES S7 EX 
《请 读者 和 己 证 了 明 ), 所 以 AE) Ge 5. 利用 FCD 
为 拓扑 同 梅 ,将 以 上 的 运算 反 序 进行 , 易 得 
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FOGE) = QaY* | PRERE 
= Gay? | DKE) | ntm Pe ty) dras 
= Qxy" || ete- DICE g )dydE 
= (EDAC) | er DHE)as 


= EE — yg (y)dy 
= (fxg), 


EEE 
定理 2.1.5 E0, Oer , 则 其 着 职 (*2)O€ s, 
mE. 
(2X6) = IEE). (2.1.16) 
*. GEENE) = Qu)" BE. 


在 Fourier 分 析 中 ,有 对 采用 蓝 或 各 的 记号 : b — (2x) 
d£, dx = (2x) "dx, 这 个 写法 可 能 是 从 物理 学 中 来 的 : 对 于 


Planck 常数 h， 我 们 写 A= .这 样 系 可 以 写成 较 对 称 的 形状 : 


| eth - g(x) dx = EG 一 786m 9. 


正面 再 讨论 Parseval E. BFAR] Fourier 变换 时 
常 是 取 复 值 的 ,我 们 除 Eudid 配对 (其 记号 是 4 20. BUE 
用 Hermite 配对 (其 记号 是 (…，))》， 

定理 2.1.6 Æ feco, Wi 


G6. £) = (. Ê), (2.1.17) 
a [Goa Gods — (IEEE: 
《 8) = Qu) CF, £) CParseval SR), (2.1.18) 
或 | IOE = | HAS). 


+ 


证 ， 考 虑 绝对 收敛 的 一 重 积分 
(ior Ce "asas, 
用 Fubini 定 理 将 它 写 为 两 个 不 同 次 序 的 逐次 积分 即 得 式 (2.1.17 )， 


在 (2.117) 中 将 g(x) fü, OOF, WI RD. 应 改 为 
Quy 7l er ear — Quy" | e tEGOUs — ED, 
即 得 《2.1.18)， 
AFP 广义 函 教 及 其 性 质 。 2 空间 上 的 连续 线性 泛 函 称 为 
TTEA RREA. 
由 s^ ERREN, 1e s 的 充分 必要 条 件 是 存在 非 负 束 
BE km 以 及 常数 Cu 使 


I4, el * Cam > sup [47059 (x) |, pE F, 


Tala k,l lm R 


(2.1.19) 
下 夯 举 一 些 例子 
HL aF ZRO SR AR), RAF 
BR) SRS pR”). (2.1.20) 


HE-JA LARRE 977 LES, md— D S7" 
广 文 函数 又 都 是 EU 广义 函数 
E2. LICR) 4& pE, gGo € L'(R*), Jj 


Ke, el «| IgGOgGD dz « elelee, 
EE 


lel = (A pC) eae) 


s, 


n" 


< sup (1 + |x|) ar lgi) 


. [í (i + xi) 3 as] "s 


= C sup (1 十 1x1) T ll, 
R” 


因此 


Kep)! < Coup (i + DT el, 
93, Oi — (/G) € CR); Ve, ICCa), Na), 使 
IDI] « CC) + PO. (2.1.21) 
CL 的 元 显然 是 SA 广义 函数 ， 它 是 很 有 用 处 的 。 其 原因 之 一 是 ， 
对 性 一 fe 97, ge Ch, 81€ &"7, Aag Ou SUCHT. 
这 是 因为 , 若 我们 仿照 D P7CRICIOSEET OE XL E, WE pE 
Sep。 有 有 


(gf, e) = (f, £9). 
Ep TRE SA 之 元 ,而 且 由 (2.1 21) #0 
Pas Eq) Ex S par py). 
rap 


mm bsEX gf 97 广义 函数 。 

$64. 一 切 在 oo 处 具有 多 项 式 阶 增长 性 的 连续 函数 EGO, 
Fæ = OCDIxXI* Gel — +) HE X S7 广义 函数 ， 而 
县 一切 这 种 耳 数 作为 PR gU xaEGÉGekdg OU) 也 都 是 
S^ 广义 函数 ， 

在 例 工 中 既 已 指出 一 切 S7" ^ XIX en 广义 函数 ， 而 
一 切 具 紧 支 集 的 广 愉 函数 又 都 是 2” 广义 函数 ,因此 ,上 一 章 中 关 
TP Rm 4 广义 陋 数 的 运算 和 性 质 的 讨论 就 可 以 称 到 这 里 来 。 
但 是 这 里 有 一 些 新 的 需要 注意 之 处 . 

首先 是 习 子 运算 ， 现在 并 非 一 团 C” 函数 都 是 57' 广义 函数 
HRT. PEH, Or 中 的 元 都 是 ZT GER BIGR T ALH 
也 成 立 ; 即 SA 广义 通 数 的 乘 子 必定 是 Ok 中 之 元 。 其 次 ， 关 于 
2 广 尺 函数 的 构造 定理 我 们 有 

E 2.137. 对 任 一 2 广义 图 数 了 必 可 找到 一 个 有 界 连 续 
函数 Gc CCR) 以 及 重 指标 WEHE k iE 
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f= PLO -+ Ix] 62]. 

以 上 两 个 结果 我 们 部 不 再 证 明了 ， 读 者 可 以 参看 例如 Barros 
和 Neto [1]. 

从 这 里 可 以 看 到 OL ZARE 97) LARDER M. 
Ap 中 的 函数 称 为 组 增 C” 函数 , 而 由 定理 2.17, S7 广义 函数 也 
称 为 缓 增 广 义 函数 。 

4.97 ALAR Fourier 查 换 。 现 在 我 们 要 用 对 偶 许 来 
定义 S 广义 函数 的 Fourier 变换 , 它 的 基础 是 式 (2.1.17)， 事 
实 上 ,车 fpe”, WU 

0, p = d, o). 
但 是 f 也 是 Z TTAR 1422 Be; mBAITRRT 
£^ 而 是 一 般 的 到 广义 函数 ，、 上 式 左 方 也 是 有 意义 的 。 因 为 F: 
pk--$ 是 s a S EmA, MUN fe 2 BI. (5 4) 
实际 上 基 pe 纪 的 一 个 连续 线性 泛 函 , 记 王 连 续 线 性 泛 困 为 世 我 
们 有 

定义 2.1.8 Zi je 5 ,出 对 任意 oe 9, 0, PELSE 
AERE, WWE Pec. Jf doo f zo Fourier 变换 ; 
因此 


G, v? — 0, $). (2.1.22) 
因为 FDo£/— — 是 拓扑 国 构 ， 它 的 对 偶 即 区 的 Fourier 
变换 ( 仍 记 为 F) F: S S MERER, mE mE REI 
线性 同 构 ， 
定理 2.1.9 F: w"— v" Ist BE, 
ib. WERE FOI 97 一 2-"O ERR ERARE, 
性 给 一 个 fe S, 因为 F Sc ERIA, H oc, 
G, PpP》 之 信 诬 由 鳍 决定 ,而 且 是 dp: pe Sy ERE: 
u, e), E 1d; pe ^) — 97, MA 《8, $2 JE 97 工 的 连续 
线 竹 证 函 , 从 而 
C, p) = CR, P). 
而 由 定义 =. 这 样 就 让 明了 了 一 是 有 意义 的 , 且 
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CFs p} = CF, $4). 
三“ 是 线性 的 这 是 自明 的 , 它 的 连续 性 也 可 以 由 上 式 得 出 。 证 毕 。 
利用 对 个 性 我 们 就 可 以 把 关于 S 函数 Fourier 变换 的 性 质 
移 到 e" 上 来 . 
1° 微分 性 质 . 这 里 我 们 先 要 注意 qE Oh, 因此 它 是 SZ E 
T. 然后 很 容易 得 出 
(Dd, o) — — U, Dig) = — U, Dip) 
一 — Cf, 5$? = (C— EDI, $). 


mu 
(— 21 = Daf, BE (一 zf 一 Dt, 8n 
(x*)^f 一 《一 Dyj, (2.4.23) 
(Gd, o) = G, Eip) = (f, Ep) 
= (f, C — Dap) — (Df, $). 
因此 


D.) = EJ, Rim 
(D = E°), (2.1.24) 
2? Fourier 变换 与 反射 . 由 SRRA ZSE X 
Ge i = 0, — d.e 
= (j, p) — (mi, F?o). 
HE 
F} = (2xy FXf), {= (Q2xY F. (2.1.25) 
3° Fourier 变换 与 平移 . At hE 
(nf, $) = <H, rad) = Cf, op) 
- (e IA, P) 


GINE) 一 EDE), (2.1.26) 


Gau, eG? — WE), € ag) 
= (eet e», 
* B6 e 


cf = Le A, (2.4.27) 
关于 Parseval 等 式 , 应 该 注意 ,现在 用 来 定义 站 的 式 (2.1.22)， 
HF fe 5 MER 《2.1.17)。 我 们 现在 要 证 明 的 是 式 (2.1.13) 
在 5” 情况 下 的 类 推 ， 因 此 考虑 - -个 Hermite 配对 
Ca E) = 0, D. Fe S, aec, 


RA g= FX 一 [Go entes A, 放 
0, 7 mm 0 m dix X. 


但 是 


BG = Gay 


e HPp( EDGE = B), 


A EBI Parseval 等 式 
C, 8) — Qux)", 8), (2.1.28) 
这 里 fe. RES, 

最 后 讨论 区 ' 广义 函数 的 卷 积 及 其 Fourier dEÉR. Mg 7 
SLPRC— RAER A 广义 孜 数 不 能 定义 其 卷 积 ， 因 此 ,也 
和 第 一 章 一 祥 ,我 们 先 讨论 一 个 范 数 和 一 个 吧 " 广 尺 函 数 的 卷 积 ， 
再 讨论 两 个 区 广义 项 数 的 着 积 . 

所 以 先 设 fe 97, ge 5 ，、 和 第 一 童 定义 1.4.4 一 样 ,我 们 定 
X. 

(kg) = (OD, g(x — »». (2.1.29) 
这 个 定义 之 所 以 合理 , 是 因为 当 ES BD, 2129) 就 变 成 了 式 
《2.1.15)。 这 时 我 们 有 

定理 2.1110 4 jes, ge £^ Wl, ŒX Peg W (2.1.29) 
式 ， 则 

1° (P* 060 € ex; 

29 fg 一 让. 

证 ,由 57' 广义 函数 的 构造 定理 知道 (定理 3.1.6): 

fe EI 十 x [FD], 


> 487 + 


这 里 P(x) 是 Re RHVERRGgERBENE KA 
GOJ (x — YD — C^ D [a 4e dy pon 
- FONOL — y)dy, 
因为 eS, 所 以 上 面 的 积分 是 有 意义 的 。 出 此 式 立即 可 惫 
x g)()€ CCR"). TIEN fx 5 6 69H， 过 用 到 着 和 镍 的 Peere 


REACHER IAM) 
G o 2 |r 4x — 9p, 


而 有 
(x06) ~ [Oe p 
-FOXI + PD O'e( x — ydy, 


REAR 5 27 0 RDK, WE O 十 PICEO) 可 积 , 而 下 面 的 运算 
将 更 为 简单 . 于 是 


[8 Kx?| — | (1 + [yP)7 FG) 
- (124- |» |j?" "igle — yMy 
«c | G IDILE + a" 


0 e — y [37 1Botg(z — y)ldy 


< € sup IQ + 1x23 ong Qo] 


(0 |e 
= CPC 十 D", 
因此 ikg E Ou. 


由 于 oc’, Wdbf*pesU Mire 6 Z, 对 任意 
ENDE DCF 我 们 有 eF, WEEN 


Gg, A) = (hg, Â) 


= f| a + pDr 
“ 【1 十 DEW Fgla — yd (x)dxdy 
= Ja DROG“ 
a:g(x 一 y}, hr) yay 


= GO», GGO, Á( + 9)». 
这 里 我 们 应 用 了 Fubini S XEEZRIEAPBAAMKTHE. 然而 


(GG), Alr 4 »)) — Lore oye 


= (eG — Bd 
= Gk), 
因为 EGO = glr) = Quy" | ett dE = OE 
E EEO) = Qu) OP 4060 = (E - A)^ GO. 代 人 上 式 即 
得 
(xg, A» 一 n (é * AY» 
= (6.4) = .8, A). 
因为 Ae 多 des Hp. REUS: Pe d) 也 在 中 稠密 .因此 
Soí*g—i-g. VE, 
ik. 在 上 面 的 证 明 中 ,我们 用 到 了 Pere RFEA, 这 是 一 个 
简单 的 但 又 十 分 有 用 的 不 等 式 , 此 后 我 们 还 会 用 到 它 ,因此 现在 证 
明 如 下 : 
定理 2.111 对 任意 :ER 以 及 57ER* 有 


In — aV e 
(Gy «271 24 [E 31) (2.1.30) 


证 ， 当 + =o B. EXBAEBRGIXENE, 17 可 以 互 找 , 所 以 只 
要 对 # <o 证 期 即 可 。 但 


1d ]&£—zZl'--1- | —28- £4 ICI? 
«1-242124 2]z| 
s 2 415160 + 1215, 
$ C—E—z, AKA (129-1212 ER, BRL 一 上 = Ir] KA 
即 得 . 
现在 我 们 转 到 两 个 广 沁 消 数 移 卷 积 ,也 和 第 一 章 一 样 , 设 其 中 
之 一 ged'B—nfeU. XXII AXDE 1.4.9 一 样 ,我 们 定 习 
Cf* gs p) = G0, (G0, p(x 1055. (21310) 
但 在 讨论 它 的 合理 往 和 Fourier 变换 之 前 ,我 们 先 证 机 
定理 2.112 # ge P OC, W eE = igl, ed. 
ir. RARER AAEREN, EMERE 
下 它 仍 是 适用 的 ， 于 是 对 pe 2R) 有 
(Ê, p) = <E, Y 
= (gl), Gp(ED, e 955 
= (G)9o(£), e "m9 
= Cp(E), GOOD, e 95) 
== {gla}, e^n?», pE 
由 于 gie 中 再 密 , 故 有 定理 之 证 . 


定理 2.4.13 je, geg, WkiesU,mBi-g 
E Ê. 

WE, EE peZ, HA5 E SCP, gE”, WAE 
1.4.9 有 

(bg, o) = OGO, GG, p + 7))Y. 
但 由 dt ARRIA EE, 存在 一 个 紧 支 党 连续 函数 GO) 
使 supp GC (suppr 的 任 一 邻 域 ) ,而且 ro) 一 826. BERE 
blr) SCION plr + y)) 


= {(— 1) | CB T. 


-anpp 
利用 积分 号 下 求 微 商 以 及 Pere RRAN 


= 9) * 


da e peoch leo ppl 


FE 
dO E ds t 130 18 t y] dy 
< C suplC1 + BPO pU]. 
R” 


申 此 还 可 短 当 pe p, EARNE $0€9^7,)Xm2i pE 
F 时 《fx) GO o 十 3)》》 仍 有 意义 ， 而 且 定义 了 一 个 
&U PONE, BUP 贸 Eroh, WAX xg 也 应 该 用 
C2.1.31) XGE XH. Jj*gE 97. 


为 了 计算 fe, PR pe 2 而 由 (2.1.31) 有 
(s, $) = (f, t). (2.1.32) 
但 jxo EeP OCF 5 obe FUZO)CRH WER, Aa 
用 定理 2.1.9 知 它 在 atp, (B 
(eag eD) CE dE 


- 


-一 | (ge T PEE 


E 


-( ; | MI) 


—6(g,fxt:) 
=a {s Px 一 2» 
=š, 
这 就 是 说 Exo p), RA (132) 即 有 
fg, $) = C. (和 四) 
=f, p= lf g p), 
因为 e fp 94 中 稠密 , 故 上 上 式 对 一 切 pf v" 成 立 而 定理 得 证 。 
最 后 我 们 来 看 一 些 2 广义 函数 的 Fourier. 变换 之 例 。 
$61, 5c 4, Bb 8 REA LEAL 计算 : 
ECE) = (8, e 9) — 1, 


同 理 
8 (E) = (a, e = i 
„Yj. 


9862. les”, AERE, H ee 有 
(0.25.45 
= È PEIE = Quy Quy" | e005) a 
= (2x)'q(0), 


因此 CEA 同 理 x*€ S, mim (2.125 
x? == x* -i — ( Dy (2&)"i jg x, 


A3. R (v p LY. vo i 显然 也 是 9 广义 函数 。 而 


Ax- (v. p- i) =] (因为 (a (v. p. 1j, eG») — (v. pl, 


fe) i iim a zp(x)dx = Í p GOdx — Cl, v). 令 


EE x 


"gi 


iG) = {v.p Ly, 


则 
Df(E)=C— | > (s. p. Dr 一 一 了 二 一 2x5, 
> FCE) = — 2xid, 
因此 
KE) 一 一 xisgn E + c, 


< 是 待定 常数 (这 里 我 们 下 了 sen £—2YQ) — D. 为 了 决定 < 我 
(TB, v. p. -是 奇 广义 函数 ， 其 Pourier 变换 也 是 奇 的 《这 商 
点 由 读者 自己 证 明 ), 因 此 。 一 0 而 有 
(s. py = — nisgnk, 
$64. log |x] € 9^, Fig SH Carl 4 KE = 
Clog Ix |)^CES.. A ogiri y =v. p. —, WË 


; ^ 
EIKE) = (WD, log ]z|1 2^ — tr p- " 一 mnsgni, 
) ix 
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BA XART SEHE ECRUE RATHO AE 3x $ 2.2)。 由 上 
式 可 以 得 出 一 个 特 解 
RE) = — wsga£/E = — wil El, 
TDNDEDGEAE IE) 一 ROO RUD, X 
ERGE) = 0, (2.1.33) 
在 $0 处， FEART 因而 有 RE) 0 (E 0) 亦 即 


upph) = (0), 由 定理 13.12 有 AE) = 2] GP) RA 
(2.1.32) 可 得 f, = c5) 而 


为 了 决定 e, 取 po — 676 57, Wü 
eleli, p) = 2€, p} 
= — l log x, q') 
=4 MIT - exp( — x?)dx 
— P)--—r (ri Euer 常数 ). 
这 里 我 们 用 到 了 《〔12.237 以 及 PC) 一 一 7， 后 一 点 可 以 参看 


任 一 本 美 于 了 函数 的 著作 . 
办 此 
Cnr» p) = a7 + e, (2.1.34) 
但 另 一 方面 
Gh, p) = Clog [x], d? 
= (log |x|, V c e7) 


— (€ 
=? NET | log xexp(— x^/4)dx 
PLU 
一 | | log xexp( — x^ — y'/ 4)drdy 
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= N expl — r'/4)rdz | log (r sin 8548 
Ja da 


== de | exp( — + )rlograr 
" 


一 x, (2.1.35) 
比较 (2.1.34) 43 (2.35 ) 有 e = — 2a, Mati 
Ctog [x D^ = — x1£|7! — Zarë). 


$2. Lebesgue 空间 的 Fourier 2p4m 


lL(R") 中 的 Fourier 变换 。 在 上 二 我 们 指出 L'OR'"C 
7'， 因 此 ,上 一 节 对 SA 中 Fourier 变换 的 一 舰 理论 自然 适用 于 
LAR")， 但 是 在 历史 上 上 却 是 先 有 L, Lpi Fourier 变换 . 
这 里 面 有 许多 具体 的 而 且 是 很 有 用 的 结果 。 现 在 我 们 想 要 说 明 这 
些 经 典 的 结果 与 SU 理论 是 一 致 的 ， 为 此 ， 我 们 先 从 LR") 中 
的 Fourier 恋 搞 开始 . 

设 feLOUOCs", Wi fes" 定义 如 下 : 对 pe, 

(F, o? = 0. e) 


= [ico [eito asda 


= Por | fis)e dx 


- ( | EDICE, e). 
这 里 我 们 应 用 了 交换 积分 次 序 的 Fubini 定理 . 总 之 我 们 有 
IE) = | een) de, (22. 


但 这 正 是 Fourie 变换 的 古典 的 定义 。 AE, L'OR) IE 
£^ 之 元 的 Fourier 变换 与 其 古典 瘟 义 下 的 Fourier 变换 是 一 致 
的 ， l 

现在 讨论 I)e LRO 的 JG) ZEN. Founder 变换 F.: 
FF 或 sU S 均 为 拓扑 同 构 。 但 对 1e LCR), AE) 
» 94 


不 一 定 可 积 , 而 有 以 下 的 性 质 . 
定理 2.2.1 d: f(x)e L'(RD, W 705 连续 而 县 当 El 
co 时 f() — 0, 
证 . XEM 。 > 0。 必 有 N 一 N(e) 存在 使 
Í oa FO lde < TA 
IG + A)— Ha «|, lerem 
— etre fC) de 


| PRI 
Jix|«N 


— eD a) dx 


<2. Ë + f | e ietth 
4 Ie [e N 


— e pfG dx. 

但 
[er 有 — eiD] e cosiz, E -+ A) 

— cos(x, &»| 

十 | snéx, E 十 A) 

sin(z, E> 

s; 2'(x,5)l] E 2N - Al 

因此 ,只 要 |a! 充分 小 , 必 有 


Ke - A — KO1 < Be 2814 |, IO «n. 


从 而 Ke) 之 连续 性 得 证 ， 
为 证 |E|— oo 时 f --0, DH 


EOIR” M HG dx 十 li e efGys | 


Fel N 


« eji + i | 
Ix IN 


在 h] s N 处 用 一 个 阶梯 函数 
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* 
CD 一 5 AAE D 


i=j 


Adm fi, 使 IF ile < 6114， 这 里 E; 是 || S&N 中 的 
PRHE e sieRU. ESO E — 6 Gj) Hic: xls 


k 
N}= U E, TĒ 


Hu ofar| < f eEG — h ldr 
lx IN 


N 


十 | g 71093 wda | 
IPIE 


k 
e E + > | | e IP. |. 
4 j=l | Ej 


但 当 |#| 充分 大 时 容易 证 有 明 最 后 一 个 积分 小 于 s/2， 因 此 [5| 76 
分 太 轩 E s. 
定理 的 后 一 部 分 称 为 Riemann-Lehesgue 引 理 ， 
FWE oo 处 趋向 0 AERAN CLCORT). WW) F:L'(OR*) 
一 Ca(BR")， 但 是 这 个 映 射 并 非 满 射 。 尽管 CIRCO 而 
CHE Fourier 变换 , 但 其 逆 Fourier 变换 不 一 定 是 LR) AR. 
因此 ,在 L'CR^) 中 的 Fourier 变换 友 演 定理 可 以 慌 示 为 
定理 2.2.2 £i 5i LR) 中 , 则 有 反 演 公式 
HE) 一 Qu)" |o opas. (2.2.2) 
证 ， $^ rH Fourier 变换 的 反 演 也 可 以 用 以 下 公式 来 表示 ;: 
在 uU 
<Í, v? — 0. 4) 
mia =g, hp, R f— FC FO. ME 
(Fg, p) = (g, Fp). (2.2.3) 
因为 F: Fo FA Fo 都 是 拓扑 同 构 : 所 以 上 上 式 对 一 
E PES, gE BR. BTH pE S, 


Fp) = Oa)" | eingp( Eas, 


所 以 对 se LR’) 有 
(Fg, p) = (g, Fd» 


= | gdr - Guy | EBEE 
= [oca Cay” | etg Cada 


= (Ca) | e""PeGOds , $8)). 
(F7g)G)— (2r) | ef pGOds, 


I) = Qxy" | EEE, 


L(R*) 的 Fourier WARR 5 S7 的 Pourier 变换 是 一 至 
89, MEL 中 关于 27 中 Fourier 变换 运算 和 性 质 的 讨论 在 这 里 


自然 帮 成 立 。 但 是 正如 工 面 定理 所 表 机 的 ， 在 LR") 中 讨论 


Fourier 变换 时 多 了 一 个 可 积 性 的 问题 ,所 以 在 这 个 框架 内 讨论 其 
性 质 和 运算 时 也 就 不 能 不 带 上 - - 毕 特点 ， 这 里 特别 需要 注意 的 首 
先是 关于 微分 运算 问题 . 

定理 2.2.3 SOR Hela] <m IRT LR), W 
DAE) 存在 ,而 且 cO) = Dri 35 f(x) 及 D'iGO 均 属 


F LR), le| <m, RI DY — EFE). 

证 ， 只 不 过 是 分 部 积分 法 而 已. 

但 是 在 LO 框架 中 , 卷 积 运算 却 变 得 很 简单 ， 由 定理 1.4.1, fE 
意 的 F, gE LR") 均 可 作 卷 积 ， 而 且 有 一 1*ge LR) 现在 
有 

定理 22.4 /wg 一 也 

gt. TH] Fubini 定理 


(00 = | e" Cds 


- 97 æ 


m {emcee dxdt 
= fiend | eir ple — r)dx 


=}. ê, 
2, L'(R^) 中 的 Fourier 3638, L'OR 也 含 于 97 9, dd 
阐 时 它 又 是 一 个 Hilbert SE. 现在 我 们 想 在 Hüben 空间 的 框 
架 中 讨论 Fourier 变换 ， 因 为 对 二 一 个 函数 e, AE 一 般 到 
TE., 所 以 我 们 应 用 复 Hilbert 空间 LXR"), 其 中 的 内 积 是 Her- 
mite 内 积 (Hermie 配对 ), 因 而 按 上 面 的 规定 用 (,) 表 示 : 


0,0 一 | far. (2.2.4) 


BR" 上 的 上 函数 与 有 界 区 域 9 上 的 L' 棚 数 不同 , 一 般 不 局 于 
LXR*)， 因 此 不 能 用 (2 2.1) 来 定义 KEL 但 由 本 章 $1.3 的 例 
2, ARDC, Bb fx) LR) 可 以 定义 Kee. 
特别 是 向 Parseval 等 式 , (f, g) = (22) 0, G), AEAEE Rs 中 
用 测度 ax、 在 R: 中 用 测度 GE, XP Parseval 等 式 用 于 1 一 g&€ S 
将 有 

ll zs; un; 一 Pea. (2. 2. 5) 
现在 我 们 可 以 和 用 此 式 证 明 对 fe LRD, XB jt DORD. Xr 
X Lr, SE LXR) 中 稠密 【〈 在 定理 1.4.2。 中 我 们 甚至 证 明了 
DR’) 在 LR 中 稠密 )。 Big fe L'R), GAE fe 
S, fd OE LRS 中), 由 (2.2.5), f; 必 在 E ellieiicr 
EE LXRO. 但 对 性 一 9€ S7, A 

Go $) — h, p), 

求 极限 后 有 《1, =e, p). Aik J—g€ LR"), 而 且 (2.2.5) 
对 fe LR) 成 立 . 

这 样 我 们 证 明了 F: LAB") LR 是 一 个 等 中 (保持 范 
数 不 变 ,从 而 也 保持 内 积 不 变 ) 变 换 ， 这 个 变换 是 一 对 一 的 ， 因 为 
我 们 可 以 用 s^ 中 的 关系 式 

(Fg, d = (g, F 9», 


ASA Ld i5 Ho FC 拓展 为 FUSDQU) o DOO. Bis Fi 
VU — v^" 限制 到 LARO) ERA unitary transfor- 
mation) ——B[ —3x1f —8955 EE E 8, Miam L'OR'OPSTERS Fourier 
ERDE LOOR HA. 但 是 我 们 希望 有 更 具体 的 表达 式 ， 

OE fe L'OR"), Vg |x| SN 的 特征 函数 
1, [e| & N, 
0, [x| >N, 
Wü Xaj jae DAL? mH dfs-—fls—0€N- t0). 因此 由 
ER Fourier .变换 的 等 距 狂 ,有 

lfs 一 fl 0, 

但 是 因为 fac LR, BA 


KCE) = | NELLO 


Irl 


TRE 各 的 LE 极限 ,自然 有 
KE) —1.i. m. MERLO 


Mp 


Xxx) 一 | 


这 个 航 限 有 时 也 写成 NELLO “iim” 是 平均 收 敏 的 


意思 。 

概括 以 上 的 结果 ,得 到 

定理 2.2.5 E fe LXR")， 则 作为 9” 广义 函数 ,其 Fourier 
变换 KD 仍 属于 LR, 而且 


Hg) him. f 99046. 0 Q26 
F: Li 7 是 一 个 症 变 换 , 即 一 对 一 的 等 外 变换 
HIRE = liflere. (2.2.7) 
在 Hilbert 空间 中 尝 持 范 数 不 变 当然 也 保持 内 积 不 变 ,。 因 为 
(f,8) 一 [lf -- gli — ili + gll — Qf — el + ilf — gll. 


四 此 又 有 
定理 2.2.6 (Plancherel) 对 f, gE LCR"), 有 
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(f, 8)a = (f, Fy. (2.2.8) 

Plancherei 定理 虽然 形状 上 和 Parseval 等 起 相同 ,但 却 表 现 了 
不 同 的 内 容 ， 它 显然 很 简单 却 关 一 个 重要 的 定理 ， 

3.L»"(W") 中 的 Fourier 变换 . 这 里 介绍 L'(OR") 中 的 
Fourier 变换 放 丰 只 是 为 了 完备 ， 而 是 想 要 介绍 一 种 很 重要 的 方 
法 。 分 析 中 的 详 多 不 等 式 都 是 由 证 曲 某 个 Lebesgue 空间 到 另 一 
个 Lebesgue 空间 的 某 个 算 子 的 有 界 性 而 来 。 例如 定理 1.4.1 中 的 
Hausdorff-Young 不 等 式 就 是 证 明了 以 工 : 为 核 的 郑 积 算 子 是 LI 
到 L* 的 有 界 算 子 ， 并 且 估 计 了 它 的 范 数 ， 这 里 时 常会 遇 到 由 一 
lE Banach 空间 4, $053— 3E Banach 空间 B, 的 算 子 T, AEA 
dü0sr:s«l, ETER ENA "mesa" po Ti Asm Bos 
T: A>B 是 有 界 的 。 而 要 证 明 在 中 间 的 情况 Ti: ^ 4.— B, 
也 是 有 界 的 。 例如 Fourier 变换 F; 工 一 ZL” 与 天 -一 工 都 是 
有 界 的 。 我 们 自然 希望 能 对 1 P 2 的 L^. TIE Fourier dE 
HERS. 关于 这 一 类 问题 有 许多 所 谓 插 导 定理 。 其 中 最 简单 
的 是 所 谓 Rissz-Thorin 定理 .为 了 了 证 明 它 。 我 们 首先 需要 关于 解 
析 函 数 的 最 太 模 定理 的 -个 推广 ， 

定理 2.2.7 (Doetsch 三 线 定 理 ) 设 FG 在 复 平面 zE 
€ 上 之 带 形 0 Resa 1 中 解析 , 在 0x Ree xl 中 连续 而 且 
AR. 若 在 直线 Rez — 0,1 上 和 分别 有 F| sS My, Mi, BU 
在 直线 0 < Rez 一 日 三 1 上 必 有 |F] s MM}. 

4E. & plo = FGOMS' Mi, AE Mo 二 M =l, # 
当 z 在 带 形 0 所 Re Ob 中 趋向 时 gts) 一 0， 则 可 取 R> 
0 充分 大 使 在 |Imz| =R b, [PEL MEE O«Rers 
l,|Imz| S R LEARAAR, AEREE IB HUE o GO | x1, 
从 而 在 带 形 0-Ressi1 上 lps XP ps 一 0 的 条 
ERRI. FE plo = plejet, 因为 


1 tipe 
Je“ e| 一 RE 一 于 


一 yir 
= Y " (mug rm, 


注意 ,这 里 我 们 记 z= r +i, 而 cred, A žig 
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^. AF eG) SE OxRexcl EEWOXAEX. o4 Iyl 一 oo 
Bl, (2) 一 0， 而 由 上 之 证 有 明 : 在 0 s Ress E, leals 
L 令 2 一 20， 则 在 每 一 点 z，gnfe — eG), 从 而 pals 
i. 
定理 2.2.8 (Rüesz.Thorin 定理 ) Wi rE d LNE” 到 
L^(YL* 的 线性 算 子 ,而 且 
liz flzt x 于 有。 一 1，2， (2.2.9) 
DUE Pis qd: 适合 lif, 一 FE 十 (1 一 Db, 1/4, 一 1f q+ (i— 
Dig 时 ,对 fe Lh LA: AS 
IT HS: MIM fl (2.2.10) 
证 。 杀 为 阶梯 函数 在 Lebesgue 空间 中 是 稠密 的 ,所 以 仅 需 对 
附 梯 一 数 证 明 (2.2.10) 式 即 可。 为 此 取 两 个 阶梯 函数 


fC) 一 9 SiXa Cs), 


£C) 一 全 TNF (sy 


PB OUE,CR'., UF,CR', E, E, m Ø, hs Ah; FIO Fu 
S, i*i 而 且 Bi，Pi 均 为 可 测 集 .由 稠密 性 有 

NTEs 一 sap C STEG) > gayi; lele < 1}, 
9 TDI + un MES 


gq 
dj 一 | TXg Gy) Xp Cy) dy, 
则 
| TfGDgGndy = D agan = TG, 2). 


L] 


XB 


dfe = >, |E; l*mCES, 


lelt 一 BY Iz" mCP), 


j-1 
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KERTIER RERT YO BO BIER 
M ag ™ sup fre, 12; > £l" * n; SO l, 


b3 (n; "^v; < IN 


P-1 


Bp mE, vj— mF), a 和 8 AREE. 我 们 想 证 明 M, 
tta, p 有 一 种 对 数 凸 性 , 即 当 a= (1^ 9)u 4-08, 8 — (1— 
8)8, + 88, 时 

Mas S MEEME (2.2.11) 
( 亦 即 log M. EARO. Ris KEG œ = 1/p, Pim lla: 
(G =1,2) 而 1 一 9 一 :， 即 可 得 定理 之 证 . 因为 这 时 Ms 一 
Mi, Map =M: 而 Mas BI T L':— Lu 的 范 数 ， 为 证 (2.2.11)， 
令 


Ex)- DU gti | p, | I Denn 


qi; Gaz) X DUI Arati Ey | FE 808 28,8. 


WR T(EGO, s) Æ rert iy 在 0 x ld pe, 
在 0 «x DDR. En 都 连续 而 且 有 界 , 所 以 TEO, 
vG0) 在 0 c x 所 1 时 也 连续 且 有 界 . 
当 Rez 0 Hy JEG] = jila, d = u^, i& 
21|£; GO [V — X: |£;] Yu; x 
3 gj GO [Y ^v; — 2g] Vv; E » 
从 而 这 时 
ITEE), IED < Mey, = Mi 
同 理 , 在 Rex 一 1 BI 
TCE), 2022)] X Mis — M. 
从 而 由 定理 22.7 34 « — 81] OAE 560 — £5 0D a) 有 
ITE, D| S MS ME us, 
而 定理 得 证 ， 
注意 上 面 的 让 朋 中 是 设 x — 0, 8 20 的 。 若 = 一 和 或 8 一 
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E IX 的 式 子 中 D EaI R MULT 
就 要 改 成 sup| AE-S: supla] < < 1， 
现在 将 这 个 定理 用 了 于 Fourier 变换 ,有 


定理 2.2.9 (Hausdorff-Young) Æ fcL'()b«pz2), Wl 


lei", bola, 
p p ,而 


lf Mie s IY Mo. (2.2.12) 

WE. r= it P0. LAARA. r= 28] $—2, 

B Plancherel 定理 鞋 式 也 成 立 ， 25 P l, qi-— 00, h = Ž, 
à 一 2 REMEM 228, WA -- Tee pte t, n 
i-i SBAB 二 十 二 一 上 和 为 下 则 g=, ER 


sit. 
鉴于 这 个 定理 的 重要 性 ,我 们 再 举 外 它 的 一 个 应 用 , 即 关 于 卷 
积 的 Young RAFA, 我 们 已 经 看 到 , 若 视 fe L' 定义 一 个 卷 积 
算 子 Ts L'OU, gt fg OH, 时 村 8 xüfüslslo. mE 
因为 [f gll = ess. supl [Cx — :)gGOd» | m Milele.. 因此 
对 于 ge L'DnL* 有 
I Tgl «& fllle, 


这 里 5T " 十 =£, LT 但 因 LANL" XE L^ 中 
Ta. Ux 7 EURE Le 上 成 为 L'— LS 的 有 界 算 子 ， 其 
范 数 不 太 于 lfe X EAD B. 1/: KA 的 任意 实数 ， 所 以 上 面 
的 p, EE P: b Po, 

-固定 ec L’, BE fg EGXHHEGSEXISSEESECT- Ta, WE 
面 证 明 的 即 

Ta: L'— L" JT, sS Net, 
然而 当 fe L* 时 ,由 Holder 不 等 式 又 有 
lf x gles < leleii 


= 103* 


AELA 
Te: L*— L° iT al «lel. 
再 在 1 和 ?之 间 应 用 一 次 Rissz-Thorin 定理 即 可 将 T RH) 


L> 工 :的 有 界 算 子 , 且 其 范 数 志 lgl.s。 这 里 DeL 1 = 


1 十 i ; i = 4 十 lz fou 1 d , Bu ipta 
g P £ P [rl P r q r f 
二 二 1， 而 


Df se gll s filzelellz. (2.2.13) 
此 式 也 称 为 Young RREA. 


[Li i SERE AIME RUE jw*g 仍然 p.p. 可 以 用 积分 Lo 


DEOD RRT. 事实 上 , 先 令 A =1— FL f€ L^, ge L!, 
hE L', RAMEE P, ga dE (p. p XM 
[400 |f — De Gays 
= | 0) ff — toas» 


< liflzelalls| G2) 
= [flle lA lelglls. 
Elo jc ot 9) “都 成 立 ,所 以 IG — 08 GO 4 08 e p-p. Wei, 
属于 L? 而 且 范 数 不 大 于 dÉHuelelo. 但 当 fe D'OL^ 时 ， 映 射 
fi> HG = Ody 即 eg, 因为 LINE de LI db 
以 对 一 切 fe L^ fg 都 可 用 积分 表示 ， 
再 用 一 次 上 十 的 技巧 , 令 $ 十 二 一 二 十 1， 并 设 felt 


f 


ge L', he LINDL’ (人 + 二 一 n. 十 是 有 
5 5 
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Lo | f(x — y»MGDdx 
« lel * al” (- 十 二 一 1) 


< gl lt le, 
因此 ,由 Fubini 定理 siyir — yale LRI x RP), MAMA 
JL3£— E) x, gGOf(x — y)5GO € L'R), iE. 


[562 |f — 0iGod < Mella, 


由 于 AE L'RL^ ERR MARLEE x. | Hx — y» 


8(yJay € Le, 而 且 其 范 数 不 大 于 地 上 rllgller。 以 上 我 们 对 ee Ln 
L' 征明 了 ise 可 以 用 积分 表示 ;但 因 LNL ££ Lr 中 稠密 ,所 
以 对 geL ERER. 

以 上 我 们 简单 介绍 了 以 Riesz-Thoria 定 避 为 基础 的 插值 方法 . 
但 在 许多 问题 中 工 在 两 个 “端点 ” (Aas B, Chs B) 上 的 有 界 
性 并 不 能 保证 。 这 就 需要 更 强 的 插值 定理 ， 例如 Marcinkiewicz 
播 值 定理 。 对 此 请 读者 参阅 有 关 的 专著 . 

关于 经 典 的 Fourier 变换 ,可 以 参阅 经 典 著作 5. Bochner [1]. 
WHE AAY Bochner 和 Chandrasekharan [1]. Stein $8 Weiss [1] 
-EKRE ,很 有 用 处 ,而 卫 有 关于 择 值 问题 的 考 章 ， 关 于 插值 
问题 可 以 参看 J Begh 和 J. Löfström [1]. 


$3. Poisson 求 和 公式 与 Fourier. 级 数 


1l. 周期 的 广义 函数 ， 设 G0 是 R 上 的 CTGEEE. 我 们 说 
它 对 多 个 变量 是 有 周期 (为 简单 起 见 不 妨 设 对 各 变量 局 期 相同 
且 均 为 1), 即 指 


plx + ej) = plr), e; 一 《0 7,1, 0,777, 0), (2.3.1) 
GR: SERO 


因此 ,着 我 们 记 等 价 类 
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xcea y, x 99x (modej), j} = 1.255, 8, 


为 ， 则 上 述 周期 函数 GO 是 衬 的 函数 。 记 作 eG. bes 
价 类 的 集 含 称 为 = 维 坏 而 T": 
T^ — Hf ~, 
因此 周期 函数 就 是 T^ 上 的 函数 《当然 设 周期 为 1?， 反 过 来 也 是 
一 样 . 
我 们 现在 讨论 T 上 的 基本 空间 AT 因为 EAH 


ERB AEE C~(T") 函数 拘 有 紧 支 集 。 这 就 是 说 GT) 一 


£T"), 与 P) 不 同 , 现在 cO) 是 Erehe 空间 ， 而 对 
9€ £T") 可 以 引信 可 数 多 个 半 范 ,例如 
Pi Gp) = sup 2; vl, &—9,1,2,-- (2.3.2) 
7 ajg 


CT") 亦 即 (T) 上 的 连续 线性 证 函 称 为 周期 广义 函数 
£T"). — 其 所 以 称 为 局 期 的 是 因为 ES XC PN ACER ZO 和 
x de; tj 

e) = eG) = (x e). 
从 而 对 于 ie D'Y 有 
GG), PAE) — (002 , pr) — (EGO pz + e, 


JH tf(x) = Kx — e) — 160 G — 1, s mn. RARS 


WO dera BERRUL 1 为 周期 相仿 . 
因为 了 "是 紧 的 ,所 以 2" (T7) Boc ECT E PCT) 一 
ECI) B(T") = ECTO 上 的 线 柱 泛 淆 连 续 性 的 条 件 也 就 成 
T: 存在 一 个 常数 C L0 和 非 负 整数 于 使 
Kh pi ac sup 2, 9v| > pE ÆT”) (2.3.3) 


因为 PT = dU )， 所 以 二 者 不 加 区 别 ， 市 第 一 章 关 
TOAT) 的 性 质 都 可 以 移 用 于 此 。 其 中 特别 需要 注意 的 是 , 首 
先 , 每 一 个 fee Urn) 均 可 表示 为 T 上 的 连续 函数 FE cO") 
EAR PR ECT" MAREA PRSE CULTE PR. 1.3.10; 

j—F, le] =, f € eg (T), (2.3.4) 
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Hi Uu xd ur 


其 次 ,任意 两 个 em CFI) PRA fF e 均 可 以 作 卷 积 Pav 
33 
(xg, 9) = GGOEgGD, px + 2). 

2.4 (T"») 广 尺 函数 的 Fourier 变换 。 既然 ST 一 
4, DT= 8T, 自然 在 T^ 上 也 不 可 能 再 区 别 
STOR g^" (017) 耐 有 

CT") = eT") = FP), 
ET = STY = ger"), 
因此 ,每 一 个 fe DT) 都 应 该 可 以 作 Fourier 变换 ， 但 定理 
2.1.11 指出 ， 每 一 个 具 紧 支 集 的 广义 函数 & 之 Fourier 变换 KE) 
即 z 作用 在 ee? 上 之 值 不 过 现在 9 一 般 地 并 不 在 
£C) H, H x; 不 一 定 有 周期 1， 为 此 ,其 必要 充分 条 性 很 容 
易 看 到 ,是 EEZ, 我们 记 Z hwg, B= Ch,- dn) 
而 上 一 0, 土 1, 土 2,…。 所 以 现在 HE 并 不 是 RI 上 的 函数 ， 
MERRE Z^ 《 它 对 加 法 成 群 ? 上 的 函数 , 亦 即 序列 
{gs e P705 = fei), l0, X1, —2,:-:- (2.3.5) 
现在 来 讨论 Fourier 变换 的 性 质 . 首先 是 微分 三 质 . GN 
KDE '(*), W DDE DT, 因此 可 以 讨论 BV 的 间 
题 而 有 


Dj 一 人 (De1 ed 
= ((,C— De mI} 
= (al, e7} 
= {Ore}, (2.3.6) 
下 面 讨论 着 积 运算 ， 由 卷 积 的 定义 ， 对 1, gE DCT), i 
其 Fourier 变换 为 {f/} 和 (n), 我们 有 
[xg 《Eee 

= (dG)BgG», e "dry 

= (HG) , TEDA gy), eom») 

—ih-gl. 


*]07 = 


WERTE BRSEBSSEHOUS 1) ig) — ic gil, MaR 
有 


fxg —f. à. (2.3.7) 

现在 讨论 Fourier ap A Bu BER, 从 上 面 的 讨论 看 到， 

(T^) 中 的 Fourier. 变换 其 实 就 是 将 fe a (TX BET KC Fou- 

rir 承 煞 序列 ， 因 此 ,直观 地 可 以 想象 到 ,其 道 变换 就 是 从 Fourier 
系数 恢复 到 原来 的 fe DT), AWA 


I) — Nice P, fe DT (1.3.8) 
' 


所 以 现在 我 们 将 问题 重新 提出 如 下 : 

广义 削 数 在 什么 普 义 下 可 以 展开 为 以 上 形状 的 级 数 ， 它 在 什 
LENF? 

以 下 就 称 (2.3.8) WOAR f(x) 的 Fourier 级 数 ; e 称 为 
f(x) 的 Fourier ÉL 

3. 广义 函数 的 Fourier gA, IET BIO CIAR fue 
LAC ÓNTSEE E 0233 E 27 

定义 2.3.1 5 5424627(0) 在 Z'(Q) Cui fe 
D(A) MEAE oe (0, S Ga o) KAT (f, 9). 


现在 我 们 来 讨论 Pe £2'(T") By Fourier 级 数 的 收 化 问题 。 
为 此 我 们 先 估计 cr 
如 上 所 述 ( 式 (2.3.4)) f 一 F, F 是 T* 上 的 连续 通 数 即 局 
期 的 连续 函数 ,因此 
lel = Hs entry 
= KC nC e aee 


l 
= [Quy |, Fede < C, (239) 


现在 我 们 在 T” 上 考虑 匆 数 《2.3.8)。 HR pe ØC), Wu 
行 充分 多 次 分 部 职 分 法 
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(erro, p} 一 » g x)e n0 gs 


= IC Diu? | ote Geha, 


HD 8 EUERE Ae (e 7779 p EAR TER. (2.3.9), fi 
KERRU, MRE (2.1.8) TERKEL. 现在 要 证 明 其 和 为 
ftx)。 为 此 先 考 砌 一 个 特殊 的 级 数 


Dn, (2.3.10) 
H 


它 的 系数 显然 适合 一 个 形 如 5 2.3.9) 的 估计 Ca — 0, C —- D, A 
此 它 也 收敛 ,但 对 pcr, 


5 C p> = »» f. eg (x)dx 
i H 
= > q;e m 
F] 


p: EPH Fourier 系数 。 AAP EAD ARDARA, 它 的 
Fourier i ARRAT GO: 


ei) = > Pie, 
因此 e(0 = 2i que YD 代入 上 式 阳 有 极 重 要 的 公式 
8 — Yen, (2.3.11) 
将 它 与 JG) EDT RER ME 
f 一 了 水 8 = 2j fx zn 
GXHURACTERURI T ABRIR HUE RHE) [B 


f* gini uuu OQ», gne y 
一 enin H, e Um D 


一 ent ， 
ACARA 22 27779 — f, 因此 (2.3.8) 成 为 
Fe] = 5, nem, (2.312) 
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这 里 的 收 颌 性 自然 是 在 CECI) 总 义 下 说 的 。 如 果 i 是 经 
典 意义 下 的 项 数 , 自然 要 则 (2.3.12) 是 否 会 逐 点 成 空 ? Ai fO) 
局 部 可 积 , 则 因为 fx) 至 多 定义 到 相 凑 一 个 0 测度 集 , 所 以 我 们 
至 多 只 能 希望 (2.3.12) p. p. 成 立 或 平均 成 立 。 这 方面 的 研究 可 
以 参看 关于 Fourier 级 数 的 专著 . 

LEEA, fes) 的 Fourier 系数 一 定 是 组 增 的 . 
反 过 来 , 若 有 三 角 级 数 D, fete, 其 系数 适合 (2.3.9)。 这 了 时 
EP > afi p a RIA. NRR 


S f ilal) Heid (2.3.13) 
I 


Hkk TE ADARA Fe), mA (2.3.13) 是 FC) 
的 Fourier 级 数 。 因为 微分 运算 在 ZTO 中 是 连续 的 ， 因 此 ， 
在 广义 函数 的 意义 下 Fourier 级 数 可 以 逐 项 微分 任意 多 次， 对 
(2.3.13) 微分 有 次 ,立即 有 Fourier 级 数 


BF (Cx) 一 S fe imm, 
! 


因此 ,具有 绥 增 系数 的 三 角 级 数 必 定 是 多 人 《7T") 广义 函数 的 Fou- 
rie 级 数 ， 这 样 我 们 就 得 到 了 一 个 刻 划 ££'(T*) 广义 函数 的 性 
MORRA RHH Fourier 系数 ， 

最 后 我 们 回 到 十 分 重要 的 式 (2.3.11)。 如 果 在 R* 中 表示 , 它 
应 该 写成 


Deli) Ses, (2.3.13) 


i H 
式 子 的 左边 很 容易 看 出 是 一 个 2 广义 函数， 因此 右 方 也 是 。 双 
方 作 Fourier 变换 ,但 注意 到 ,现在 我 们 讨论 的 是 以 1 20 AMR 
数 ， 记 以 它 的 Fourier 变换 也 应 变 成 对 于 以 1 为 周期 的 eaa 


进行 的 运算 KE) = [temas TR 


Cr DAE) m enorm, 
ee ACE) es B(E + 0), 
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从 而 有 
Dar DAD = De = DPE T D. (2.3.14) 
H | i t 
在 最 后 一 个 式 子 中 我 们 应 用 了 (2.3.13)， 不 过 因为 现在 BE Z 
中 一 切 值 时 ， 一 7 也 遍 取 2" 中 一 切 值 ,因此 将 (2.3.13) EE 
15» 一 ， 它 仍 成 立 。(2.3.14) 中 我 们 又 遇 到 了 一 个 广义 函数 ， 
它 与 Gus 函数 e i, 其 Fourier 变换 除 一 个 常数 因子 外 
即 其 自身 (与 《2.1.5) 比较 ). 
wier, 由 
B(x —1», 一 {x — i), 
» G —D, f) (Xs ) f) 
立即 可 得 重要 的 Poison RAAR 
2 O = 2 OA (2.3.15) 
TER Iez” 


把 它 应 用 到 ftw) = e (G cR) 上 即 得 著名 的 关于 0 ER 
的 函数 方程 


5 eom 一 (DS | (2.3.16) 


nm— a 


$4. Paley-Wiener-Schwartz 定理 


1. Fourier-Laplace 变换 ， 这 一 节 的 中 心 问 题 是 讨论 函数 或 
广 愉 冰 数 在 无 穷 远 处 的 喜 减 性 质 与 其 Fourier 变 病 的 光滑 性 的 关 
系 ， 当 然 , 套 减 的 极端 情况 是 函数 或 广义 随 数 具 有 紧 支 党 。 即 在 无 
笑 远 处 附近 为 6， 因此 我 们 要 刻 划 出 这 类 育 数 或 广义 函数 的 Fou- 
rier 变换 的 特点 ， 这 就 是 Paley Wiener-Schwartz 定理 。 它 实际 
是 两 个 定理 ， 分 别 讨论 CIR) 与 《BR") 的 Fourier dBXR. 现 
在 从 CECR") 的 Fourier ERF HA, 

CCRCS, E, E- 个 fE CoR?) 的 Fourier 变换 
jE WE EMARE. HÆKK, 由 KE 为 急 减 只 能 得 出 
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f(x)E 区 一 一 这 当然 也 是 一 种 光 洪 性 的 限制 ， 而 不 能 得 出 有 关 

supp 的 信息 ， 为 此 ， 我 们 引信 eC, g e Qu 00. & 

5 二 y lr RBA ttc W 一 19，E mn€R"， 并 给 出 
定义 2.4.1 f(x) 的 Fourier-Laplace 变换 是 二 的 通 数 ， 


Kt | eC ds, (2.4.1) 


如 果 这 里 的 积分 存在 的 话 。 
现在 设 Jj€ C8KR")， 则 不 但 可 以 看 到 积分 (2.4.1) 是 存在 的 
( 它 事 实 上 只 是 在 紧 集 上 上 积分}, 而且 可 以 在 积分 号 下 求 微 商 ,或 将 
eH? 展开 为 5 的 军 级 数 而 财 8) 为 上 的 整 隙 数 。 今 设 suppj 包 
RER | 和 4 A MA 
定理 2.4.2 (Paley-Wiener) JEN 20) Rx GT 
le 4 DqBS CRO 函数 A) HJ  Fourier-Laplace 变换 的 充 
分 必要 条 件 是 对 尾 一 非 负 整 数 疼 淘 有 常数 Cu 存在 ,使 
le S Cue IP / 1. + EDY. (24.2) 


证 ， 必 要 性 ， 设 g(t) = | eas, 则 


CD 一 | os DH) esa. 
但 在 IF ZA 中 IDE x C,, 和 Ta 
et, PRIMER e RIPA 

| O H IED* Ie QOL < Crest 
XE N BL, 从 而 有 (2-4.2). 

充分 性 ， 设 (2.4.2) 成 立 , 划 对 实 的 5 一 8， 有 

ICE s CsA E EDT OSHERE N RY), 
这 就 是 说 g(E) 急 减 ， 关 而 必 有 某 个 C” 函数 f(x) E 
IG) = (2a) | eto. 

4i IO 有 紧 支 党 于 xb 所 4 中 .对 于 


fa) = Qa" | eI gC EdE 
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利用 Cauchy 积分 公式 ,可 以 写 出 
IG) = Q7 | etg, 
Lo E-- i», MERDE n= cons RH (2.4.2), E IN —nd 
1, EEH 
lei | e erm, 
以 及 r4agzimicTitl. 8 
| * (2x) ?"Cyc 4 00 | (1 十 [ED 
x Cen 
令 =r, WA 
LFD E Ce Ta 
车 i| > 4, Wi :一 十 oo 时 上 式 右 方 可 以 任意 小 , 队 而 
fG) = 0, Ix| > 4, 
Bi supp/C (x:!x| « 41. E. 
2. RZA VER € Fourier-Laplace 变换 ，Schbwariz 把 
上 述 Paley-Wiener EER fud R) P^ RAR p AD 
E 2.4.3 (Schwartz) s(t) 是 外 (RH 广义 函数 f) 的 
Fourier-Lapiace 变换 的 必要 充分 条 性 是 : sG) 是 适合 以 下 条 件 的 
EER: 存在 常数 C20, 4>0 以 及 非 负 整 狼 N， 使 
| 有 (| E Ca E Il eA, (2.4.3) 
证 .jn € &'(R*) 的 Fourier 变换 (E) 是 [定理 2.1.11) 
K&) = (0G), e), 
RABAS (100, 6710?) PEAREN, PROS. eU. IRE x 
89 CAD CT EAG mBRULLEU BUTS PRESEGRIUEB OE EB) 
EARL KORARI IE) = (G0, 6799», EOS TOO. 的 
Fourier-Laplacs 变换 ， 它 显然 是 CE) 的 解 林 拓展- 
ES. di A(R) 的 构造 定理 ,一 定 存 在 一 个 具有 紧 支 村 
的 连续 函数 FQ, 使 f(x) -一 PR 而且 若 SoppfCie: ]x1 
Ay, HEIE Supp Fctr，lzi 近 4 十 6js 是 任意 小 的 正 数 。 


JI 


于 是 对 任意 含 揽 参数 〖e C" 的 CRI HR GIG 有 
I, jl = IF, P19,6)1 
«Í FG). DEA CO de 


«lela +s 
«C mp IRP] 
LEE =r 


现在 令 P) 92799, YA 1D:4;00] — glee 而 
(f, PY = ie IA ESKBIER. 
I1 « CA H p eom, 
此 即 式 (2.4.3), N = lel, MARR 4 十， 即 比 包含 Suppi 
的 球 |x| <A 之 半径 稍 大 的 数 ， 
充分 性 。 没 g(t》 适合 式 (2.6.3), P t= E, 可 见 gE) 是 
E 的 绥 增 函数 、 因 而 是 Z 广义 函数 。 因 为 P: os 97 是 同 
构 ， 故 必 有 IGOes" 使 iE AWPBKXEST 
ix| «4 R. 为 此 作 磨 光 核 序列 al) = Jye CFCR") CH 
式 《1.1.2))。 而 用 它 将 AO 磨 光 , 即 作 卷 积 
(fax). 
由 定理 1..7, Gkal) 作为 D'O) 广义 前 数 应 该 收 化 于 
f). 
但 另 一 方面 
fka, =f. áj, 
KD 一 g(E) 有 解析 拓展 G) 适合 式 (2.4.3)， 其 中 的 六 是 一 个 
固定 救 ,现在 改 记 作 MN. wm 的 支 集 在 [x|ex1/i 内 ,因而 由 Paley- 
Wiener 定理 名 也 有 解析 拓展 名 ()， 而 且 对 任意 的 有 
I s Cel mec + e, 


因此 |.) WN fos 有 解析 拓展 (Fo) (D) RECITA 
VEOMIMONGE 
IG D E e ce (Hym + qp vom, 
N,— N 仍 是 任意 的 ,因此 ,再 用 一 次 Paley Wiener 定理 的 充分 姓 
BILE 


Fr a l A 


机 


LDDEPMILISOEGS yr CREME E MI e 
函数 。 当 ;一 十 eo 时 , 它 的 极限 f(x) 作为 7 P XB 应 有 
紧 支 集合 于 bebe 内 , 即 7€ PR mE 

SuppfCis; |x| & 4). 
定理 证 毕 。 


5$ 5， 偏 微分 方程 的 基本 解 


1 基本 解 的 害 义 。 在 求解 一 些 经 典 的 数学 物 拓 方程 时 ， 有 一 

类 特殊 的 解 起 了 特殊 的 作用 ， 例 如 对 于 RU 中 的 Laplsce 方程 
= 站 Pu Du 
Bn 8d 
sec mesa, s EX RIO MEARAN. 
众所周知 ， 在 对 这 方程 的 解 的 充分 的 光滑 性 假设 以 及 对 区 域 O 及 
其 边界 89 充分 的 光滑 性 假设 之 下 ， 方 程 dx =] RETEA 


«o-- ifo (2) je 


Au 


MU (2.1) 


if f 
ij 4 dv, (2.5.2) 


这 里 是 积分 变量 ,+ 一 fx al ~ E 这 个 解 称 为 《2.5.1) 的 


基本 解 。 对 菠 动 方程 和 热传导 方程 也 都 有 起 类 羽 作 用 的 解 . Ha- 
dmard 总 结 了 沪 些 具体 的 例子 , 对 于 二 阶 线性 的 具有 解析 系数 的 
方程 首先 提 由 了 系统 的 基本 解 理论 ( 详 见 Hadamard [1]), m E 4 
基 从 波动 方程 的 基本 解 出 发 ,给 出 了 发 散 积分 的 有 限 部 分 的 概念 ， 
基 广 义 函 数论 的 先例 之 一 。 现 在 我 们 将 从 广义 函数 论 的 角度 系统 
地 总 结 这 个 理论 ， 

如 果 (2.5.2》 中 的 f 和 w 均 充分 光 注 而 且 具 有 合 于 内 的 紧 
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38 UE (2.5.2) 可 以 写 为 
«Cx) QU x DG), (2.5.3) 
t FIRA EB 


AU — 8, 
事实 上 ,由 于 (2.5.3) 中 的 x 是 As 一 的 解 , 所 以 
f= Au = AQUI) QNAU)xf, Vf, 
于 是 AD — B, 

优 此 ， 对 于 一 个 线性 体征 分 算 子 RD) 一 一 我 们 移 考 虑 常 系 
PAE ADDS EGER £2 P a CY RT RS GEO HT EE 
本 书 的 中 心 论题 : 拟 微 分 算 子 和 Fovrier 积分 算 子 的 重要 来 
源 一 一 我 们 定义 其 基本 解 即 适 合 方程 

P(D)4 = 8 (2.5.4) 
EJI X RA wx， 在 这 里 需要 先 约定 w 所 在 的 广义 函数 空间 .。 因为 
平面 的 基本 工具 是 Fourier 变换 , DHE,RRÉIEPRHOMGETE 2 中 
求 基本 解 . 

基本 解 在 俞 微 分 方程 理论 中 的 作用 可 以 说 是 对 个 方面 的 ，。 设 
局 是 基本 解 , 对 任意 P 


uc Uxf, (2.5.5) 
划一 方面 
Pu = PUSf 8*f — f, (2.5.6) 
所 以 # 是 方程 Px 一 的 解 。 从 这 一 方面 看 。、 利 用 基本 解 可 以 解 
决 上 述 方程 的 解 的 存在 问题 。 另 一 方面 , 以 f= Pu RA (2.5.5) 
又 有 
u = U * Pu, (2.5.7) 
利用 此 式 ， 又 可 以 从 Pn 的 性 质 一 一 这 里 专门 指 光 滑 性 ,奇异 性 等 
等 来 探讨 * 的 正规 性 和 奇异 性 . 
换 一 个 角 订 来 看 ,我 们 认为 《5 )— G U 26 E B 38S 
积 一 一 是 一 个 算 子 ， 则 (2.5.6) 可 以 解释 为 (Uk) E PRAN; 
(2.5.7) 可 以 解释 为 QU x) PAEH, AA PARRAK 
解决 解 的 存在 问题 3 了 的 左 逆 可 以 用 来 解决 解 的 正规 性 和 奇异 性 
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传播 问题 。 在 拟 微分 算 子 和 Fourier 积分 算 子 理论 中 ， 这 个 观点 
将 起 基本 的 作用 . 

在 本 书 中 我 们 将 先 讨论 一 些 常见 的 数学 物理 方程 的 基本 解 ， 
然后 证 明 一 般 的 常 系数 偏 微分 方程 此 本 解 的 存在 ， 景 后 归结 到 常 
系数 偏 微分 方程 的 局 部 可 解 性 。 并 以 Haas Lewy 的 著名 例子 结 
束 . 

2. 常 又 数 常 微分 方程 的 基本 解 。 先 从 最 简单 的 例子 开始 : 


4v 二 ay = ëls), a€ C, (2.5.8) 
dx 


234 a = 9 时, 它 的 通 解 显然 是 
y= Hx) -- C, 
44 Co 一 1 即 得 支 集 在 RO 上 的 唯一 基本 解 3C 一 0 即 给 出 
云集 在 Rt 上 的 唯一 基本 解 . 
令 y = eFC) 即 可 将 《2.5.8) 作为 


因此 (2.5.8) 的 通 解 是 
y= [BCe + Cle, 


ERER ye’, BDECK Y 为 组 增 的 。 这 就 与 Ree 的 符号 有 
X. UE Rea c 0, 则 eU 03 x 一 十 00 时 不 是 组 增 的 所以， 这 
时 要 想得到 组 增 基 本 解 应 该 令 C 一 一 1; 同样 , 若 Rea < 0， 要 
”得 到 缓 增 基本 解 应 取 C 一 0。 内 有 在 Res = 0 时 ,可 以 有 无 穷 多 
SA 中 的 基本 解 CC 可 以 取 任意 值 )， 

这 个 方法 可 以 运用 于 高 阶 常 系数 线性 微分 方程 和 常 系数 线性 
方程 组 。 


Llu) = 4 + Au = Bx), (2.5.9) 


AR Rx (CHEER, ESNr2 SE 
Llu) = Z” 十 a dug od Api —8x) (2.5.10) 
dx" dx" 1 


”1fT? 。 


自然 可 以 化 为 《2.5.9)( 右 方 覆 有 不 同 )。 因为 令 m= (it, 


1, ttt, Ho 15, Tum E uix) = Ha, r, Wm)s wE 
(2.5.9), Hh 


0 —i 0 0 
0 ü 一 ] 

A = 
€*m Am- ==" ay 


求 以 下 Cauchy 间 题 的 不 R ERMER U: 
LU = 0, 0U|:o 二 了 (单位 矩阵 )， 
由 有 
U = exp(— rA), (2.5.11) 
REER 4 的 指数 函数 exp(— c4) 定义 为 
exp( — x4) 一 Y -— x^, 


n» 


RER LAEE Es, MER 
2 (E) + AEs — 8l, 
dx 
Ge Es = UK, WE 
L(UK) = L(U)K + UK' = UK' — 51, 
k& 
KR’ = U — geti — 81, 
K = HI -- C, 
CREER xX kA. Mom Li9—p5 3o Ne np 2 
En 一 H(x)exp( — rA) + exp( — xd )C, (2.5.12) 
同 理 也 可 求 出 工 的 一 切 堪 基本 解 EX. BD 
d 
u (Ep) + ELA m 8I 
之 解 为 
五 = H(x)exp( — x4) + Cexp( — x 4), (2.5.13) 


= 11$- 


但 在 把 它 应 用 到 一 个 高 阶 方程 (2.5.10) 时 应 该 注意 。 现 在 要 


求解 的 方程 组 并 非 (2.5.9) 而 是 
du + Au = Bes, Cm = (0, ,0, 1) 
dx 
但 我 们 仍 同 处 理 (2.5.9) 相仿 , 令 exp — x4)», Mi 
-2 一 e 
dx ' 
从 而 


v(x) = Hx) exp( — xA)en + exp( — xrM Ye, 
€ 是 任意 的 m 维 常 数 矢量 。 肥 这 个 矢量 值 函 数 的 第 一 个 分 量 
m(x) 一 Ux), BIE (2.5.10) 的 基本 解 。 
但 是 我 们 可 以 用 更 直 控 的 方法 来 求 (255.10) 的 基本 解 。 事实 
上 取 UW 为 齐 次 方程 LV 一 0 之 满足 | 
U| apna 0Xixm—1 | 
dx ze 
(Bj, 是 Kronecker EE) 
的 解 , 则 # 一 HODU Ce) 即 所 求 基本 解 ， 这 基因 为 , 由 上 述 初 始 


m—1 
ki, UG) 一 s D + O(a”, Mmh Leibaitz 公式 ,由 
"E 
xta d), x], 
"Lad -—(— 18, 
而 d* d*U 
Z- (HU) = 8*0 U +--+ H 
dat ( ) dz 
mi 
= p0 377 p usu H EU 
(m — 1) dx* 
k 
=H PI Li nm, 


4" (Hy) = sy a ss nu BU 
dz" dx'* 


= gtm) am +e +H a"U 
(m — D)! dx" 
-+t 17, 
dx" 


UBEBJOR. 
3. Cauchy-Riemann 算 子 的 基本 解 . 我 们 先 引 进 现 在 所 o 
用 的 Pompeu 记号 . d s — x + iy, Wig X 


8 1 ( 9. ,8 

Bz 2 \Br 8y > 

9 Ll (2 + T (2.5.14) 
üz 2 “Br Oy 


对 于 复 变 量 x HEAR D — wx.) iex. 0. WARI 
Cauchy-Riemann 方程 (简称 C-R 方程 ) 训 成 为 


af ED! | Ou — 他) 十 六 人 二 A] — 0. 
8x 2 8x y By 8x 


因此 总 ”就 称 为 Cauchy-Ricmamn 算 子 CR C-R WF). 


19. tabac p 
as 
BE | 8E i0E 5 
15: 80r By 8(x,y) (2.5.15) 
之 解 ， 为 了 求 互 ， 我 们 对 作 Fourier 变换 将 上 式 化 为 对 (x， 


D- | cUnEG, y)dy 的 常 微分 方程 : 
pÊ — nÊ = B(x), (2.5.16) 
ikHin 是 一 个 参数 ， 但 为 使 Fore 变换 有 意义 ， 座 该 设 互 基 含 
参数 KATI 的 SA 广义 函数 因此 Ele, n) 也 应 该 是 7 的 
S 广 六 函数 。 用 上 面 的 方法 解 人 《2.5.16)， 有 
É(x, 43) 一 [HGO + CQD1ev, 
MATETE AE Ed 
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— l, 1> 0, 
emi yl. 
Mi 
. O po HC— 3e, m8, (2.5.17) 
É(x, 7) = luco. y= 0. 


实际 上 ,我 们 省 到 fe) SE HERI , BRUE GRDE Fourier 变 
HE 
2xE(x, y) = H(x) r. gent da 


+o 
— H(— x) ji get 


但 这 样 作 出 的 是 28z 的 基本 解 ,所 以 8z 的 基本 解 是 Ł, 
L K AREETA E GS (可 以 说 即 以 C- 尽 方程 为 基 


BB PERI) 的 重要 性 是 不 言 市 喻 的 、 下 面 我 们 要 利用 它 推导 出 
非 齐 次 的 Cauchy 公式 , 鉴于 它 的 重要 性 ,在 人 认为 这 是 一 个 应 该 
引进 每 一 本 复 变 池 数 论 基础 教材 的 定理 . 
定理 25.1 设 避 是 由 有 限 多 条 Jordan 折线 围 成 的 有 界 区 域 ， 
< 和 和 了 在 负 的 某 个 邻 域 中 属于 c, HA 
Ou 


总 一 (2.5.18) 
则 
1 NENE 
ux, y? 一 ui $, u(z' dz [Cs — z) 
A. Feds AdE 
um f Au (2.5.19) 


这 里 #* 一 x tiy 是 日 的 任 一 内 点 ， 
证 ，wadz' = adx v indy 是 一 个 1- 微 分 形式 ， 它 的 外 微分 是 


* Iži- 


du Ada!  D* dy Nas + i D ay Nay 
Oy Ox' 


Ou 


E 


» idx A dy' 


一 — $e ds Na, 
令 # 到 B90 ZERA e, HN 0-ce-cpobik 
a= {r E0, |z — z| >e}, 

BI Q FREE, 2 为 心 ,以 5 ERR, EARE BagUfils 一 
x| 一 8}。 在 这 个 区 域 上 应 用 Stoekes 公式 ,有 

| u(z)z o $ u( a )da' 

80 z'-—— mg z-e ds gm — gm 
一 一 | Bu dr Adz (zx — z), 


1o, Oz' 


这 里 我 们 应 用 了 关于 -Č 的 Leibniz 公式 以 及 D. 1 o, 
ag Oz 


4 s — cbe, REGRESO RAYS e o 0 时 为 


?= 
— lim; | ula + Eee)d0 = Juiu(2) = 2niu(x, y). 
E0 ;0 


RALA BI SE SEI E, 

对 于 解析 的 s, 对 wds” 应 用 Stokes 公式 , 即 可 得 Cauchy 积 
分 定理 ,对 ws(z)dzjx 一 * 应 用 Stokes 公式 即 得 通常 的 Cauchy 
PHAR. | 

以 上 我 们 为 证 明 简 单 起 见 ， 用 了 过 强 的 假设 : «在 总 附近 属 
于 CC， 实际 上 在 可 以 应 用 Stokes 公式 的 条 件 下 ， 可 以 大 大 放松 
对 “* 的 光滑 性 变 求 . 

4. 热传导 方程 和 Schródinger 方程 的 基本 解 。 上 面 我 们 对 
一 部 分 变量 作 Fourier 变换 而 化 为 求 常 徽 分 方程 的 基本 解 癌 i, 
这 个 方法 对 热传导 方程 等 等 也 是 适用 的 ， 

对 于 热传导 方程 ， 其 基本 解 也 应 该 是 适合 以 下 方程 的 组 增 广 
多国 数 Elt, 7), x € R^; 
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A — AE = 8(x, (0) := 86x) 608 (0, 
i 
H r tE Fourier F, A 
BÈ + spi — e0), 
它 的 唯一 缓 增 《对 " EMRE 
Êe, E) 一 HO)expC— AEP . 
对 到 作 逆 Fourier 变换 ,并 用 Gauss 通 数 的 道 Fourier 变换 公式 。 
RMA CHA (2.1.6) 
Elt, x) 一 Qi y "?HG)exp( 一 Ix l?/425. 

于 此 HG) 的 出 现 值 得 注意 ， 这 说 明 我 们 只 能 解决 1 220 4] 
的 Cauchy 问题 。 这 是 很 自然 的 , 因为 热传导 是 一 个 不 可 道 过 程 . 

而 对 于 Sebridinger 方程 之 基本 解 


1. 2 AR=5 ODC), (2.5.20) 


XEXx (E Fourier 变换 后 有 
n^ BE |. igi = ai), 
因此 可 以 得 到 和 它 的 一 个 解 
É(r, E) = H(Dexp(— it| E]. (2.5.21) 
BEXT 5 3EAERISRRS BS EA BE HI (2.1.50 采 计 算 EG, x), 为 
.J5, JS] ATE SEEN T exp(C— el EID HFE 
B.C, E) = 1HCOexp(— (Ce +t iD EID, (2.5.22) 
Melo0H, EG. EEZ WH e> 0N CES HREF 
ÊC, E) AHE Fourier 变换 EG, r) MERAT EC 
x). 而 由 (2.1.5), HRR Gauss. AA Fourier dp 53e 
有 


E.G, £) = ie” HU) | etesoC— (e + i6 Dat 
= iy” HO{ | expC Ce + itga} 
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- expC 一 lrl /4Ce + i) 
— ilay "(7 "" Cli(nexp(— [xl /[420, 
c= (fap an] - ca - ovx. 
因此 有 
EG ,x) = HG) at) "^ 
- exp (一 i(n — 2) z 
. " exp( — [x |?/ 422), (2.5.23) 
5. 波动 方程 的 基本 解 . 对 于 波动 方程 


P'E 一 AE = B(x)G8(2, 
Br 

对 *# 作 Fourier 变换 后 将 有 二 阶 常 微分 方程 
3 e ELE 一 5CD。 


用 前 面 的 方法 将 有 支 棠 在 二 关 0 处 的 基本 解 
ËG, E) 一 HG) sin GIRDER 
LL EGS2EdES «ochBx 
E(t, E) = — HC— n sn G]ED/IEI. 
因为 É.G.t) 对 于 EE R* 都 不 是 可 积 的 ， 在 求 Er, x) 
时 又 舌 要 如 Schridinger 方程 那样 引入 收 皱 因子  exp(— elEI) 
(e > 0), ME: 


E.G, 2) = Q2) lim | exp ix — el EI) E Ce- 848 


= G7 | eoGiDE G, EME GEXD 


= Qxy7n0) || xo x = 十 Li D) 


— exp(i( E, « — HI 2)| 35 HE É (2.5.24) 
这 样 的 作法 有 一 个 基本 的 弱点 就 是 我 们 把 空间 变量 x 与 时 


s.t24* 


HER: 截然 分 开 了 。 但 是 和 热传导 方程 铺 况 不 同 , 在 被 动 方程 
情况 下 ,这样 作 是 不 自然 的 。 众 所 周知 ,波动 方程 在 Lorenz 变换 
下 不 变 ,而 最 重要 的 Lorentz 变换 如 
Yi 
ri = (B+ rv 1—g, (2.5.25) 
z; = ris 1> l, 
EWR E rhib Ed[RISSESIRIEETRRAVARJTAEXERS. DÀ 
此 ,在 求 被 动 方 程 的 基本 和 解 时 , 我们 应 对 * 和 z 同时 作 Fourier E 
H, BHE 
| £,6, 0 = e£, 04 


= h enin GE Dads. 
这 昌 的 积分 又 是 发 散 的 ， 因 此 ,又 应 理解 它 为 
让 er 一 人 eC im — en sin CE Dar MI 
当 e 一 0 十 时 的 极限 。 然 而 


EE) = zi (7 eso = ire — ie — EDI 
— expl — ir(e — ie + 18|)1)4e 
一 一 了 tr — is — |El)“ 
— (r — ie t EDI 
= — [r — is — lE]. 
因此 Alr, E) 是 以 下 的 理解 为 9' 托 扑 中 的 极限 
£.(,5)—— im [Cr — iy — IU T". (2526) 


如 果 把 这 个 极限 形式 地 写作 IU 一 [EUI", 则 在 波动 方程 的 
特征 锥 面 v 一 |#| 一 0 上 它 有 很 高 的 奇 性 .我们 将 会 看 见 ， 特 
征 欠 面 的 存在 是 求 基本 解 的 基本 困难 所 在 。 这 个 钾 面 是 如 此 重 
要, 而 且 在 物 至 上 有 丰富 的 内 涵 ,我 们 将 在 波动 方程 的 情况 下 称 之 
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为 " 光 锥 *， 而 其 + 0 89-- PEEROSBHIE GE. 53 og IRIXÉ 
$. 

现在 我 们 回来 求 7’' 中 的 极限 (2.5.24), i, RAZA 
Parseval 等 式 (2.1.18) (但 其 中 的 (2) "现在 是 (22) 7D. 注意 
$ixp3cf ER g(x)， 


Ko - [orsa 
= | e io( xax 
= etos, 
于 是 对 实 值 的 ph, x)e CRT) 有 
V La c x -r-l im gir, E)drd£ 
(Gs 47 Qu) lim i (r — is — |g” (2.5.27) 
ix 8341x383 TERRA P ERE, 解决 问题 的 出 路 
是 把 r，# 都 看 成 复 变 量 , 而 利用 Cauchy xE3SprdE BiU ERA. XX 
时 , EWE) ir, E) X4 [mr = Const, Imë = const 时 对 于 Rer, 
Re# 2AERMORE ENS. Dd. WRR Gaus 函数 的 Fourier 变换 
那样 对 v € (— 00, 00), d€(—90, 02) (10 1,770) AER 
分 路 径 到 Imr = — LE Ím ij = — bj 上 ,并 记 五 一 【二 ` t. 668), 
有 


一 -ami qs [ pic — ia, E — ibMrd£ 
(Er, P) = — (20) lim fi G- io — ig) —(£ — by 


一 (a) $C — in, E — ib)acds 
= — (2x) Jj (r — iay —(E—iby" 
这 里 a 之 0，(# 一 57 一 D (ah 为 了 使 这 里 的 极限 合 
法 ,只 需 后 式 分 母 不 为 6 即 可 .但 
Cr — iay — (E — ib Y = r? — |E) — GG lel) 
— ilar + bE). 


£UESCT 0, 就 必须 
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a A sh 

前 式 未明 矢量 (0.50, (a, — 5) TE Lorentz — OHIO S8 BRI 
上 , 若 Ca, — P) EAA A, C, D 也 应 在 前 向 光 锥 内 。 后 
ARE (t, E), (a, — 5) 是正 交 的 。 介 是。 在 前 向 光 锥 内 不 会 
有 于 个 正 交 的 向 量 , 因此 , 只 要 r — lel > 0 (RE (o, — 2) 在 
前 向 光 锥 内 ), 则 上 面 的 讨论 表明 

定理 25.2 取 (a, JERY H as — lel) 0， 则 波动 方 
EUER E, r) Er ALAR 


-— 一 下 -时 Plr — iag — ib)drdE 
(Es, P) 7 — Q7 [| Pii IS, 


pe C; (BR'f*), (2.5.28) 
EMRE EEN, DITEESUXOR SOR MEAE BLOSHUR 
的 ， 现 以 波动 方程 为 例 来 进行 这 种 讨论 。 为 此 就 需要 对 Lorenz 
变换 作 一 个 扼要 的 介绍 . 
设 有 其 两 个 时 空 澡 标 # 一 人 n,n) 与 = CFs hs Yis 
»2 《为 简单 计 ， 我 们 将 Sc 写成 nm 与 %) 一 个 非 线性 变换 了 一 
Ax, E 
xb— d — ri — xi (x, LX) 
—y, Ly) 
= 4 — yi — Xi — y 


1 
zi I | ean 
一 1 


就 称 425 Lorentz 变换 。 它 必然 也 保持 相应 的 双 线 性 型 《x',， 工 x》 
AGE. 这 样 的 4 必 为 非 民 的 ,因为 若 有 某 个 加 便 4x, -- 0， 则 对 
y x 有 (4x. LAL) =x, Lu) = 0, 从 而 Lx 一 0. 但 上 
是 非 异 的 , 从 而 可 一 0。 很 容易 看 到 全 体 Lorenz FARES , 
称 为 Lorenz 8. 

一 切 Lorentz 变换 均 申 形 如 (2.5.25) 的 变换 与 空间 变量 的 
〈 获 义 ]) 正 交 变 换 与 反射 变换 组 成 (证 明 见 H. P. [lerposcxaii[41). 
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这 些 变换 的 行列 式 均 为 土 1， 因 此 一 切 Lorentz 变换 的 行列 式 均 
为 1 或 一 1。， 行列 式 为 十 上 的 一 切 Loremz 变 移 之 集 记 作 fa 
TES ID. 
££. 是 s) drag JCEPBCRGRRUGEABREXRU-T BÉ. 实际 
上 £g. 中 之 元 均 由 偶数 个 反射 ,若干 个 对 空间 变量 的 ( 获 义 ) 正 交 
变换 省 们 都 保持 前 向 活 锥 内 域 不 变 一 一 与 若 于 个 (2.5.25) 型 
的 Lorentz 变换 构成 。 后 者 当 ?了 一 |f >00, r2 0 时 必 使 
妃 一 人 这 9 £690, 6€ — |x'!*z-0 EBR AA :一 
|x |7 )P-— [xp L9 E 6040 WE E p —0ige—: 
«0, d pl P 2 2/6520, BB (£8 — D à — Ix[* 0, X 
与 l8l «1 FE. 
在 本 章 $ 1 中 讨论 了 Fourier 变换 与 非 民 线性 变 多 的 关系 
《 式 (2,1.13) )， 设 有 非 异 线性 变换 T; R'— R^, EIE pE 
£^, RIEN QU = p(T), WOAR «ec 57” 在 非 异 
线性 变换 了 下 变 为 uT 如 下 : 
《ar p? = |det T |4u, gp" *) (2.5.29) 
CHL28— 3€). RIA «TAI Fourier ÆR, div s^ 在 e 中 称 
密 ( 或 由 S7 之 Fourier 变换 的 定义 ) 有 i 
PAED, = |det T|2CT36). (2.5.30) 


今 证 

定理 2.5.3 E,EZ, 下 不 变 . 

d. 任 取 TeS, RIAIR (ESQ) — (EL pT’ 
GE de T — 10), B (2.5.28) 
(00 (Er QI)? 9 — Quay 

(CT r — ia, E — :£2Y) 
ny C4 
这 里 我 们 应 用 了 《2.1.13)。 现 在 作 变 量变 换 
'Cr' , £') 一 "TU, E), 

它 当 然 仍 是 Lorenz 变换 , 设 (a,5》 在 其 下 之 象 是 Ca, b) 则 
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有 
一 一 
三 与 它 相关 的 双 钱 性 型 也 是 不 变 的 : 
t'a! — (E', b) — va — (E, P). 
因此 
Er — iY CE — iby — (G7 | | 
— (a" — |E — lilr — CE, EY) 
= (r? — |E) — Ca? — |) — 2iGo — (0D) 
== (r — iay — (E — ibYy, 
将 这 一 切 都 代 人 上 述 积 分 式 , 注意 到 [de'T| 一 上 有 
(E,, (p 7 V) = — Quy" 
cer ET D: 
= (Es, $4) 


而 定理 得 证 . 

贝 此 定理 抒 可 证 明 下 述 重要 结果 : 

定理 25.4 E, x SR dex, 

证 ， 由 (2.5.24), 已 知 当 :< 之 0 时 E, — 0. EHER T€ 
LESE MA EX 在 + 之 0 时 也 为 0, 从 而 BE} 在 T™{r<0} 
中 为 0。 在 前 向 光 锥 外 任 取 一 点 P， 过 原点 必 一 个 超 平面 使 P 与 
前 向 泡 锥 分 别 位 于 此 超 平 面 之 两 侧 ， 先 对 空间 变量 作 一 正 交 变 
换 ， 使 此 超 平 十 的 方程 成 为 lx 十 :一 1， 出 于 它 在 前 向 兴 锥 
Zb, A ereo 而 lei 令 有 一 4 而 作 Lorentz 变换 
(2.5.23), iX EXE HER r = 0 而 P 位 于 < 之 0 kb, 从 而 E. 
iE Pp» 6, ERER, 

我 们 还 可 以 证 明 进 一 步 的 结果 : fas RIHE EOS EERXX HI, E. 
的 支 集 在 前 向 光 锥 的 锥 面 上 ;而 对 任意 空间 维 数 ， 了 4 的 奇 支 党 也 
在 前 向 学 铁 的 锥 面 士 。 证 明 可 团 F. Treves(3]. 

6. Laplace 方程 的 基本 解 ， 工 面 我 们 利用 了 波动 方程 在 Lo- 
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rentz EA FARE ERATRHE $i fk EE om 维 Euclid 2s 
[HR] EFE # 27 2) 中 Laplace 方程 的 基本 解 时 就 应 利用 它 在 亚 交 
群 O(») 《这 里 的 正 交 变 换 是 非 获 尺 的 ， 即 包含 反射 从 而 其 行列 
RA x1) 下 的 不 变性 。 对 As — 5 (ue S’) lE Fourier 变换 后 
有 


一 l Pa — 1, 
从 而 
&(5) = — 1/ (5, 
HE, 2 E—OFUEBIAAH SE, (B n 2 时 是 可 积 的 ， 但 在 
lil — cæ Bj, AG) 下 降 的 速 谋 不 够 快 ， 因 此 虽然 是 SZ 17 XR 
数 , 却 不 是 在 Re 上 可 积 的 。 因 此 在 求 其 逆 Fourier 变换 时 ， 可 引 
ARRAT exp( 一 e151， 而 得 57" 中 的 基本 解 为 
一 -a j; is-ug: dE 
ula) = (22) lim Í e ec ipi 
对 任意 面 定 的 *， 令 * 二 1z|， 可 以 作 正 交 变换 x' 一 Ax 使 x' 一 
(r,0,:--,0). H% 
xb = (Ax, AE) — 5m — rm, 
而 1481 — Inl, [de A~] — 1, i 


uÇ) = Q2)7* lim (eruo fal? = UCr), 


因此 基本 解 是 * 的 函数 ， 但 是 若 sx) RIKAT r, WA 
Pa ^h -i du 
dr? f dr 


U(r) 应 适合 
TU -+ nt Ei 
dr? r dr 
A 2E =W, 将 上 式 双 方 秉 以 r 有 


= B, 


p -s Ton — rW = r I, 


因此 有 rw = cC gm 
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Ur) = Cri, n=, (2.5.31,) 
以 上 的 推理 只 适用 s2. 345—285, 我们 也 在 az) 一 
U(r) 的 形式 下 求 基本 解 ,将 得 
i 
PE 


EE 


U(r) — Cln 2 c 2, (2.5.31;) 


xe HER AD SS dS S um, 
余下 的 是 要 适当 决定 常数 C. 利用 
e) = | AU - pdr — c[ 人 dx, PES, n7 12, 


可 以 定 出 
C = ((2—n)|5*71) 7, n > 2, 
这 里 [S] xm 一 1 维 单 位 球面 面积 ,或 者 
C = —(2)"5, n=2, 


计算 时 只 需 利 用 一 个 仅 含 7 的 试验 函数 poes BIST, 详细 的 
pe 99 l 
7, 一 般 常 系数 线性 地 微分 筑 子 的 基本 解 . 上 面 举 出 的 许多 例 
子 给 人 人 科 一 个 信心 , 即 常 系 数 偏 油 分 算 子 PD) 必 有 基本 解 w: 
P(D)w = 8, 
如 果 我 们 暂时 不 间 s 是 什么 样 的 广 久 了 一 数 而 暂时 只 是 形式 地 
从 事 的 话 , 则 在 作 Fourier 变换 后 ,占有 
ACE) = 1/P(&), 
u(x) = (2| raid Gy (2.5.32) 
这 里 有 两 个 问题 : 一 基 在 什么 广义 函数 空间 中 求 基本 解 ?》 一 是 如 
何 处 理 PCR) 的 零点 ? 关于 后 省 有 几 种 不 疝 的 处 理 方法 ， 例 如 用 
Cauchy .定理 改变 积分 路 径 ， 如 上 面 讨论 波动 方程 时 所 昨 的 方法 ， 
甘于 了 此， 读者 可 以 参看 Hirmander [2]。 但 是 下 面 我 们 将 介绍 B. 
Malgrange [1]. 的 方法 ,他 求 出 了 D'R 中 的 基本 解 ， 关于 o” 
基本 解 的 存在 ， 可 以 参看 Hirmander [16] 〔 同 时 应 该 说 明 。 工 . 
Ehrenpreis [1] 与 B，Malgrange 瑟 相 独立 而 瑟 差 不 多 同时 证 上 明了 


< 下 了 1 


基本 解 的 存在 ). 

Malgrange 是 在 多 (HR")》 中 求 出 基本 解 的 。 这 里 got 
(ROY 是 R^ Ei» 十 1 阶 广义 函数 空间 ， 好 CI R 的 对 侦 空 
[E], HAARE Banach 空间 COK) (RERE KER 
TEEORUE «-1BpESE XA SRIGOEEOS WIES" sup 


*E K,lal anl 


151》 的 妇 纳 极限 拓扑 , 即 一 串 pe CV ORO ETT 0 RURAL E 
一 全 7 开始， 当 i29 J Rd. suppg;CK 且 leg — 0, 当然 有 
D'R") > WR. 

Malgrange 定理 的 证 明基 于 以 下 引 理 ， 

319] 2.5.5 设 /CO ERAMA | 所 1 ERES, PO) 是 
myYK£Jx Pe) = az” bz" cboee(a-0), WA 


lafC0)] «i 7 (f ?)PCe9) 20, (2.5.33) 


. PG) — da" d Ban? + ss LG) 一 "5 (i), 则 
FO) — a, IPC] = (FC), H Cauchy 积分 公式 有 
PFIOIESUOJIO! 
= ib reset 


i (^ T ie 
<E [IPC le, 


3X 2.5.6 令 jo SERA, P) 同上 , 则 
lafC zl s UPS DPD. 


证 对 plo — ilet m), PE — Plet n 应 用 引 理 
2.5.5 即 得 ， 
定理 25.7 (Malgrange) Re 上 上 的 汕 系 数 伪 微 分 算 子 必 有 基 
AME EcIZUUU. 
iE. UFI PAE T íB di 7E RS] FREE PE NE dg E 
题 的 例 。 它 的 基本 思想 是 ， 由 于 
{PT p) — (T, Pp), TEBIR’), pe PR), 
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IEPEPEST.RT-E 《基本 解 ) 由 于 PT-—PE 一 5 将 有 

p0) — (E, Pp), (2.5.34) 
因此 , 若 能 证 明 CO) 是 "Po 的 线性 泛 范 ， 则 互 的 存在 得 知 ， 为 
此 ,首先 应 证 e(0) > Po 是 单 射 , 而 由 于 0 是 R" 中 的 任意 点 ， 
我 们 进而 证 明 pi> ‘Pq 是 单 射 但 这 是 容易 的 ， 因 为 在 作 了 适 
当 的 变量 变换 后 , 记 R” 一 0,0) 必 可 使 


‘PCD) = DF 十 $, ECDDT 5, 
k-i1 


PD) 是 Do 的 下 阶 算 子 ， 若 对 某 个 pe DCR"), "Pp — 0, 
由 Fourier 变换 应 有 PEPE) 一 0， 从 而 pE 9 0, (m 
0。 黄 次 应 该 考 辣 PAR) ( 它 是 (Rh) 的 子 空间 ) 上 醋 以 何 
种 拓扑 。 现 在 我 们 赋 之 以 某 个 CEORT) 拓扑 着 能 证 明 (2.5.34) 
是 连续 线性 证 六， 则 可 用 Hahn-Banach 定理 可 将 (2.5.34) 扩充 为 
Cb 上 的 线性 浴 函 ， 从 而 PE 一 53 在 UMOR PARERE 
(当然 若 能 证 明 "Pap — 多， 即 全 为 单 全 射 ， 则 不 必 再 用 Hahn- 
Banach EH, MA AFRA EEA CP)C 是 连续 映射 , 从 而 
(2.5.34) 是 名 E BOE AREE RR, — 这 是 证 明 存 在 定理 的 一 个 典型 手 
法 .可 惜 我 们 现在 不 能 证 明 P: o — E 是 一 个 全 射 )， 

为 了 解决 以 上 提出 的 问题 ， 我 们 进 人 复 城 ， 记 二 一 《5 +)， 
fr 一 十 十 四 一 可 士 国人 一 1 n l), 并 设 eG» 是 
PH Fouricr-Laplace 变换 。 于 是 ,由 Paley-Wiener 定理 , (1) 是 
:的 整 函数 ， 而 90D (RS RARAN, H Fourier 变换 
公式 

(pC) < (2e È 16, iM 


<A [OH Ja le 
+ lalt) dE'da, 
A = sup OV A 二 | 
uu 
+ lëna t o e D. 


ESL 


现在 来 估计 上 面 的 4。 RIES, AAE 为 参数 ， 则 e, 
T), £5 e,r), PEE vr) WETHER. AEIR T 
的 多 项 式 PG’, r) Ca — 1). KAR 2.5.6, ViA 


L&G | sup. [PO's 29 021, 
LEE L S sup. TET PE DOE Dis 
Int $07, a| S sup [e POE re, v2]. 
但 是 
"P.I, 一 [. eTEN D x, ()dx'di, 
注意 到 + 一 十 iy， 有 
(— VEG DPED «T eP, D6ds'dr, 


Ur PE, 9G 01 «|, "IDF 
s'P( D)p(s', ()udx'dr, 
ort PG BE, r) | entr 
s" PCD ye", 1)| de de, 
但 * 一 请 一 入， 所 以 上 面 三 个 积分 中 1>| 1. ARETA 
4 


Pol + | D7” Pol l aea. 


证 ‘Pp = p, Wpu—meodx cv 中 趋 于 0 时 ，4 一 4， 从 而 
(2.5.34) 确 为 PE LRA CU 之 折 扑 后 的 连续 线性 泛 销 。 定 
理 证 毕 。 
8. Hans Lewy 的 例子 有 了 基本 解 Et 多 ' 以 后 , 常 系数 
偏 微分 方程 
Pu =f, JE D, 
EDY fe KU 时 必定 有 解 uc Ekje QU. 利用 一 的 C* 分 割 


EELE 


XODEEARBS fSYECGECOTOD 4" 广义 函数 函数 之 和 ,因此 , AEH 
程 局 部 更 总 是 有 解 的 。 

但 是 上 述 方程 对 一 般 的 Pe em'(O) ok Oo) 中 解 却 是 田 
一 个 问题 , 详 见 Hirmander [16]. 

对 于 变 系 数 仿 答 分 方程 ， 由 Cauchy-Komanesckan 定理 知道 ， 
当 系 数 为 解析 时 , 上述 方 程 对 解析 的 了 民有 解析 解 存 在 因此 人 
们 长 时 间 虱 认为 具有 C” 系 数 的 方程 当 fe ec” 时 局 部 地 也 会 有 
C” 解 存在 。 所 以 当 Hans Lewy 在 1957 年 发 表 他 的 著名 的 ”无 
解 方 程 ” 的 例子 (这 是 他 在 研究 多 复 变 函数 时 得 到 的 ) [1] 时 ,确实 
使 世人 大 为 震动 而 认识 到 偏 微 分 方程 的 本 性 与 党 微分 方程 是 非常 
不 同 的 。 H. Lewy 的 方程 因此 可 以 说 是 开始 了 偏 微 分 方程 的 一 
个 新 的 时 期 。 这 个 方程 就 是 

zx +H iny de lile t = f(x, v, O (2.5.35) 


或 urt izu = È fa, t). 
令 0-í(x,y,0: Pty a, H] bl Ma, 5 ER 
小 ， H. Lewy 的 结果 是 : 存在 fe C~9) 使 (2.5.35) 不 可 能 有 
B uec) 存在 . 六 证 明 这 个 结果 ， 取 实 变量 oz 的 C gk 


函数 pP, r) 使 supp PC {CPs PH < pa, H «bj, 于 是 
以 plr, ys t) = dCp, t); prex t y HEAR, 因为 


qu B (o; = ipy) = Epps 
HE se CO) 是 方程 (2.5.35) 之 解 , 则 有 
(uu 十 izt, p) = 1i Cua t tzu, )Pdxdydi 


Ld 
2 (fe), 


亦 即 
一 (zu, paip) = 一 (&, P: izp) 


= A Gp). (2.5.36) 
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在 极 举 标 〈*, 9) (HEX 一 £0) rb UR 5.35) RAG f 53e, 8 
均 无 关 从 而 仅 是 + 的 实 值 光 清 函数 ， 则 畔 史 也 只 与 Co, 0 HX, 


注意 到 dxdy = rdrd9 = i dodd, & 


U(o, 1) = 人 zudO , (2.5.37) 
把 它 代 人 (2.5.36), WA 
— " NI zu {wp, — fd) dpdðdi 


hb fa L a 
= — | È U TE idu) dodi 


再 作 分 部 积分 ,由 于 四 之 支 集 在 {0<p< a, ls| < 内 , 故 
N fc. + iU, — zf)ddpdi = Ù, 


-b jJ" 

由 中 之 任意 性 ,应 用 du Bois-Reymond 引 理 即 得 

U, + iU, = nf, 
再 记 og 为 XO 在 de) EBPCBISEX, WES V—U- 
zip 以 后 。 有 了 ,十 证 ,一 0， 从 而 了 是 edcindococa, 
l| m 上 的 解 函 数 。 因为 ux. yo D EO x ema. jE 
b LEŽ, zm U(p, 人 亦 然 ， HERREY UZAK UCO, :) — 0. 
因此 

ReV(0, 1) = 0, 
TENREM, VOe, OD 可 以 解析 拓展 到 ~a dps hje 
5 b. BH V(CO, o 是 :的 解析 函数 ,而 

区 (站 = V0, 1) 
也 是 #8 的 解析 防 数 ，fA) 一 2G) 也 是 这 样 。 这 就 是 说 ， 若 在 方 
$2 (2.5.35) 中 设 f(x, y, 0 二 有?) 仅 是 光滑 而 不 是 解析 的 , 则 它 
不 可 能 有 C 解 存 在 。 证 毕 . 

关于 无 解 方程 的 进一步 讨论 可 参看 Nirenberg [1],03] ,其 中 

并 有 详细 的 文献 。 
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£5 — £X Sobolev 空间 


$1. PAEA RRA y EA 


1. Dirichlet 原理 . +J tät, FERRER DO E orn fg 
一 个 重 天 问题 一 Dirichiet 问题 : 在 平面 区 域 9 中 求 一 调和 函数 
使 之 直到 20 为 连续 的 ,而 且 在 边界 88 上 到 已 知 函数 慎 ， 具 体 
地 说 , 即 求 


«(x, y) € CDN CHAD, GLD 
“ulao =f, | f€cCY*X89). (3.1.3) 


Gauss FIRMED TEERAA EAA. — Riemann 
在 讨论 这 个 问题 时 , 提出 了 著名 的 Dirichlet EUM. WH, JA 
(3.1.2) 是 所 谓 Dirichlet 积分 


HI) = fi Cal + ub) dedy | (3.1.4) 


的 Euler-Lagrange 方程 * 基 些 若 在 可 容许 组 数 党 
A = {uc C(Q), H wes Hy EL slao = f} 
中 有 mm 使 Ia) RARE, W e n Diriche 问题 之 解 。 实 
蒜 上 ,很 容易 看 到 ， 
Iau) > 0, sEA, 

因此 inf Iu) 存在 。 Riemann 认为 一 定 存在 某 一 个 函数 e iE 
I(«) 达到 共 在 4 中 的 下 确 界 , 从 而 使 这 个 下 确 界 成 为 最 小 值 。 而 
这 个 了 国 数 就 是 所 求 的 解 。1870 年 。Wreierstrass 对 Riemann 的 论 
据 提 出 了 本 质 性 的 批评 ?7(w》 在 一 个 函数 集 4 上 有 下 确 界 并 不 
意味 着 它 企 4 中 有 最 小 值 ， 因 此 不 能 断言 有 使 o0 达到 最 小 值 
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AAR «Qn. 9) 存在 而 为 (3.1.2)。(《3.1.3) 之 解 。 我 们 还 可 以 加 
上 一 点 附注 : 即 令 有 某 个 «6 4 使 TOD 达到 最 小 值 , 也 不 能 保 
WE m FUE EU (3.1.2), (3.1.3) 之 解 所 需 前 光滑 性 一 一 在 这 里 是 
要 求 we C(0)0CX2), Bib Riemann 的 论证 是 如 此 吸引 
大 一 一 它 具 有 紧 实 的 物理 基础 一 一 因此 尽管 存在 Weicrstrass 所 
指出 的 重 天 问题 , 不 少数 学 家 仍 力图 去 证 明 Dirichlet 原理 。 这 件 
HE Hilbert 在 1900 年 完成 的 .因为 在 Hilbert 看 来 这 个 问题 
在 数学 中 如 此 重要 ,所 以 他 在 1900 年 的 国际 数学 家 大 会 上 提出 的 
FAH 23 个 数学 问题 中 竟然 有 三 个 《第 19, 20 和 23). 与 此 直接 
AX. 后 来 的 发 展 证 实 了 Hilbert 的 预见 。 本 章 所 要 介绍 的 So- 
bolev 空间 理论 部 分 好 就 是 由 北 而 产生 的 ,市 成 为 偏向 分 方程 理论 
《线性 的 和 非 线 性 的 ) 的 重要 工具 。 在 这 一 章 里 , 我 们 将 从 广义 函 
数理 论 的 框架 对 它 作 一 个 简要 的 介绍 ， 至 于 详尽 的 讨论 可 以 参看 
Adams[1], 关于 上 述 历史 及 其 发 展 可 以 参看 F. E. Browder[1]. 
为 了 更 好 地 叙述 糊 贺 型 间 题 的 变 分 方法 的 思想 ， 我 们 讨论 一 
个 稍微 一 般 的 Dirichlet 问题 
— Au + iu — f, E QCR^W, i XIX, (3.1.5) 
f 暂时 设 为 属于 L0). iYüd 4 
«cg. 在 9 上， (3.1.6) 
Exi RIA rp DC dt Q BE PE ELTE DUE REIR ERE JG DIT EIE e 3E — 
TAR, 00 由 C7 起 曲面 (在 R^ 的 情况 下 就 是 一 条 曲线 ) 梅 成 
HÆ 80 的 每 一 点 附近 , o ETF 09 之 一 例 ， 
(3.1.6) 中 的 8 只 定义 在 80 上 . 这 对 以 下 的 讨论 是 很 不 方便 
的 ,因此 我 们 假设 8 可 以 从 89 充分 光 清 地 拓展 到 G 上 而 为 区。 这 
样 。 我 们 就 可 以 将 《3.1.5)，(3.1.6) 化 为 一 个 齐 次 问题 : 令 U 一 
# 一 让， 则 有 
— AU-cFiU—F, F-—Íf-MAg-— 48, (3.1.5) 
Uic 809 上 为 0。 (3.1.6) 
相应 于 它 的 Dirichlet 积分 是 
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TCD) 一 n [> (S9y 十 iU dx + | FU dx , (31.7) 


fzi Dr 
而 由 积分 的 形 效 以 及 边 值 条 件 (3.1.6)， REX SIZE YT BER OG 
4 —iU; DUE L'(Q), Ja] < 1,0 |as = 0}, 
WR FRE L'CO) 中 的 话 ，1{U) 在 4 上 又 是 下 有 界 的 。 因 
为 对 性 意 充 分 小 的 常数 e 0. 恒 有 


| FUds > 一 | iFUl dz >i] (U|? dz 
fr n 2 Jn 


所 以 


— 2 à 一 
zm z f dr E A 2 zm oJ. 
Bi inf Iu) 一 2 E-MAI, RATAR U, 使 U.) 


—4. NEU, 在 某 种 范 数 下 有 极限 U。 的 话 ， 则 不 妨 认 为 Us 
就 是 Dirichlet 问题 《3.1.57，(3.1.6') 的 广义 解 -一 - 强 解 ， 由 
TD) 的 定义 ,这样 的 范 数 应 取 为 


ivl. (f, S5 umo as)". (3.1.8) 


它 是 一 个 范 数 是 明显 的 ， 由 此 ,我 们 引信 一 个 空间 
定义 3.1.1 
H(G) = {gy; wc BAO), D'u € L'O), jal « 1). 
(3.1.9) 
这 里 的 D'« 是 广义 通 数 意义 下 的 导数 ,这 样 规定 ,保证 了 
定理 3.1.2 Ha) 是 一 个 Hilber: 空间 ， 
Wr. P(O) 是 线性 空间 是 明显 的 ; 而 且 由 我 们 关于 范 数 的 规 
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XE , LERLPIRZU 
(un, o) = | > Du- Dv dx. (3.1.10) 


teyat 
这 里 我 们 仍然 遵循 本 书 的 规定 ， 用 《<,》 表 示 Eudid 配对 ; AG) 
表示 Hermite 配对 ，。 
现在 余下 需要 证 明 的 只 是 Ao) 的 完备 性 ,因此 ;到 H'CO) 
中 的 Cauchy 序列 (wl, dapi H'CO) 中 范 数 的 定义 ,有 


lu; — «llo 9 ||- Qu — wi) 


ðr; 
但 由 ZL2(9) RH, ABAE f fi(i 3,2) 属于 
LXO) E uj f, oli ( 均 为 在 L'(O) 和 但 对 于 广义 
函数 (0) 之 元 的 为 D0) XBR), È- 是 连续 映射 
RHEE LERET f =- i ME "un is. 


以 上 我 们 就 范 数 (3.1.8) 的 形式 定义 了 空间 H0), BÆK 
BE Dirichlet HE (3.1.5), (3.1.6) 时 还 需要 考虑 到 边 值 条 件 。 实 
ERE. 我 们 所 用 和 的 可 容许 函数 集 的 定义 中 就 包 侣 了 条 件 O6), 
因此 当 我 们 求 广 闵 解 时 ， 世 就 应 要 求 它 “广义 地 ”适合 边 值 笨 件 
(3.1.6 7)。 为 此 我 们 再 给 负 一 个 空间 

EX 31.3 CFC9) 在 范 数 (3.1.8) 下 的 完备 化 记 为 空间 
HO). 

REIRAS Hi(O) 中 的 元 “广义 地 "在 890 上 为 0. 

至 上 比 , 原来 的 Dirichlet (g (3.1.5), (3.1.60 《至少 在 FE 
L0) 时 ) 化 成 了 一 个 变 分 问题 : 在 HQ) 中 求 一 个 元 使 IQ) 
达到 最 小 值 ， 

2. 变 分 问题 的 弱 形 式 . 解 的 存在， 上 面 对 问题 的 提 法 有 一 个 
明显 的 缺点 ， 即 假设 了 FELO. 事实 上 ， 我 们 既 已 限制 在 
CO 中 讨论 Dirichlet 问题 《3.1.5J)，《3.1.6)。 则 将 了 充分 光 消 好 
从 89 上 拓展 为 8 上 的 8， 应 该 自然 地 理解 为 作 一 个 FEO) 
使 在 基 种 意义 上 lere 《这 里 说 某 神 意义 是 因为 HO) 中 
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之 元 并 不 一 定 足够 光滑 ,以 至 于 可 以 定义 它们 在 88 上 的 限制 , 这 
个 问题 将 在 本 章 迹 定 理 一 节 中 讨论 )。 因 此 , 即 令 fe L*(9), F= 
十 Ag 一 站 只 是 一 个 广义 函数 。 但 是 ， 这 个 广义 函数 有 特殊 的 
性 质 : 任 取 pe COED) 


Go) | G- Doa 


-f 57 SE 99 dx -- 
B" Orj Br “ 


HER I- h 之 定义 
KF, v? «Clloll. 
Bib, CF, p》 可 以 拓展 到 Hi(Q) b. 由 此 可 见 ， 不 但 有 FE 
多 0)， 而 且 F 还 属于 作为 '(20) 的 一 个 子 空间 的 LHKO)] 
(BB BKO) 之 对 偶 空 间 ) 中 ,这 里 . 
LHCOD = BO), (3.1.11) 
HO) 的 对 偶 空 间 我 们 记 作 H0), BEER HEF M 
Ha) 中 究竟 包含 些 什 么 元 素 ， 
定理 314 


HD) - 1s Y 9h, her). C3.1.12) 
Pea UXj 
证 . 对 于 peZ), RA 


(o E o)l- be Ent] | 


Jar Ox; Pei 
< Clips 
BEA AM Es 可 以 拓展 为 BK9) 上 之 连续 线性 泛 函 ， 即 为 
i=i 


[BO = H'(Q) 之 元 ， 因此 (3.1.12) 之 右 方 包含 于 其 左 方 . 
反 过 来 , 设 Tea), WA HO) 是 Hiber 空间 ,其 对 侦 空 
[BBD2S3E E] Bp e fe HiCO) 使 

(p. ih —(,.9), 
这 里 内 积 Gh ZEAL (3.1.10), (ES f. RT" NARE F BS 


«iilo 


XEM L'Oo) ARA (3.1.10) 有 


(o. b-q x ef acte]. 


= | ptl — AX dx , 
这 里 (1— AM 是 一 个 广 久 函数 ， 伐 人工 式 邵 有 
T-Q0-2a-i > -(— 9P) 


jc, Oxj x; ? 
因为 1 与 ÂL 均 属于 LO), WOO] GUIDED. X8 
iH. 

这 个 定理 实际 上 的 意义 是 :FMK9) 之 由 (C3.1.10) 确定 的 拓 相 
之 对 侦 空 间 由 Riez 定理 原来 即 其 本 身 , 现在 又 指出 MOH 
赂 地 说 即 L* 函数 之 不 帘 于 一 阶 的 导数 之 有 限 和 ) 也 是 其 对 侦 。 这 
就 是 说 在 Hi(0) 与 H^ (0) 之 间 有 一 个 典 则 的 等 距 共 锋线 性 F 
构 。 而 且 由 定理 的 证 明 可 见 , 这 个 同 构 是 由 一 个 微分 算 子 1 一 A: 
ECO) > H^(0) 实现 的 ， 为 什么 对 HO 的 共产 空间 要 采用 
H(G) Ve» 这 是 因为 如 果 用 [HO)] = Ho), 则 HCA) 上 
的 线性 泛 函 的 形状 只 能 写成 (3.1.10)， 而 在 采用 HD 后 E 
函 的 形状 可 以 因为 HO) Æ Z0) 之 于 空间 而 表示 为 
g(a) 与 P0) 的 配对 . 

现在 我 们 可 以 提出 Dirichlet FE (3.1.5), (3.1.6) 的 弱 形 
AT: 求 一 个 VEHO ENER FEH (O 有 (一 入 十 
DU =F, KERER ec CECO) — 2(0)) 有 

W, C A 9) — C, 9). (3.1.13) 
这 就 是 变 分 问题 的 弱 形式 . 

为 了 解决 这 个 问题 ,由 其 右 方 的 形状 得 到 窒 发 ,我们 应 该 抑 讨 
论 其 左 方 在 H0) 上 所 建立 的 拓扑 结构 。 然 后 再 借助 于 以 上 的 
SEENE, | 

实际 上 ,利用 广义 函数 的 性 质 
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waron- [3 90 Pe Lug] n, 


这 当然 也 是 一 个 内 积 ， 而 且 可 以 拓展 到 HO 上 ， 记 此 内 积 为 
Ga ETE HO) 上 规定 一 个 拓扑 线性 空间 构造， 现 证 

定理 31.5 25 2127 & 27 0， 则 范 数 (,)s 58 C2. 等 价 。 

I. RERE 


GG LG. 《3.1.14》 


Wp, Mp 4 一 1 R} C.) BP (3.1.10) 中 的 (小 。 但 我 们 已 
4l, noo) 与 HA) REFERRER A, Ha) 在 
RLAR Gh 时 也 与 HCO BE HREAN, EAER TE 
唯一 的 口 适合 (3.1.13). 

以 上 的 证 明 中 ,不 等 式 (3.1.14) 起 了 关键 的 作用 . xut 
是 说 : (u,a) 是 正定 Hermire 形式 。 因为 若 4 > 1, WP s= 
可 得 E 

CHO I Ce, t)i; 
而 车 i-i, WRX, 1201 XH 
Cee, wu), S A7 t, a. 
IE EN 
(n, uu zm eel, c0. (3.1.15) 

这 种 形状 的 不 等 式 是 所 谓 强制 【coercive) SR EEDSIE BEBE ISUE 
式 . 关 于 一 般 的 强制 性 条 件 及 其 在 柱 区 型 问题 的 工 * 理论 中 的 作用 
将 在 糖 圆 型 方程 一 章 中 讨论 ， 这 里 只 是 给 岂 一 个 框架 而 重要 的 具 
的 是 引信 一 些 重要 的 Sobolev 空间 : H'(Q), Hi(Q) 和 HCA). 


$2. Sobolev 空间 H7*(Q) 


1. 基本 定义 和 性 质 ， 在 本 节 中 OCR" 是 一 个 开 集 。 mdp 
节 中 指 一 非 负 整 数 ，1 «px 十 co. 
定义 3.2.1 
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(qn) = dise (9), Duc L^, lol mk 
(3.2.1) 
对 于 sE HO) AMEA 


isle.» = { 5 lD .l«P«-0, (122) 


lulla = SB De Ca). (3.2.3) 
这 时 ,我 们 有 

定理 32.2 H"*(0) 在 骨 认 上 述 范 数 后 成 一 Banach 空间 . 
当 lepa to 时， 它 是 自 反 的 当 ”一 2 时 ， 它 是 Hilbert 
空间 ,以 后 H"^(0) Bigi "(0). 

证 .首先 需要 证 明 的 是 HC) 的 完备 性 。 设 适合 lel 
m 的 # 维 重 指 标 4 的 个 数 是 入， 则 令 

H'**(Q) 3 a —- (Du uis, € [LCO) I™. 
"IDE H'(0) 与 Banach 空间 L'CO) ZARR LOD 
它 仍 是 Banach 空间 等 同 起 来 由 [L'o] 的 完备 性 中 可 
证 明 H'e(0») 的 完备 性 如 定理 3.1.2 — FE. Mom, H""(0) 是 
[L'COo)]" 的 团子 空间 ， 但 我 们 知道 , 自 反 Banach 空间 的 闵 子 空 
闻 全 是 自 反 的 《例如 见 Rudi [1], p. 105 Ex.1)， 所 以 H7^(0) 
S l«pc-co RAK. H'U(0) 是 Hilber 空间 是 自明 

HCO) 就 称 为 Sobolev 空间 . 

OBUXOEGE, HUU(Q) 当 p=] 和 coo RRR, TH 
证 最 的 许多 定理 这 时 都 不 成 立 , 这 一 点 应 当 注 意 . 

我 们 关心 的 是 HU(D) 中 究竟 含有 什么 样 移 元康 。 这 里 我 
们 有 

定理 3.23 当 1p BB, (DNC 在 
H*-*(Q) PRE. 

证 . 作 避 的 一 个 窍 竭 的 上 并 预 紧 开 子 集 序列 9, (一 0， 
1 全 1,2,..…) 
ER oB—^7- 2r ERR. MA 8 之 性 一 点 了 至 多 只 属于 两 个 a, 《因为 

EFIE 


XS PEQ AO o WW Peo, 和 Qi。 FAET ty 的 一 
的 分 割 15,}， 并 如 第 一 章 $1 那样 作 魔 光 核 A. UTR fi 
suppl, 的 e, $53 £3 &r4E OQ, P, MERTER v, = Pru n) 
Cue H^^(0)), RIE, r.e CICK). 但 仿 恨 第 一 章 定理 1.4.2 
可 内 证 明 对 任意 小 的 5, 当 86, 充分 小 时 

lD*(Qu — v.e < 277. 


Mnt d 
Iz. = rallo < 8277, 
8 是 任意 小 数 。 令 ov 一 > vu, AX suppr,C OQ, 中 。 所 以 上 述 


级 数 是 局 部 有 限 的 ,而 知 ecc"(O). SEKE OWE- ETIAM, 
Wi» 充分 大 时 De 5e, 在 天 内 均 恒 为 9， 因此 


US. f. | D*(u — v) |f dx pe 
< DIZ " (D(t 一 vy) |° dx " 
< E. 
因而 定理 得 证 . 


但 是 我 们 要 注意 ，p 一 二 % 时 这 个 结果 显然 是 不 成 立 的 ， 
例如 当 mo 一 0 Bj. Wea) — LC) 是 Q 上 的 有 界 可 测 函 数 空 
闻 , 而 c^He7(0) 在 工 "59) 的 拓扑 ( 即 除 一 个 0 测度 入 外 的 一 
致 收敛 性 ?下 的 极限 将 是 除 一 个 o RU RE E Pb £f 0 BERN M MTE 
"Jf H*"(0)- L*(0). 

2. 对 偶 性 ， 前 一 节 中 我 们 定义 了 HO) 并 且 讨论 了 它 的 对 
偶 空 间 ， 这 里 我 们 将 对 HO 来 作 同样 的 工作 , 因此 。 我 们 先 
要 给 出 

定义 324 C3(0) 在 H""(0) müsste CU n dn) 记 
作 HECO). Hz"(0) 以 下 杠 记 作 H?C0). 

HT*CO) 自然 仍 是 Banach 空间 : H7(O) 仍 是 Hiibert s — 
E, 其 范 数 仍 为 (3.2.2) 与 (2.3), 


+ 45> 


定理 3.2.8 id H7(9) 的 对 偶 空间 为 H (0), Ud 
H"*(Q)— Ire (9)， T- 2. Dfa, f.€ LG). 


(3.2.4) 
1,1 


这 里 Ispao, >l, 
[4 y 


WE. E (3.2.4) tr] nis FD RAR 
CT, u) = 5 f (— 1Y f D"u dx 


laga 


确定 HIU(O) BEDESEPEIPR. K2, ETE H7) 上 的 

ERREZ, 则 由 于 Hr (o) 按 范 数 (3.2.2) 是 Banach 空间 

[ 艺 皂 903]” 的 闭 子 空间 ， 改 由 Hahn-Banach 定理 ,可 以 拓展 到 

[L'CO)]" Ex TE [LO] 因此 有 一 个 单 全 射 
[HPO » Te {gas lo] & mre LEO)”. 

但 在 HvUCO) HAET C(O) LbGATGZTZPEOSRAARIDLSOU 


(T, 办 一 Da) pra d 


一 > jc 1)" Dga Cr) - u(x)dx, 


ILI] 

4 《一 Dig, = fa WI (3.2.4) 得 证 . 

当 po oo 时 ,这 个 定理 显然 不 成 立 . 

又 要 注意 ,给 定 了 TCH"(0) 后 ， 适 侣 《3.2.4)7 的 j 显然 
不 一 定 是 唯一 的 ， 因此， 我 们 应 该 在 HoUs(9) 上 采用 商 范 数 而 
有 

IT l-ma = "rn (x ll). — (25 

以 后 我 们 恒 在 HUs(Q) 上 采用 这 个 范 数 而 使 它 成 为 Banach zs 
间 ， 特 别 是 ， 当 p—2 Bj, «4 一 2， 这 时 我 们 就 记 H”) 为 
H(A), C f—^ Hilbert 空间 . 

这 时 自然 要 间 HH”*8) IOAPGSEDIESSARMEREIEST Hr) 
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(作为 一 个 复 Hibe: 空间 看 待 )? 我 们 将 在 下 一 节 8 一 R" 的 情 
况 下 讨论 这 个 同 题 . 

3. 岩 人 定理 和 有 关 紧 性 的 结果 . 在 $1 中 我 们 对 Dirichlet 问 
题 在 HO) 中 得 到 一 个 解 。 但 是 我 们 总 希望 能 得 到 古典 解 。 至 
少 需要 弄 洁 所 得 的 广义 解 的 光滑 程度 。 这 方面 Sobolev HAE 
理 是 最 基本 的 结果 . Wh C. JL Cosor [1]. 

在 叙述 有 关 的 结果 以 前 ， 先 讲 一 件 几 乎 明显 的 事实 : 3 we 
HP CA), 在 口外 补充 之 值 为 0, 得 一 阔 数 5 则 ge HCR”). 
事实 上 ,车 一 捉 u ECO), IE ,补充 wi 在 0 外 之 信 为 0， 则 
当 ji oo 时 ， 

le; — Bluem 一 He — ullar 一 0， 
所 以 Ze HU^(BRU). 因此。 以 下 的 结果 时 常 是 对 H"*(R") 来 讲 
的 ,而 对 HTO 自然 有 相应 结果 . 
定理 3.2.6(Sobolev RER) 设 1<p <r, L= lL, 


r E 
则 对 «ec £z (R8 
leot « | 


证 ， 先 看 p 一 1 的 情况 我们 有 
POT <| lle 


=a DP 
[> e, (3.2.6) 


| dzis — (327) 
Öri 


H 


Bu 
Ox; 


lal (II 全 


=i «c1 


I/R- 
dzi) . 


Be | gx;， 则 F;GO 与 无关， 应 用 推广 的 


arofa 


Hülder 不 等 式 


Jemen Ia lpn”, 


lop..q li, 
P. Pu 


a lifa 


将 上 式 分 别 对 xac. x, 积分 :而 以 同一 站 一 m Dm 一 一 
L, [FOr 为 pi(x)， 于 是 即 得 


leise: < (It | Be | as 
«x I > IE A (3.2.8) 
以 上 在 例如 对 e 求 积分 时 , 先 将 (| [8 au ax) ” 提出 积分 


号 外 ,而 对 其 余 因 子 用 Holder RKA. 

(3.2.8) B p= 1 时 的 结果 。 对 >l, H vl, 在 (3.2.8) 
中 用 lair RES XU Nb CHR")， 而 以 上 的 推理 仍 成 立 ， 而 
HEK [wt Gen, 


Ey 


nr G erre) 


< rja p» 


注意 到 7 一 全 一 2 一 2 一 1 pe 从 而 

VN 

Jee <r fae 1a [2] 2 
Y (Vis rocas) 24s. 


而 且 e —D- L (n — D? SEEK 


pi Õu 
X, 


n— P n— P 
PP mp, Zn 1 -1 工 一 工 一 工 一 工 , 因 
好 一直 a "n q P ud P 
此 代入 (3.2.8) 即 得 


< 了 5 || Bu 
li 大寺 D S81. 


将 (3.2.6) 应 用 于 C0), 双方 的 积分 改 为 @ 上 的 积分 即 
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reb G n i6 


可 . XB cr(o) 在 HCO) 中 稠密 。 所 以 (3.2.6) 对 Hit (9) 
也 成 立 ， 这 就 是 说 , 当 1AL 时 ， 印 2A9) 可 以 连续 地 柑 和 人 
在 LO H, THE (O), RADM H"^(R*) Fih. 3E 
意 到 这 时 车 weE HPC), U Dee HOO, le] 5 — 1, du 
反复 应 用 定理 3.2.6 即 有 
定理 3.2.7 d 全 一 和 > GEERS), W APR) 
(HT(Q)) ESKA E HARY (Ha) m. 
1 - = 1 — i — m mP " 
这 里 Lc p ous 特别 是 ,着 LL T> o, RE rt Qi) 
(GHr^(2)) 连续 地 媒人 在 LIR) (ea) 中， 
现在 余下 的 是 考虑 二 t Deco 的 情况 。 我 们 仍然 先 用 


cŒ) 中 的 元 来 讨论 以 下 的 估计 ， 再 用 称 密 竹 的 方法 得 出 有 有 关 
H"*(R*) (Hv*(9)) 的 结果 . 


定理 3.2.8 Em- >a 9«a«l, 则 wcHT"*(R") 


(Hi^ CQ)) 几乎 处 处 等 于 一 个 连续 函数 ,而 且 存 在 常数 C 使 对 +， 
?ER (z,ye€ Q) 


M — sty)| s Cllelacl« — »i*. (3.2.9) 
ur. EB. xe HACR), (HI GOJ), 但 (wm 一 1) 一 


TM >0， 因 此 由 定理 
327, P e LR) (LC9))。 这 里 Lel- 0-1, mg. 
x, r [4 "n og 
S|, < clulns, (3210) 

Y; MN 


用 o, 表示 以 原点 为 心 , e 为 边 长 而 各 边 平行 于 坐标 轴 的 立方 
LP 则 对 *€0, ULE ue CRB") (cria) 


IQ — u(0)| x f, PELO dt 


v 149" 


«LX eeo] a. 


双方 在 9。 上 积分 即 有 


i| «Gods — (0) | « E1 {utx) — uCo) tas 
p^ 25, p^ i8, 


1 1 
* pr f, di M 2i 


f 


1 [d 
< p"! NM > 


然后 用 + DAIR r: PRSE (注意 pcr), X EX 


r 


内 层 积 分 ,再 应 用 Hilder 不 等 式 即 有 


dx 


PAD 


Bu (x | dr, 
Ox, 


| n u(x)dxz — u(0) | a Cnt t 1 rade - ullao. 


因为 1— a + nir =1— nir =a, WE 
5 |o, 0ds — «(0)| < Cpilels.o. 

对 于 任意 的 x,»€0. $ |r — y] 一 p， 总 可 以 把 它们 改作 
边 长 为 的 立方 体内 的 点 (适当 选取 原点 ), 而 由 上 式 即 有 

| la — «G1 «& Cllul.oly — »1*. 

利用 COR) 《CPCO)) 在 H""(R") (HpP*(2)) 中 的 稠密 
性 : 即 知 定理 成 立 。 


定理 3.2.9 Hm—-—-kta, 站 为 非 负 整数 ，0 acc 


1， 则 H'"(R*) (H27(0)) ERRA C^ rp, 而 且 其 中 之 元 的 二 
阶 导数 运 合 指数 为 = 的 Holder Aft, 

证 。 将 定理 应 用 于 D'u, [8] — & Ba. 

我 们 自然 会 间 ， 以 上 的 结果 是 否 适 用 于 AA? 这 时 需要 
对 oo 加 上 一 些 限制 ， 关 于 这 方面 精密 的 结果 我 们 不 再 介绍 了 ， 
读者 可 以 参看 C. JI Co6oseB [1] 或 Adams [1]. Æ J. L. Lions 
[1] 中 有 很 所 要 的 讨论 。 
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E8841 t £R— 4-8 X CAGTLKCPERURE, RARAP, 

Sobolev 空间 随 * 的 增加 而 成 一 个 北三 的 序列 ; 
H9?(Qy5H'*(0)2. 2H" ^*(0y5H"^(032-** 
H(Q)SHV (0) D e e DH (0) HP" (0): 

因此 , 若 m, < m, GRADE ABI 
t. Hp (Q0) Hye (Q0). (3.2.11) 

TETEH, mH od x1. 现在 我 们 要 证 明基 一 个 紧 

HF. Mak. 我们 仍然 采用 本 节 中 一 贯 使 用 的 方法 , 好 用 Co CO) 

中 的 元 去 还 近 H CO 中 的 任意 元 ,而 且 还 近 序 列 的 作法 仍然 是 

本 节 一 贯 采用 的 截断 苇 磨 光 .。 然而 现在 我 们 需要 有 关 HP O) 

的 磨 光 序 列 的 一 个 更 精确 的 结果 : 

引 理 3.22100 4& O26 R' 的 有 界 开 集 ，J.twx) 是 第 一 童 中 介 
绍 的 磨 光 核 , a 是 p DRERI 二 十 二 一 1，1 Pe 十 oo， 
WEE fe Hr), mal A 

|J. f — Tanta; « Cellie lms. 
iE. AE je C2C(OD, WA 


fz + D-H = Xin 2-G oa. 
注意 到 对 任意 # 个 数 4 应 用 有 限 和 的 Holder KERA 
Ix s['«(21 tnr) 
# pA E 
= 19 Ys EP P 
(3i ar) 
e gP » EAH 
imi 
EL Y; f Sf. Cet yde 作为 4;， 有 
e Br, 
[fx t Y) — fG21? x n7 Dy qct 
foal 


地 于 村] 。 


cou 
双方 对 * 在 Re 上 积分 , 由 Fubini 定理 有 
llfCx + rY — fr) llir m an 5 PAM 
$21 


8i , 
Bx, 《xz 十 ean) 


öf p 
8x, (x + s)| dt, 


. f p | ERE + DP 
e Ra Oz; 


F 
da 


pt ND Oy 9f 
” 2, Ir IMIAO 


« st D PR 


故 当 plise 时 有 
Ie + 9») — leren x nello. (3.2.12) 
现在 把 这 个 结果 应 用 于 


IQ PC) — fz)| « | LGMfK — y) — FD dY 
«(| Uu. tur) 
(E ue -0- Kore)" 


Ve 


«es (| fC — n 
i 
一 feiay ) ， 
双方 对 x 在 BR" 上 积分 ,并 应 用 (3.2.12) 有 


lip 
IAO — flle. © eeN (fo v) 
= Cs||Jilzellfi..o. 
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将 这 个 不 等 式 应 用 于 DH, dab <mt, MESI CO) 在 
HPC) deas Boe 3 ek. | 

磨 光 算 子 是 一 个 卷 积 算 于 。 具 体言 之 是 具有 连续 核 的 工 ?一 
L 积分 算 子 ， 因 此 自然 是 紧 算 子 。 把 这 个 事实 与 上 述 引 理 结合 
起 来 , 即 得 著名 的 

定理 3.2.11 (Rellich 引 理 ) # m <m, WRAT 

t, HFPA) — Ho CQ) 
是 紧 算 子 。 这 里 OCR 是 一 个 有 界 开 集 。 

证 .在 本 节 中 我 们 已 指出 HO) 之 元 都 可 以 看 成 是 
H'""(R*) 之 元 , 且 其 范 数 不 变 , 因 此 有 一 个 等 虐 算 子 j: HCO) 
--H"^(R). 4 了 一 coj T. 为 以 n 为 核 的 磨 光 算 于 ， 则 引 
理 3.2.10 可 以 解释 为 ,作为 H"7*(R*)  Hz^(9) 的 算 子 有 

I7, — Tll—0 (e— 0}, 


这 里 的 范 数 是 算 子 范 数 ， 然而 T, ERAT GXHBUHEDI 0008 
界 集 )、 所 以 它 按 范 数 的 极限 T 也 是 紧 算 子 。 系 因 为 ij 作为 
HCO) 到 Hi^(O) 上 的 算 子 是 恒 等 算 子 ， 所 以 “是 紧 算 子 . 
证 毕 . 
应 该 指出 ，Relliich [1] RÆ pP 2 时 证 阴 了 这 个 引 理 ， 
关于 与 定理 3.2.8, 定理 3.2.9 相关 的 谍 人 算 子 的 紧 性 ,可 以 参 
考 前 面 的 引文 。 


$3. 2x H] HS(R7) 


1. 基本 定义 .本 节 中 我 们 将 讨论 GB = HU(R. CE 
一 个 Hilbert 空间 ,因此 特别 有 用 。 对 于 它 , 我 们 的 基本 研究 工具 
是 Fourier 变换 ， 特 别 是 Plancherel 定理 。 同 时， 因为 现在 oO— 
R*， 世 使 它 其 有 一 些 新 的 特点 。 这 里 cR 是 一 般 的 实数 而 不 一 
定 是 整数 ， 在 偏 微分 方程 的 许多 问题 中 是 会 过 到 这 样 的 情况 的 ， 

3333.1. H'CR) (以 下 人 简 记 为 H') RGXPEBS ZUM J^ V. TH 
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数 « 的 空间 , 它 适合 (1 十 IEP AEE L^: 
H = {gue SU. O RH EPOR € L7). (3.3.1) 
与 定义 3.2.15 8 D'u € Lja] «m5 + LE [OPAC € LL? 
BRESIH, MEEA RIF «€ £U EDXGEBOMI XU 
数 ,因此 二 者 是 一 臻 的 。 按 现在 的 定 尺 :我 们 将 在 B hE Her- 
mite HR 


(a, v), = Qoi (1 4 LEIDA EJE, — (332) 
很 容易 证 明 , 这 个 内 积 使 H 成 为 _ Hilbert 空间 ， 由 它 生成 的 范 数 
hdi Qo | C+ EDAG la (3.3.3) 


虽然 与 (3.2.2) 不 同 , 但 当 s m KAES. BAERT A 
了 上 Lanes. REH, ØP = LOE. 
在 F' 的 定义 中 实际 上 我 们 用 了 一 个 算 子 
A OSA o 
«I 07 (0 + EPA. (3.342 
因为 Fourier EREE., Ae A 限制 在 H 上 时 是 A 
H -> (=L) HAER, EEA AU. LÓ— m 当然 世 是 
FERK. 
-H 有 一 些 明 显 的 性 质 : 
ada => H*€» H^, (3.3.5) 
XU 1AXSGHPe-du5,. EH: WAEI o H^ H^. 
TEZER HDSL. 我 们 以 下 重 记 
H = R, c= (rH. (3.3.6) 
于 是 容易 看 到 
CS KCH'",. FCH™. (3.3.7) 
D'; H'— HON 是 连续 映射 
关于 H HAHAERERAA 
TH 3.2. RARA >H EESSI ZR 
二 154* 


从 而 还 有 S-E HUE. RARI H' SU 也 是 连续 单 
射 。 若 记 rs 为 平移 算 子 (hE R"riw 表示 广义 图 数 # 在 rrm 
À FRIR). M) ry H'— H' ESE: liesl = iele E A 
(0, tt, 0, 5, 0,7, 0), WIES 4—0 时 [+ (rau 一 u) 一 
Ou ; 
8x; 


— 0. 


WE. BRAR S^ — HU RDUM. REER AUD 于 一 
上 ,前 已 指出 是 等 距 同 构 ; A' s/— 97 由 S7 函数 的 性 质 也 是 
拓扑 同 构 ， 记 以 我 们 只 需 证 明 AF = F — AUD — LL” 是 连续 
的 好 可。 但 这 是 明显 的 ,因为 若 «c S" CE, Wl 

lale = (F + 117 + Het so Pas)" 


& € spl + lei ulel, 
R? 


c= (| 《1 十 lD]. 
因为 sup 1O + dx 10728 | ae 5^ AE LR 


人 的 连续 性 髓 明 . 
BUR H 在 87' 中 的 嵌 人 , 它 自 然 地 世 是 单 射 。 仍然 利用 M: 
S^ 一 S 是 拓扑 同 构 。 我 们 也 不 妨 只 考虑 一 0 的 情况 . 于 是 
& uc I 一 L 并 将 它 看 作 SU 之 元 ,于 是 对 任意 9€ 9^, 
[Gay p| = IKs, p) 
= || «Goo GO 
sx lol 
Eiubr BUE HE Ah H H — cU 的 连续 狂 。 
利用 Au 下 LU 为 等 距 同 构 , 以 及 V EL RAIAT, 
立即 有 £7 在 HP 中 的 稠密 性 ， 再 由 各 (BR") 在 £/ 内 稳 密 又 可 
得 DRD EH 中 的 稠密 性 。 
最 后 讨论 平 称 算 子 r, 的 作用 。 设 seH, AER”, ROA 


» 455. 


ra) eH), 因此 naue B 而 且 Iesel. = lele 34 和 
(0, --*, 0, Áj, 0,---,03 时 


|i ex 一 加 
一 (2z Í G 十 EPT 
el^ii — 1 . E 
M m -— ibi | 4t. 
当 而 一 0 时 , 对 5 逐 点 地 有 
ehh; — 1 
m 
而 县 由 Legrange 公式 易 见 
e? —l 
hi 
因此 由 Lebesgue 控制 收 生 定理 而 在 上 述 积 分 号 下 取 航 限 。 即 得 
boy — u) s O8 m 
p (rau ) ör (在 H H). 


定理 证 毕 . 

从 这 个 定理 的 证 明 看 到 Hu HUCO) 的 重要 区 别 : ZR 
= CRY 在 HU PEMA., 因此 M 一 Hi， 而 对 于 有 内 
FE, HPO 可 以 是 H'"(0) HARTER. 可 以 举 一 个 例 ， 设 
人 为 单位 球 ,于 9 中 # 三 1， FE, 显然 se H'O) (mE HK 
FERRERO, X sc HQ)、 则 如 上 一 节 所 说 的 ,补充 定义 uw 在 上 


外 之 和 为 工 而 得 的 函数 关 应 该 在 HR) h, (e T 显然 
可 以 用 集中 在 单位 球面 1x| — 1 上 Diac 测度 来 表示 。 从 而 
PE g LAR"), z€ HR), 这 样 就 提出 了 一 个 间 题 开 集 ac 


E 


一 iE; — 0, 


— iE | « 218] m 201 + EPA, 


R* 使 H" (O) = Hy^C(O) 的 充分 必要 条 件 是 什么 ? 关于 这 个 
和 问题 可 以 参看 J L. Lions[ 1， 
2. 对 惕 性 ， 第 2 节 中 我 们 定义 了 HOO 的 对 偶 空 间 为 
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H7"*"(Q) 并 且 讨 论 了 它 的 构造 。 现 在 我 们 当然 可 以 想到 H 的 对 
BERE 召 “， 其 中 范 数 为 


ld, = (2z [Ge EDEGEM — Ca 


但 是 H EAA Hiber 空间 ， 它 的 Hermite HAZARA 
身 ,而 其 配对 由 Hermite 内 积 实现 : 
H'XH'— C, (u, v) (u, v). 

这 是 一 个 sesquidinear ki: 对 第 一 个 元 它 是 线 狂 的 ， 而 对 第 二 
个 元 刚 是 共 郝 线性 航 。 虽然 CH，H'C5Y'， 我 们 却 不 能 把 
上 述 配 对 拓展 到 E Xx S 上 去 . 然而 多 在 于 中 是 向 密 钓 ,办 
JE H fj. Hermite HABE CERE E) 上 应 该 可 以 
HCE SZ 上 的 限制 (7 XKR, mA Ieir 基 一 个 音 
3B. KERERE (HUY ARZ 的 一 个 子 空间 , 而 来 进一步 刻 
划 这 个 子 空间 。 结 果 是 ,这 个 子 空间 就 是 H~ 准确 地 说 ,我 们 有 

定理 3.3.3 H' EH. Hermite 共 示 空间 的 配对 是 一 个 esqui- 
linear 形式 于 XH >C ; u,e > (uv), 2) | ACEYIOCE ) aE, 
EES 

. Gn, 2X] sS eilel,, (3.3.9) 

证 , uch, €HU, d 

AGGE) — Q + (EPA) A + [8/7760 

由 Schwartz 不 等 式 有 


IG, oi^ | Qe [DE as 


3 


< Cn)" | a + 181 aC 


Qo a I) Ia 
= Vettel. 


因此 每 一 个 v EH 生成 一 个 E CAREER T BOX HS 
函 对 e ERER., 
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反之 : 落 ! 是 H HARU ER MHE IG) 一 (wy 
D, nE H' 对 i ERER, 则 由 Riesz 表现 定理 ， 存在 唯一 
的 we H 使 对 wEH: 有 
Hu) = Qu, m), = Qu, 9), 
= Qxy* | Q + EAN CVs, 


这 里 DEE, Wit Al aG. 于 是 存在 v € 
SU 使 MET OG Ig». AA we€H, | ocH" 而 


iQ) = Quy | at. 


E 


由 Rie 表现 定理 M = d, = [Q7 | a + 1gp 


laco res] = [Goo a EDD | — 1. E 


毕 ， 

从 这 个 定理 多 证 明 我 们 也 看 到 ， 存 在 着 由 PA 五 ”的 线性 
等 距 同 构 ， 它 是 由 以 下 的 算 子 TU. HH wi Wade 
|£[ 97 -- v. 来 实现 的 。 当 :为 非 钠 整数 时 ，T* — (1—AY. 
这 恰好 和 52 中 关于 Hi^(O) 的 讨论 是 一 致 的 ， 

在 $2 中 ,我 们 曾经 刻 划 过 Ho "S(O) 的 构造 ,现在 我 们 有 相 
应 的 结果 . 

定理 3.3.4 对 非 负 整数 m, 


H” = fu, u€£,u— X) Dfa f. € p. (3.310) 
mi mV 
这 时 cH” OBRE 
PILIS » >; IPAE (3.3.11) 
它 与 《3.3.8) 所 定义 的 范 数 lull.。 等 价 且 “inf” 是 可 达到 的 . 
证 . 式 (3.3.10) 的 证 明 与 $2 中 要 应 定理 是 相似 的 ， 因 为 


H”" 一 HHICR")， 而 且 本 节 中 所 用 的 范 数 与 32 中 的 是 等 价 的 。 由 
Riesz 表现 定理 ， 对 e CH” 当 昌 仅 当 存在 z EH" 使 上 | -一 
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lel. 且 对 一 切 ecc 
a(g) = [» ey- D'vdx 
p xm 


L : (— 1)" D* (D*») dz, 


1 
如 果 记 js 一 《一 D" Dw, AREST # 一 Y D. X 
jal m 
HOLEL, 而 delo = elZ 
lulia = DY IIR. 
laj «m 


u CH" RRA (3.3.10) 的 方式 当然 不 是 唯一 的 ， 而 车 “ 可 
以 通过 一 组 f.€ L' RRA (3.3.10), 则 对 9 € 4 应 有 


Ine) = | 2C Dr | eD*gar 
LE 
ES 2; ls lol D" ello 
E] 
* i L] i TH» 
( 2 Tr.) lel 


因此 
lll < ( 3 OE 


EMEP, 

3.4 xS Relich 定理 .对 H" 和 对 HP Ca) 一 样 ， 
也 有 散人 定理 和 Rdlich 定理 成 立 。 — 但 这 时 不 但 证 明 比 较 简单 ， 
而 且 结 果 也 比较 精确 。 

定义 33.5 id B'(R') 为 Re 中 直到 co] A 阶 的 导数 都 


连续 且 有 界 的 函数 空间 。 BOR") = (| BOR). 又 记 B*OR- 
k 
ie; «€ BR^), Em [D'u] —0, [e| <k} B(R") = 
f AER), 
定理 3.3.6 设 灰 为 非 负 整数 ， 而 且 s > k+ "E DEDE. 
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HRAT KORO 中 (其 中 赋 以 BORT) 的 自然 的 范 数 ). 


证 。 我 们 需要 证 朋 的 只 是 对 we H' 证 明 Due LR), 而 
B 


Dele < Ciel. (3.3.12) 
EIS XXCRE RT | 


Drals) = Quy | EDUKE lel «t 
是 连续 函数 ,日 
| D'u(a) | e (22)7 "Dl < Chalks 
mam Riemann-Lebesgue 5 [28 6 
lim D'u(x) -í. 


{H (3.3.12? 是 容易 证 明 的 ,因为 当 [e| 委 时 
2a — l:s«— mn, 
以 而 由 Schwarz 不 等 式 有 


f Dade = f, EACE la 
HEET El 
«(Lai esse) 


(f oe a Lae) 


< Clil, 
E [ami . 
这 里 我 们 用 到 了 | ey EPs < roo, iE, 
这 个 结果 是 不 可 改善 的 。 因 为 在 R 中 作 函 数 u(r, y) 一 


plesy) log C? + P), «al, ec CHR) WEERA 


附近 恒 为 1， 则 wz, y) dE CO, 0) 附近 无 界 , 但 we BORD, 这 
个 例子 破坏 了 不 等 式 rc ko G —1,k —0,2—2), 


X 3.37 H"CB(R^»)., 
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前 面 我 们 已 证 明了 SCH, RENTA 


FTH CÈ, (3.3.13) 


这 个 包含 关系 是 真 包含 ， 因 为 例如 在 R HER f(x) 一 iE 


H" 但 不 在 SP 中 ; 函数 f(x) — (12-2) 36 B 但 CO £ D— 
B. Wi F) E H”, 


为 了 进一步 讨论 Relich 定理 ， 我 们 需要 对 Sobolev 空间 H 
进一步 局 部 化 . 将 局 部 化 ,一 是 指 将 它 限 制 在 R 的 一 个 子 舍 
E, 这 一 点 也 可 以 用 一 个 CO 函数 9 去 磁 它 来 实现 ， 二 是 考 
ERS RXRA 天 函数 。 这 将 是 我 们 下 面 讨 论 的 主题 。 现 在 我 


们 先 讨 论 HB 上 的 一 些 运算 ,首先 是 乘 子 运算 . 


定理 33.8  OXIRMEWLM 7X H'— H, o,ubt— eu 是 连 


KRN. 
WE. AH Peetre 不 等 式 《 定 理 2.1.10) 
G EP + [3107 2001 + [E — [^ 


对 puC) = (PH AXE) 有 
G + ED oE) = | A + IEPY^RODCE — ndn 


= [A DA + DA 
A E [m PAGE — n)an 
«& 2^ | C+ JaPa 


ed + 1E — 8PYP$ — ndj. 
天 此 ;由 Hausdorff- Young 不 等 式 得 


(Jic e DO EA e nbi 
aon pole len 
RUE vw€H, 而 且 


loli, < cla, | C+ YII 
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故 定 理 得 证 

我 们 还 可 以 将 磨 光 与 截断 这 两 种 运算 在 H 中 的 作用 表述 为 
以 下 定理 ， 其 中 00 EROA HEE, x) € CQ(RU) 
是 一 个 截断 函数 。 布 且 在 x* 一 0 附近 恒 为 1，xsfx) 一 XY(sx). F 
是 有 . 

定理 3.3.9 H eok} Jeka 和 Xu HE H RAF”, 这 
里 uwcH' 


证 .很 容易 看 到 JE) 一 AE) ME ku XE) = Aeg) 
AE). Eit 


I *« — al = ay" | C1 + 181 ACH 


— IPIE) PAE, 
因为 当 8 一 0 时 ACE) — J0) 一 l, mË 


G8) — 1 AED! HLL | Gd 1m 2, 


因此 由 Lebesgue $2 SEE EROS Jk ull 0. EF Xu 
则 由 上 一 个 定理 


laet, < en | CO + 18121,0148 - Mall 


- c [a ienllfGDien - del 
< Cillsll.. 
这 里 C1 与。 无关. 现在 取 we 2 使 jz ela, 区 因 为 当 
8 充分 小 时 ,在 supp 上 X, m 1, KA 
lau — ull, = lin — p) — (u — p) 
< (E + Diu — pl, < (C, 0, 
现在 可 以 证 明 Rdih 定理 了 。 但 在 我 们 的 情况 下 ， 它 并 不 
是 关于 Hr 的 定理 《在 定理 3.2.11 中 我 们 假设 了 是 有 界 的 )， 而 
是 关于 
Hk = (us; «€ H', supps CK, KARE) (3.3.14) 
的 定理 。 


定理 3.3.10 (Rellich X38) 3b s, 天 是 Re WETE, 
WRA Hgo Hg ERR. 

WE. WE {wl 是 OH 中 的 有 界 序列 ， 例 妇 设 lel, «1, H 
需 证 明 它 在 Hg 中 有 了 收 伍 子 序列 则 可 。 为 此 取 pe cR) 而 
县 在 六 附近 p-1, W ga; = 5, 而 Am Qu) k D'&j— 
(2x) Doki, Qj ROS 3.3.8 的 证 明 有 

《1 F [EIDAL D"&;| x COP v; XE), 
这 里 
OCE) 一 《1 [Ep De, 
vE) 一 《1 十 lE PAaL). 
应 用 Schwarz RARA 
G + Di] s CI ld, 
由 于 O +EP 在 空间 的 任 一 紧 子 集 上 有 正 的 下 界 。 所 
E. 应 用 此 式 于 & 一 0 的 情况 邑 得 4) E E WERTE 
致 有 界 ; 应 于 此 式 于 lel — 1 HERRE Dä) dk S XR 
一 紧 子 靠 上 一 致 有 界 。 因此， 应 用 Ascoli 定理 即 知 , 选 定 去 空间 
的 人 尾 一 紧 子 集 (例如 [E] & R, REDRE TAE) 后 ， 从 
18, 中 总 可 以 找到 一 个 一 致 收 化 的 子 序 列 。 不 外 假设 这 个 子 序 
列 就 是 (A). 现在 我 们 要 证 明 {wj} 在 H^ pek. 289b, 830 


lu — li, = Q7 [C1 11006 — COE 


= (2z) * | * (2x) m 
n P ET 
Æ Lob, 我 们 有 
h= (ay G, H EDO + 1 


* LACE) — LENIE 
< (1A RTAC)” |. A + 185 


* 163^ 


* JACE) — 6,048 
C HERI su; — uu 


e 41-4 Ryu - 


RERS. XOEEMBGEC DO RARA h, AAEE SIUE 
FR |#| e R E {新} 一 致 收效 ,所 以 可 以 在 积分 号 干 取 极 限 而 
知 当 j,RZK(R) 时 heej? 2,5 j, k> Ke) 时 
le; — sli, « 5. 
因为 H^ 是 完备 的 , 所 以 {wi} KAT Ho 中 的 一 个 元 ,这 个 元 
的 支 集 当然 仍 在 下 内 .证 毕 . 
在 不 同 的 H* 范 数 之 间 还 有 一 个 重 婴 的 不 等 式 ,这 就 是 
EA SIH 设 asn, WAHE- £s >， 这 存在 常数 
C, 2-0, EHHH «€ H^ 均 有 
Wai? m eiel, + Cehe. (3.3.15) 
证 . H*ACCH'CCHh, 所 以 «€ H^ 必 在 H 和 H^ n, [A 
此 ,为 证 上 式 , 只 需 证 明 对 于 ic R* 有 
(1 + TED s A JED + Cl + [EP 
Bsp, 事实 上 ,我 们 只 需 令 CQ—5 77577, AAi p 一 1+ 
IEP, PARRES SORER 
P Sep t Co, R 
1€ Bp 十 BUM pii, 或 
1 (Apyr*-F(XApyr', X sU, 
25 1p 关 1 时 ,第 一 项 即 立 1; 24 ip d HOS I 1. 
4.Sobolev 空间 的 局 部 化 Hi 与 HL... 
定义 33.12 $ QCR" 大 一 个 开 集 ,His(9)》 风 使 得 对 一 切 
et CiO) 均 有 puch 的 22'(0) J^ SCESE E. 在 Hill) 
上 上 可 以 赋 以 一 族 半 落 si orll, pe CiO 
定理 3.3.13. ”Bie(9) 是 一 个 Friche 空间 , tz REL EB NEA 
在 £'(CO) P3, 34 HiCO), Sobolv AGER B > 
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2/[2-- k WE HrCO)C C*CO).. 因此 ， 门 HI.(0) — cC. 有 具 
有 在 Q 上 为 C" ROB m D HOA HAY EP PCD): HC) 
HCO) GREG. | 

WE. 为 证 Woe(8) 是 Frechet 空间 ， 先 需 证 明 只 要 用 可 数 多 
个 定义 如 上 的 半 范 即 可 决定 其 丘 扑 ,为 此 。 Hio Zn 88. ETERUSI 
WETERE {Kj} ， 并 作 一 贞 p; € cia), 使 =l FK M 
近 ， 今 证 半 范 族 Cep 即 可 决定 Hh.C0) 的 拓扑 结构 。 实 际 
上 ,性 给 o€ CICO) IAE :充分 大 使 supp pC 性 Kj, 因 此 e—9;, 
而 由 定理 3.3.8 有 

lps = lop & Cler. 

Eb. HLO) PETRZWR {x; lipall, <s} chier T ADR 
[e deep E}. mh nto) 的 完备 性 ， 设 D) 是 其 中 的 
一 个 Cauchy 序列 , 则 任 取 p ECI), (pr) 是 H' 中 的 Cauchy 
序列 六 而 在 其 中 有 极限 «v, nEeD. Jw dE (0) 中 也 
有 极限 wc D(A) WEWER pe CI). ov 一 ws， 从 而 wé 
HtCO) ERE {ww} 的 极限 ， | 

关于 说 入 定理 , 因为 连续 性 是 一 个 局 部 性 质 ， 故 对 任 一 mE 
9, B gpE C8(9) 使 plr) 关 0， 则 对 ew 应 用 Soboley AE 
理 可 得 wx 在 x, EHE. 从 而 * 在 xv 连续， 这 样 可 得 [lHtO)C 


C"(0), 相反 的 包含 关系 是 自明 的 : 对 任意 «€ CCO), pue 
£ cH (Ys € R), 定理 的 其 余部 分 是 自然 的 。 

HiC(O) 具有 层 的 注 质 .着 UCCO 为 一 开 集 , 则 限制 股 射 显 
然 是 由 HeC Hio CURES, A we HO) 在 昌之 各 
个 开 半 僻 上 之 限制 均 为 0 , 则 必 有 * 一 0; Æ (W.E ar 
而 且 有 wo€ Hoel U AEA UNANU A $9 Bjuillvnss = welv,no,» 
则 必 在 在 一 个 w€ HoLa) 使 ulo, 一 we。 所 有 这 一 茹 都 可 以 从 
广 闷 量 数 的 层 性 质 得 出 . 

Sobolev 空间 的 另外 一 种 遍 部 化 是 Hioms。 前 面 我 们 已 介绍 过 
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Hy (A (3.3.14), 现在 有 

X331 HuL4(00) = U H} = HiCOn' (0). 这 里 
U 起 示 对 9 的 一 切 紧 子 亿 KK 求 并 。 对 它 贼 以 _Hi 之 拓扑 的 归纳 
极限 丘 扑 . 

定理 X315 CHO) 在 HlO) 及 HLCO) HERR. 
WARN C"(0)— Hila) 和 CECO) -> HiompCQ》 均 为 连续 。 
HlO) 与 Hil 0) 的 对 侦 空间 分 别 是 HlO) 和 HO). 

证 ,嵌入 映射 的 连续 性 可 以 直接 由 谋 人 映射 D — H 的 连 
Sm. EAEE. 

作品 的 一 个 上 升 的 穷竭 的 紧 子 集 序 列 K) 以 及 相应 的 pE 
CKO) 使 pi E K, MGE m 1, 1. 则 为 腐 光 算 子 序列 ， 寺 是 很 明 
BE HiocC90) 中 (ue H«C) oium MEHR Jon) 
Cpu) Elk, C$ (0) 在 Ht CO) GB e 充分 小 时 uo Gr) 
€ CHCQ))。 同样 对 we His (O0). 可 以 证 明 Jeu >u T 
RinpC9) H. 

现在 定义 Hi(9) 与 Hil) 的 一 个 Hermite 配对 : Bt 
CE Hi,CO) x Hoal Jie: iE PA 4E XE cia) 使 在 
suppr 附近 x 1, FEEN (u,v) = (tu, v), EHA H S 
HC 的 Hermite 配对 ， 很 容易 看 到 ， 若 " EE. WERS IWS 
取 无 关 ， 而 且 对 we HnQ00) 是 连续 的 。 同样 ， 它 对 "也 是 于 
HiQQ0)) 中 连续 的 . 反 过 来 , VE 1 是 HeCO) EXER ALME ER, 
BEE. 上 之 值 为 G0, W C0) TERRA Hi) 
ch. Mw) 也 是 CO) 上 的 连续 线性 证 函 。 因 此 。 一 定 有 一 个 
v€d'(Q) 使 a) =<u, 5) = (u,v), 取 实 值 的 XE cro) 
TWEE suppe 附近 X=1, M) (s, o) — Qi, v). 车 取 seH, 
上 式 也 是 连续 泛 函 ， 因 而 scHU. 前 面 已 证 re g'a), BiU 
v EHN ECO) = HCO), B). 三 (0) LAER IR PET BRASI 
可 用 Hll) 上 之 元 表示 ， 所 以 HO) 的 对 侦 空 间 是 
HazQ(0). 再 则 , 设 120 Hol C RARER, CE 
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v E Hoone) 上 之 值 记 作 (00. A5 CaCO)C Haa (O), Ki 
! 也 是 CIO) EAIRT E ERA s MAE E «e a) 
使 Ie) = (4. s) — (u,v). 令 实 值 的 XE C8C8)， wW 
(Xu, v) — (Qe). HT v€ H', Xv€ Hoal) MALERE H 
ERRESA, EDU € HELQ)， 这 就 是 说 Hicmo(0)》 
的 对 偶 空 间 是 Hala). EE, 

S. 微分 流 形 上 的 Sobolev 空间 。 在 以 下 我 们 有 时 需要 讨论 洲 
形 上 的 Sobolev 空间 ， 例 如 在 讨论 酉 圆 型 边 值 问题 时 ， 就 需要 在 
909 上 讨论 Soboley 空间 《 迹 定 更 )， 以 下 都 设 寻 是 C" 微分 流 
形 ,而 且 在 汇 穷 远 处 是 可 数 的 , 因此 其 上 有 一 的 C" 分割 存 在 ,为 
了 讨论 好 上 的 Sobolev 空间 ,需要 对 FCR"). 作出 一 个 新 的 刻 划 ， 
引信 一 个 等 价 的 范 数 一 一 不 妨 称 为 内 列 范 数 . 

定理 3.3.16 设 Des 1, Wi 

H = LE L'(R^); | | JG) a jay < + zii 


IL 
RÜxR^" |x — Y| 


. (3.3.16) 
而 且 在 H* HSARA S e tc | 
lul; = (Hull + f | D KODI sry), Quan 
üE. BR ue LR”), MX} ye R 有 
fyn C HY) — «pes = Qr AEP emi pag, 
Bi. 


EC 十 y) —— C) D ay — (2m) 
RE” :* R” [yirt 


e fir Gora faet = apr mms, 
- R 


现在 在 右 方 作 一 个 旋转 变换 

y = dz, |ded]| 1, 
则 y- EAs E Szi AE, 通 当选 取 4 可 以 使 AE S= (n, 
0 97)， 这 里 [m] = FARI S gh T 


7 


" le — 1| py | ay — |. Lem 一 - lil!Izl7* "dz, 
4 ur 一 如 ， 则 上 之 积分 等 于 
ml le wl dw = Cle”, Co 0, 
这 时 的 积分 是 收 纹 的 ， 因 为 在 lei -0 时 [ee 一 ij 一 
OC(1w1)，w 表示 向 量 汪 的 第 一 个 分 量 ， 利用 Plancherd 定理 ， 
llis = (2x) | 18G) Pa, RA G3 有 


hull? 一 (2z) | ADP + CIE ae, 


由 此 明显 地 可 以 看 到 lel, 与 del, 等 价 ， 
HTPR 0, Worm to, brai, MW 
$ 3.3.17 x s — m-Fo0, 002l, RIE 


H = fue L(R^); D'une L'(R*), lal sim H 


| | DuC) — D'uCy) ?jogy < +œ Jaj = m} ,(3.3.18) 


kaxi Ix — yj" 
并 且 可 以 定义 与 zl， 等 价 的 范 数 ， 
| lul: = ( $5 dull 


[e| n 


+5 | | Dre) — Pre DF qug yt (3.3.19) 


algm giga lz 一 WE 
对 于 <0， 则 利用 五 ”与 H 的 对 个 福 ， 对 于 4€ HU, 
定义 


lell, sop, ea. (3.3.20) 


采用 内 蕴 范 数 的 一 个 优点 是 可 以 更 简单 地 证 明 HOO) 在 
微分 同 是 下 的 不 变性 。 而 这 是 在 微分 流 形 上 定 以 Sobolev 空间 的 
M UE d P gk, - 

i O0, Q'i326 B" HT 5E.X:0  Q XE IER. X 
ve ØO), Wig —3x96isg X T vixi tre 
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£'(Q) 是 电 下 式 定义 的 广义 函数 ( 风 式 (1.6.2)) 
(X*v, p) — (v, JODP), 


pe 2(9), J= | da el. 
1 By | 


现在 我 们 变 拒 这 个 关系 用 到 eH 上 去 ,为 此 先 需要 

定理 3.3.18 令 天 'EEG ,seR, 则 必 存 左 一 个 常数 CCG, KY 
使 对 一切 «c HAO), A X*u uoe HQ) K= XK mB 

(xtau < Cis KE Dali. (3.3.21) 

证 ,证 明 将 分 成 几 步 进行 。 先 设 .we CIOKO. .再 作 一 个 紧 
党 Ki, 使 K'eK;eo, WAER s, AAE u 显然 仍 在 HU 
H, 在 证 明了 (3.3.21) 以 后 利用 Ca (Ki) 在 Hi, 中 的 稠密 性 
Bu sc HECO) 证 明 式 (3.3.21), | 

(1) 0 二: 之 1。 首先 有 X*uc LR [it UA x s Y R 
EO pA: ry ARAPA, WH x = Xl), Y = XC) 
时 ,有 


f | [X*«(x) 一 X*uCy) I? dy dy 


R'*xR" Ix — yp" 
ff ler) — OD pe y; x V 
Ji [x — y' jt? Fons s, Yd av. 


3b Fee lle —D7IG0JGD1. J m de, R 
容易 看 到 是 有 界 的 ,因此 ,由 ue) e H' 即 有 


| | Xu) KHOL dedy < + oo, 
Ix — y|"* 


RÜXR^ 
而 且 容 易 得 知 (3.3.21) mir. ENDO X EROAREA suppx*uc 
K, E HKO). 
(2) * 为 非 负 整数 ， 上述 结论 对 于 se CKO 可 以 利用 链 
法 则 来 证 明 。， 之 0 的 一 般 铺 况 可 以 由 (1)，(22 两 款 综合 起 来 
即 得 ， 
《3) 50, 我们 有 
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xal; = sup | (X une Cedr 


JUNa 


这 里 我 们 利用 了 Cs dEHO d'gjskE. mAT RETE 
ME supper CCX (Ki). PRETE r 一 XGO, A 
[a va eD] ea 
< CleCx D Hela el. 

ER 一 ;之 0AE D RA leGQG' = eels 
Cilelz, RA EXER (3.3.21). EEH, 

现在 可 以 证 表 我 们 所 希 的 结论 了 . 

定理 3.3.19. 令 rog 为 一 微分 同 胚 如 上 , 则 -ei> xu 
是 HiO) — HiO) 的 扫 扑 闻 构 ,其 道 为 wx 上 > u, 

WE. 性 取 一 个 pe CIO), 记 p= xtp, M 6€ Co(27). 
从 而 对 sc HL, esc HO), HEA 3.3.18, (pu) 一 
(du )oX = (dX )noX) = o(uox) 一 qX*ue H'CQO), mE 

lgx*ul: s CC, K)lduelz, 

这 就 证 明 u> X*u 是 HLIOO')— HOO) pE t CR ER 
性 映射 是 自明 的 )。 对 XC VALLEE REENE. 

现在 令 M 是 一 个 C wE. vn E raa MAEA ,知道 对 坐标 邻 
RU., 9.1 (waU。CR"》 形成 的 开 覆 盖 , 有 从 属于 它 的 一 的 CT 
DA (ub. 我 们 又 知道 可 以 定义 DU) 以 及 Z(M). 现在 
我 们 给 出 

定义 3.3.20 Hie M) ER DM) 中 适合 以 下 条 性 的 元 
Ru 之 集合 : 对 每 个 Fo u| Ua E Hik Ue) 这 里 lUa € HiQU.) 
即 指 《pzra< Hin(o.(U.)). TIRE, DIE X HionpC M) 

一 全 特别 重要 的 情况 是 对 为 紧 流 形 的 情况 。 OXIDE, HCM) 
和 日 :omnpt M) 是 疝 样 的 ， 而 我 们 可 专 记 所 得 空间 为 PPM. dE 
H'(M) 上 有 Hilbert ZMK. AERA, Apri 
((U,, go 中 可 以 选取 一 个 有 限 子 获 盖 Uo Ue URAM 
的 -的 有 限 C" 分 割 cun. TEXPuuo € HM), (e; D len) 

=» 470.* 


xi — sup 
zeti 


€ H'(p,(U,)), Ti xl (Co; Cos, Co; 0* Ge) BEX. 
Ait, H'(M) 上 有 Hermite 内 积 


CHOR 2j (or) (uu. (prO Cer). — (3.3.22) 


H'C M 的 完备 性 很 容易 证 明 , 由 此 可 知 H'CM ) 是 一 个 复 Hilbert 
空间 。 但 是 要 和 注意， 这 个 Hilber 空间 绩 构 不 是 典 虽 的。 当选 用 
不 周 的 坐标 邻 域 覆 盖 或 不 同 的 一 的 6” 分割 时 ,将 得 到 不 同 的 但 
是 就 线性 拓扑 空间 结构 而 言 是 等 价 的 Hilbert 空间 . 

我 们 将 在 第 五 章 中 讨论 据 微 分 算 子 时 再 一 次 讨论 向 分 流 形 上 
的 Soboley 空间 。 


$4. 拓展 定理 与 带 定 理 


LEQ 之 拓展 ,在 本 节 中 我 们 将 要 讨论 H"(0) (sm 为 
非 负 整数 ) 之 元 的 拓展 与 在 低 维 流 形 上 的 限制 癌 题 ， 一 般 说 来 ， 
H"(Q) 之 元 是 不 能 拓展 到 9” 上 去 的 .下 硬是 一 个 例子。 设 
0cec L, mj OCR 是 


a = {x, DER, 0 x«l, 0« y « ax). 


显然 4e) acte 下 (9》( 读 者 可 以 自行 验证 )。 但 不 可 能 找 


MS 


到 ge HR) 使 alamu, RERA, BER 3.3.6 (现在 的 情况 
是 m=2, n=2, k= 0, Afi m +Z), HC) 中 的 元 


WEE BR) 中, 因此 至 少 是 有 界 的 ,但 ulr, 0) = 当然 
.不 是 有 界 的 。 . 

”由 此 例 可 以 看 到 ,车 想 将 H'CO) 之 元 拓展 为 HU(RU) 中 之 
元 ; 应 该 对 80 的 光滑 性 加 上 一 些 限 制 ， 在 本 节 中 我 们 恒 设 oo 
是 R” 的 C” 超 曲面 ,而 且 在 B9 之 每 一 点 珍 近 ,8 恒 位 于 00 之 
一 侧 。 这 种 开 集 OGAOUIERUTTHE. 下 面 有 时 我 们 设 0 是 有 界 的 ， 
这 时 88 X E; 有 附则 不 然 ， 最 多 的 情况 将 是 讨论 a => R} = 
(Gn, tsa); x70 0). 的 情况 。 这 是 因为 ， 在 我 们 的 讨论 中 最 
常用 的 技巧 就 是 局 部 化 与 平坦 化 。 

由 关于 8o 的 候 设 。 在 一 点 me 99 附近 ，69 可 以 用 方程 
eG) = 0 来 囊 示 ， 币 8 中 邻近 如 的 点 * 则 适合 o 二 0。 天 
此 在 作 坐 标 变换 xi—»., n =p) 后， 吕 在 加 附近 的 部 分 将 
MORET ELEZE (y: ye Re 5, > 0) 中 的 一 个 开 代 ,而 90 
在 xz 附近 将 被 疝 一 个 微分 同 胚 { 可 以 拓展 到 89 pode y. —0 
的 一 部 分 。 现 在 设 OCR* 是 正则 开 集 , 由 上 所 述 。 可 以 找到 R^ 
中 的 一 族 开 售 {0。} 成 为 0 的 局 部 有 限 的 开 米 盖 ， 以 及 相应 的 微 
DAE ba: Q, — E. (R° 之 开 集 ), 以 及 从属 于 {9,} 的 一 的 c7 
£r deh 对 这 里 的 0。 及 微分 同 卡 9. 我 们 还 可 以 要 求 ,其 中 之 
一 ( 记 作 抽 ) 相应 的 Aca, MEAW 0, 均 与 00 相交 ,而 

| 69,0) = (y € Ba, y, > 0), 
BCR NBO) = (y € Ba, y, = 0], 

HR, WR 2 是 有 界 的 正则 开 集 。 则 {9。} HARE., infe 
{19 ij —0, 1,---, N, AER 6. 记 作 6;. 

因为 乘法 运算 eu: HU(0)— HU(R') 是 连续 的 ,因此 uc 
H"(Q) 当 且 仅 当 pat H"(QLD Q), 这里， 一 $) gus. 而 且 因 


A 40.) 是 局 部 有 限 的 ,因此 人 ;在 每 一 点 附近 都 是 有 限 和 -。 用 


(3.4.1) 
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(67)* 将 pon 拉 回 , 并 在 B。 袜 充 定 义 其 值 为 0。 记 这 样 补 范 定 
义 后 的 函数 为 (2 us = v WAF HO) 在 微分 出 是 下 
不 变 , 易 见 ， we H"(0) HERY i CS 
| € HCR"), — 
vs € H"(R2), R} = (ye R", y, 70). 
通过 上 面 的 叙述 知道 ，ve Ho"(9) "EOD 9€ H"(R1), 
»€ H"(R). Iit, ZEE Re(9) 的 拓展 时 ; TARTEA 
RH"(R*)。 这 就 是 我 们 说 的 局 部 化 与 平坦 化 . 
再 提醒 一 下 ,在 本 章 中 对 区 域 9 讨论 HU"(0) 时 ， 由 定义 知 
mm 只 是 非 氏 整数， 所 以 本 节 从 一 开始 起 就 规定 了 攻 是 非 久 整数: 
在 证 明 拓展 定理 前 ,我 们 先 需要 一 个 关于 先 密 性 的 结果 。 “ 
定理 34.1 :空间 CI(RI) 在 HO(RT) quU GG. 
WE. Wb ec HRI), 必要 时 笋 以 截断 函数 ,可 以 设 x 之 支 集 
在 RI 中 有 界 . 令 R2 = R x 《一 co 0) 并 定义 
PPM G4 
VE—HUBOLRCT- 二 ， 使 其 磨 光 核 ( 仍 用 J。 表示 ) 之 支 集 在 R 中 ， 
WA ze LARYNG), BU 
— GJ, MES 
是 有 意义 的 ， 对 任意 重 指 标 <，|c] «md 


(34.2) 
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De», — D'u = (D'&* Ll gt — D'u, 


inquo DE = Du a Pa 
+ (Da 一 Du Y* Je 
这 里 ~ 是 指 如 G. 4. e» 那样 的 拓展 运算 ，. 


注意 到 Ds Da EART yw 0 EH XH. Mi 


外 之 支 集 则 在 R h, SIDUS— GERI 上 为 0; 此 外 Du € 
LR) RLL s 一 0 时 ,第 一 项 在 DORT OO. RE RS 
至 考虑 即 有 在 HRI) 中 o, >s, 证 毕 . 
WES 这 个 定理 对 HO), < 乓 < oo 都 成 立 。 
BAKRA, RH | . 
X3.4.2 ”对 正则 开 集 OCR^, C;(D) 在 H(A) PAR. 
EE, EEN 3.24 中 ， 记 C8C0) 在 H^(0) 中 的 完备 化 
为 Heo). Bib. CEO) 在 HPO) PAE. METRE 
到 ,对 H"'(O), CD) 才 是 它 的 稳 密 子 集 ; 当 m> 0 时 GCO) 
则 不 是 。 这 里 有 明显 的 例子 , € 三 1 是 HUMO) 之 元 (如 果品 有 
Bü. ee cgo) 不 可 能 与 # ERRE, KiE, HO) 
是 HACO) b mu 0 时 最 大 的 一 个 , 若 de 一 Meo SAER 
小 的 话 。le 一 Mh. 也 可 以 任意 小 。 但 


le — Ra m | ttm olde + | lendwlar, 
租 是 利用 Sobolev 不 等 式 (3.1.6) 易 证 存在 常数 C 使 得 
| lgiaz SE f, [grad p] dx, 
因此 
le — lh 2 m9) — Cc — 1) |, lgndelas 
> mes(9) — (C — Dle — Ho 


B le — 1h. È me(9). MU- Hg^(Q0) 是 H"'CO) Hj 
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子 空间 , 而 车 HO) pADR CFC9) 在 H) 中 不 必 
Td. BAK CaCO) RA CCD， 则 此 例 失 效 , 因为 二 三 1 工 截断 
后 在 C) trn— 38, dX DIT B Oo ARNAR. Ses 
E #DbT 2=R", KO) = H"a) mi C7) 在 H"(2)— 
H^(R*) 中 确 是 稠密 的 ， 

现在 可 以 进 到 本 段 的 主要 结果 了 ， 

定理 34.3 H"(R1) 由 的 次 数 可 以 拓展 到 HU(R") 上 ， 记 
此 拓展 算 子 为 P， 则 P: Hm(R4) 一 万 "(R") 是 连续 算 子 。 

证 . EF CARD 在 WRD PRHE., REER ue 
CRD EXAT P. 我 们 可 以 定义 

uly), y, 270, 


* AC, —k3,). Y. Z 0, y! 一 Os "tts EE 
(3.4.4) 
RERNE aE D uCdX-1G-0,,5»—10. 由 于 


这 个 关于 hx 的 方程 组 的 行列 式 是 一 个 Vandermonde 行列 式 而 不 
为 0。 所 以 入 可 以 唯一 地 决定 ,而 且 易 见 Pee CR. 
由 (3.4.4) 易 见 存在 只 依赖 于 m, n, 的 常数 C 使 得 
{Pall <C lal 


Puly) = 


um RD qu Gu LI 


于 是 


MPa ans S C Ut urget (3.4.5) 


由 CRD 在 H"(Ri) 中 的 杆 密 狂 即 可 将 PEE we HRI) 
圭 而 仍 使 上 式 成 立 。 证 毕 . 

注 。 这 里 的 拓展 算 子 P 是 限制 算 子 r HOR) — HRI) 
wt «ni 的 右 逆 ， 这 个 拓展 方法 称 为 Sedey 拓展 , 他 原来 的 结 
RE. CRD 中 的 函数 可 以 拓展 为 CRO RARR, 而 县 拓 
展 算 子 P: CU(RI) CAR 是 连续 的 . 

Ini fu EOHUiERUJPSE 42， 即 有 

X 3.44 X OQCR" 使 QcO;, 则 存在 拓 m3 Poo: 
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€;(9) — CFCO,); 而 且 Poo, FURA ERA T Paa HCO) 
— H"(Q. Poo, EHR THAW. 

这 些 结 果 对 H'(O) 也 成 立 。 

由 于 对 于 亚 则 开 棠 @ 有 招展 定理 ,所 为 嵌入 定理 和 Rellich 定 
理 对 于 H(A) 也 可 以 可 以 改进 。 妈 有 


定理 3.4.5 (0 设 吉 为 非 负 整 数 旦 m — h —k-a, 1S 


p«o0,0-a«1,W] H""(0) 可 以 连续 柑 人 Ch, HX 
kBt e pr Holder 连续 . 

(Q) X mo <m, DOE GJEDSP Hoo) — Hlo) 是 紧 
上 映射. 

证 。 作 一 个 函数 peco) 使 OcoO,co, 而 且 在 0 上 
ec1, 4H H"(0) 到 H"(Q,) HERAT P, RA PRR 
TRAD 0: H'"(Q -> H"(Q), MRE «c H"(Q), Pet 
HCO), WE supp(PP4) CQ, AETLI OPu 应 用 定理 3.2.9 
与 3.2.11。 再 限制 到 总 上 即 得 定理 之 证 。 

关于 对 偶 性 世 可 得 到 较 好 的 结果 ， 可 以 征明 

定理 3.4.6 H"(0) 之 对 侦 空 闻 是 HZz'"UR") (H7(R 中 
HRE I 中 之 元 的 集 ), 反 之 亦 然 ; MALEH (u, e) 一 (2, v) 来 
定义 的 ,这 里 sc HA), ECE H*(R*》 中 之 任意 拓展 ,vw 
Hi"(CR"). 

以 上 结 肥 的 证 明 详 见 J. Chazarain 和 和 A. Piriou [I], 

2.3b3E SE. 利用 局 部 化 和 平坦 化 ,我 们 可 以 将 问题 归结 到 R* 
RRL 以 下 我 们 用 * 表 R* 中 之 点 ， 并 记 r= (r, n).xr— 
《xm ma). 对 于 充分 光 谭 的 函数 w(xw)， 可 以 定义 它 在 超 平 
E xs 一 0 工 的 限制 算 子 7 

Crux) = u(x', 0), (3.4.6) 
UAF, RIKET 为 迹 算 于 。 这 人 一般 的 目的 是 要 证 明 v 可 以 推 
广 到 Sobolev 空间 上 去 ， dux. Sobolev 空间 之 元 在 某 种 意义 上 
具有 边 信 . 
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定理 3.4.7 dE x Wü: (3.4.00 所 定义 的 迹 算 子 v: 


CECR") > CER?) 可 以 唯一 地 拓展 为 一 个 连续 算 子 ( 仍 称 为 带 
算 子 并 记 作 7): rR) > HCM. 
证. 由 于 CI(RO EHR) 中 秽 密 ， 故 不 妨 限 于 we 
CERN 的 情况 ,这 时 ;由 Fourier HERE 
tula) = ala, 0) = AY” | e" AGI, EDdEdE,,. 
因此 
PUE) = Q7 | at, t. (3.4.7) 


作 变 量变 换 EQ (1 十 18 Din, NX :> 地 时 有 
Q7 [G + i07, = C+ el) 


"(uY | CI + nadha 


= Ca dg, 
由 此 ,并 对 (3.4.7) 应 用 Schwarz. 不 等 式 有 


REA = aon [ac ima + EPE, EE 
«(qo |a ig, )! 
(ax [a e tetas oves, Y 
= cha qni 
(Qon fa + Prag, epis, Y. 
因此 
Paa = G0 | C+ ETETE 
< c xy A + OOIEOE 
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= Chei (3.4.8) 
再 由 C8(R”) 在 HAR*) 中 的 稠密 性 即 得 定理 之 证 ， 
系 348 设 jeN m (Pm 定义 了 阶 迹 算 子 “yi 一 


T?Di,, M r'; HOP) > HOART 是 连续 算 子 。 
上 面 的 定理 和 系 不 妨 可 以 解释 为 HR) 中 之 元 在 低 一 维 


的 超 平面 上 的 限制 -一 或 边 值 -一 -将 损失 py 阶 光滑 性 . 
我 们 还 应 指出 , 迹 算 子 是 一 个 全 射 ， 事 实 上 , 设 满足 一 和 > 
于 的 非 负 整数 ; 中 最 大 的 一 个 是 m JUR 3.4.8 使 我 们 可 以 定义 一 
Ac 
(v*, v', 4, Y"); BR) —> i 本 :一 -站 Re。 (3.49) 


这 里 Y°* 一 了。 我 们 要 证 明 这 是 一 个 全 射 ,因为 有 
定理 3.49 b (r ra 7,7") 其 有 右 道 


R. I HICR TY — HRS), (3.4.10) 
WE. SDIEREXOSEBUdEfA SEXE j; 0i xm, lE pe CR) 
使 
P00) 一 31, 0 « k e m, 
Xj uc CCR™:), id R”! 中 的 点 为 x 一 (n, t. Xua 
令 


(R;u)(x', x,) — Qu) *! | es 4 Jg [7777 
: eO 十 [E1258 a8, 
(Rn) 是 CR) MAMES IER 
Yí(R;u) — 8ju(x' ). 
应 用 Fourier 变换 。 如 定理 34.7 那样 又 容易 证 明 存 在 一 个 常数 
CL 0, Gg --u «c Co(R^ 7j, 有 


+ 178。， 


*cet-— " 


[Rd Cll (3.4.11) 
HR ) H 


CP Rat. 

Figur PERDERE UL, 

vs 8] — piha, ATA 

定理 3.5.10. 设 N 是 OCR cba cis, WX ov: 
CHCO) 一 CPCN) Es > RTTA ERER T: 
Hila) — Hix N). 

证 。 应 用 局 部 化 和 平 志 化 就 化 到 定理 3.4.7 的 情况 ， 

系 3.4.8 当然 也 可 同 社 推广 . 

以 上 讨论 了 于 中 之 元 在 区 域内 的 超 曲 面 上 的 限制 ,下 面 讨论 
在 区 域 边 界 上 的 限制 ， 首先 讨论 从 于 到 其 边界 OR = R 上 
的 限制 一 一 亦 即 了 迹 管子 . 设 sc C9CR*)， 和 上面 一 样 ,。 记 R" 中 
的 点 为 t= (x, Zela x = (n, tts tn)» 3E XXE E T Yi, 
COR) — CHCR ac Diss, 0), BOA: 

E3341] 35: H ERRET x 可 以 唯一 地 拓展 为 
连续 算 子 ri HRI)— HOUR, 而 且 


[ Y. "tta v"): HRI) —> Hi HC À(R) 
mr 


是 全 射 。 这 里 mw 是 适合 edm RAAEN j. 


WE, Fit «€ CID. BAREM 3.43, 可 将 * 变 为 Pue 
CCR"), mH Eb I 
TP = y'a, 
电 系 3.4.8 以 及 式 (3.4.5) 有 


Ive = Pal 


Pt 
<C Pell, y 
mat 


EN Cillall 


ai hea 


Bem 
再 利用 向 密 性 来 考虑 , 即 知 Y' 可 以 拓展 为 连续 算 子 T'HRD)A 
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H:-É (Rt), 
Qr Yu Y"); HRZ) -> II Hen i(R) 
j-n 


EEI kHORÉfRXERIVA Eng FB 3.4.9 — Eb dz HER, 
[138 — 8e ARI IE WI S LATET 
定理 3.4.02. ir oj B" MV NHGWIEWDUPFA. xb ae coD 定 


XXX r'u 一 (2) «too. 2- 是 89 的 外 法 线 方向 导数 ,车 


i 适合 :一 j > 二， 则 产 可 以 拓展 为 由 HX9) €) Hag) 


上 的 连续 映射 ,而且 是 全 射 。 

最 后 ,我 们 还 要 指 对 一 个 结果 :对 于 正则 开 集 Q, Ha) 就 
是 H"(Q) 中 之 了 阶 迹 yz 一 0 ie, C meal 的 元 
所 成 之 集 。 ERE, AEO) PRELE- EELA 0 
的 H"(O) mR. 

还 有 一 些 与 本 童 结果 直接 有 关 的 事实 将 在 以 下 各 章 中 随时 提 
e. 
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第 四 章 ”振荡 积分 .象征 和 稳定 位 相 法 
Sl 振荡 积分 


L 基本 定义 。 本 章 中 我 们 将 要 讨论 形 如 
(dux) = (22)" T c Po PeC e, y,8)u(y)dydO — (4.1.1) 
的 积分 ， 它 首先 以 
AUCE) = Q7" | Eae, AEAEE C4.1.7) 
的 形状 出 现在 P. D. Lax 关于 Cauchy 间 题 的 渐 过 解法 的 工作 L1] 
中 。 车 将 25) | uay RA (4.1.2) 则 得 


(Au) = (2x) 人 QUE BC Eyu(yMydE, 


它 当然 是 (4.1.1) Z VEDI, 但 是 (x, E) 中 不 售 7 是 不 自然 的 , A 
此 Hirmander 在 [9], [11] H5 AT (4.1.1). 
ax ,29) 称 为 (4.1. 了 10) 的 振幅 函数 ,这 里 恒 设 它 是 x € O, c R^, 
y€Q,;CR^ (0,297: RR 0 € R 的 C” 函 数 ， 对 于 它 我 们 将 要 贡 
上 上 一 些 限制 ， 
定义 #1.1 5。 类 即 指 满足 以 下 控件 的 CQ X Q0, X RY) 
RARA: 对 任 一 紧 集 KO, xO 以 及 重 指标 o. Bi. B; 存在 
常数 Cla, Bis fio K) 0 使 
[858585:a(x, y, 8)| «& C(a, £i. Ba KO o |8] n nmtsmtel, 
(4.1.3) 
XE, y)€K,8c R,0«:0,8 « l, 
DER 257,4 类 中 的 函数 一 般 人 允许 取 和 揽 值 ， 
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(4.1.1) 中 的 函数 B(x, y, 0) AAR OAAR ,如 
ENX 412 HAARR CO x 9; x R0) 图 数 由 (xy 
». 85, 它 对 8 是 一 次 正章 性 的 -ED 


Q(x, y, 18) — 1B(x, Y, 8), 7 0, (4.1.4) 
而 且 当 如 关 0 时 没有 上 临界 点 ,如 着 9 尖 0 了 时 gradus dx 9,0) 70, 
TEX hee fe Aa SE Re Sc fei. 


TRLHRE THESE Q, X Q0, Xx R0 pOG EIOS A 
一 般 地 不 可 能 在 日 一 0 处 光滑 ， 
实际 上 ， 在 前 几 章 中 我 们 己 多 次 见 到 了 (4.1.1) 9& (4.1.2) 型 
的 积分 。 例 如 设 a 是 微分 算 子 
Ple, D) — Doar)D’, aala) € C7(0), 


la rr 


Ni Fourier 3E38 5 
(Pu)GO = Qa) — 人 ep(r, Buy) dydk, 


这 里 振幅 函数 PCx, E) KA y. 但 它 显 然 在 Q XOXR" (5—dimO) 
中 属于 S5. Pr, ME E) —(x—)-£ 适合 相 隙 数 的 一 切 变 求 ， 
又 如 在 第 三 童 中 定义 Sobolev $j H 时 ,我 们 遇 到 了 算 子 


(2x)" | esl + 1£|[7)"2(8)48, 


它 是 (4.1.2) WHD. TERIS CEPR ACE 
GE + [EO € si, 

HARE (x — y). 5. 

$2, FRAUE Sho 以 下 我 们 简 记 为 57; Sho Wl id 29s7. 
但 在 不 同 的 问题 中 确 会 遇 到 其 它 的 上 和 3 而且 时 常会 带 来 一 些 
BOX. 

dE (4.1.1) 中 我 们 首先 设 xc Co (22), 这 时 , 对》 的 积分 不 成 
问题 ,但 57., RRRA 0 RUE AETRGLBERU BAIE tk, 因此 , 对 8 
的 积分 通常 是 发 散 积 分 ,这 时 对 (4.1.1) 应 该 赋 以 意义 ， 当 
a € Sz,» Ifi PCr, v, 0) EARR, CLD 就 称 为 振荡 积分 。 贼 它 
以 意义 就 称 为 其 正规 化 。 在 进行 正规 化 以 前 , 为 方便 起 见 我 们 将 


* 下 昌之 “= 


xCEEZSOm EDIT S VES y 291 xv 而 将 {4.1.1) 写 为 
lalan) = i dRD ala, PuC)dzd8, ul) € CE), 
(4.1.17) 

这 里 XCOCH^,8cH". WE EHBYTa—N,.RCERQVURSE 际 
AEEA n =N 

振荡 积分 的 正规 化 有 两 种 途径 ， 其 一 是 以 下 夯 的 引 理 为 基础 
B3: 

引 理 41.3 在 2 xR rfrHE—A4- RB C” 系 数 的 微分 算 子 


L= Y. ,9) -+ S bi(x, 0) -+ ele 8), 
2,9 ds, > (x x clr, 8) 


其 中 四 ESrB x Ro, DESO x R),ceeS TS x RY), E1 


HEAHEA TES 
[TS c| e” 
eaj- igoa oe] 

= efe. . 


证 , pop D. e 一 ;各 oo， B ae m i DE n a 
F : : 


han 2 öp 2 7 öt wl i 
-( 1 FA -xÍED $5. 
Hb a eo ORTUS BEL 0 s 0 RE b EC, RT 


fx 8p 00 8. ; 
— aj? iD a g? 4.1.5 
ip » lei +5 Ox, Ox; — je e, C ) 


N 
ep p2 Eie 2) ye 
;1 80; 88; ; x; 8x; 


o0, 35, j 
但 这 样 作 记 的 算 子 还 不 是 我 们 要 求 的 L, RX d 0 89 —2 E 
齐 性 函数 。 两 而 在 6 := 0 处 有 奇 性 ， 所 以 我 们 还 需 进 一 步 作 一 个 
截断 函数 XC0) E Ci), MEE 6 一 6 的 某 个 邻 域 中 x(85 e 1, 
FEH GILDA 


N 
| 一 2G — X) 2; D — io(1-— X) 3E 5s Es 
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4- xc) | p? usu 


很 容易 验证 ,这 个 算 子 中 D, D. 的 系数 和 X(5) 恰好 易于 S, 


SS-:， 令 它 的 形式 转 置 算 子 为 工 , WERL. 而 工 之 系数 正 
符合 所 求 。 证 毕 . 

据 苏 积分 的 正规 化 的 第 一 个 方法 如 下 : 

先 设 mc—N. Boe? — CLT EA GLID FELES 
部 积分 .因为 stx) 有 紧 支 集 , 对 x* 作 分 部 积分 时 ,“ 积 分 号 外 ”的 部 
分 为 中 又 因 au 24 |8| — +0 时 为 0，Ltar) 当 18| 一 0 时 也 
为 0,… 所 以 对 日 分 部 积分 时 ,积分 号 外 的 部 分 也 为 0, 故 

Iolar) = f SUPER, )u(x))dxd8 , (4.1.6) 


很 容易 验证 Laler, 8) (3) € SZ, , e min[e, 1—8]. Br 
以 在 p 之 0 与 < 1 时 :之 0, 而 只 要 不 充分 大 , 加 一 如 可 以 小 
于 任意 给 定数 . 

UA ERE me —N HER DIES Aim N, M OL 
RAEL ALIH AE m — S —N, 则 (4.1.5) 有 意义 ,而 且 
其 值 与 地 无 关 ( 只 要 处 能 保证 m — ke 一 N)， REJI (4.1.6) 
之 信 作 为 ml 一 六 时 振荡 积分 (1.2) 的 定义 。 这 是 正规 化 的 
第 一 个 途径 . 

第 二 个 途径 如 下 ; 作 帘 断 函 数 X(8) 如 上 ,并且 定义 

To,sfat)》 一 e 5? XC eale, OSu (xo dxdB, 


且 试 图 以 15,24 8 一 0 RIRIS (4.1.1) 的 定 必 ， 事 实 上 如 
第 一 种 途径 那样 作 分 部 积分 有 
lelau) 一 f e'KEOT REC EO a(x 0 Jule) Jdxd9, 
注意 到 在 在 -~ 个 与 8 无 关 的 常数 C, > 0 使 
[85 Xer] SC! TF 8|)" 7, 
就 容易 看 到 当 一 0 时 ,上 式 有 极限 存在 ， 我 们 就 用 这 个 极限 作 
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为 振荡 积分 (4.1.1) 的 定义 ， SA RRIXIBBEBO R KERE mA 
一 NN。 由 于 这 个 极限 就 是 式 (41.6), 我 们 一 方面 看 到 它 X BUS 
法 无 英 ; 癌 时 也 看 到 ,振荡 积分 的 这 丙种 正规 化 是 一 臻 的 . 
总结 以 上 的 结果 ,我 们 得 到 
定理 4.1.4 Zio» 0,8 <] ii ate, 0)€ S2... QC, 8) f iH 
函数 , 则 可 以 用 下 式 来 定义 
Ig(au) = ( g'PUsP aC 站 ECG u(x) € CICO) 
并 称 之 为 振荡 积分 ， 
Ilolan) = jj eism pk QUE Oyu (x) )dxdO 


一 lim i c'e P xCEDDa( x , O)n(x))dxdO, 


RE ERMES 
m — ks « —N, s = min(p, 1 — 8), X(8) € CICR") 
而 且 在 6 一 0 的 菜 一 名 城中 XO) e 1, 

Z 含 参 数 的 振 薄 积分， 前面 我 们 已 说 过 ,(4.1.1 是 由 
(4.1.1) 中 略 去 参数 而 来 。 振荡 积分 之 所 以 重要 , 在 一 定 程度 上 是 
出 于 可 以 和 普通 积分 一 样 、 在 积分 号 下 对 参数 进行 微分 或 积分 运 
算 。 记 以 我 们 现在 再 回 到 (4-1.1) 而 且 堵 虚 更 为 一 般 的 含有 参数 
的 振荡 积分 


F(x) = i LI PaC n, y, Oula, Y)dydÓ, — (4.1.1") 


这 里 我 们 假设 : 

1? é(x,y»,0) 对 y 310 mi TiJE JE EELEI S DAL JG grado alr, y, 
9) s 0; TIME 
2? &€Og,cRu,py€0,7H"»,a€52.,,0p77 0,8 « 157 

3° u(x,9»)€ CFO, X £3), 

在 这 些 条 件 下 (4.1.1”) 是 有 意义 的 ， 因 而 定义 了 x* BUE 
F(x), 

定理 4.1,5 在 上 述 假设 下 ， 
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1" F(x)€C$s(Q,). 

2? FIO dx= ii er al e, y, O)u(x, yMxdydO (4.1.7) 
右 方案 示 一 个 振 划 积分 ,而 积分 的 次 序 是 dx -> dy — d0, 

3? De Fr) 一 (| Da Leienda, y, Oulx, Y2]dydO., 

dE. 1? H,supp alr, y)€ Q,, E rg H,uppu(x, 9) WM u(x, 
»)—0,)X15 FG) 一 0。 这 就 是 说 

suppF (x) C H,supp x, y) 

AJEG WETE, F(x) EC” 由 3 可 知 ， 

2 因为 (x) 有 紧 支 集 ， 所 以 | P Goa 实际 上 是 紧 集 上 的 
积分 ， 因 为 《4.1.1”) 是 振 狂 积分 ,所 以 可 以 作 击 


[6] à 
L — L (s y 8, —. 2) 
2 2 By 88 


而 使 
F(x) = i| eos PER UL, y, ulr, V))dydO, 


现在 右 方 是 通常 的 绝对 收敛 的 积分 、 故 由 Fubini 定理 即 得 2 之 
üt. 


3” MERIR (0) = x (0), 并 用 ok 一 so GERE 


A (1.17) m, Bote c EROS FiCx), 显然 Fie) S8 k — oo 时 
对 x EQ, Fr sp FC), X File) € C$ (0) 是 显然 的 , 因为 
可 以 在 积分 号 下 求 导数 ,我 们 有 
Ds Fr) 一 | | e) Ce, yO)pa(O)dyd0, 
这 里 bx. LE 8) = e "D? (eau), 很 容易 看 到 À 
bolar, Y, O ESPAS, 

因此 应 用 拔 茵 积分 正规 化 可 知 对 x 一 至 地 有 

im D; Pr Cx) 一 ii qnom» Ce, y , 6)dyd8 


lji- 


一 f Dije eP ale, y, SDu( x, vldyde, 


由 数学 分 析 的 知识 部 得 3° 之 证 ， 证 毕 . 
西 为 振荡 积分 在 正规 化 以 后 实际 上 是 一 个 绝对 疏 北 积分 ， 记 
以 Fubini 定理 对 它 也 是 成 立 的 ， 

3. 振荡 积分 所 定义 的 广义 函数 . 现在 回 到 不 含 参数 的 情况 ， 


Bp 
Ipan) == i ED er. Bu (x) dxdO (1.1) 
EART OM a MASER uG) € CO) 的 线性 泛 函 。 我 们 可 以 
ECE ERREZA AmE A AAR A: 
Iau) = C, u), (4.1.8) 
EE 4.1.6 REG om — Ke —N, s = min(p, 1 — 8)7— 
0, 则 (4.1.8) 定义 一 个 不 超过 天 阶 的 B OXER, OD. Fourier 
积分 分 布 . 
证 . iw € DO), 下 是 日 的 皮子 集 , 风 容易 验证 


lFelau)| = f tI LAC, Oyu le) )dxdO 


k 
< >; Cosup| Da le) |, 
a|ssuü 


从而 命题 得 证 . 
FERE k — 0, WWE. E theo emm AN IE 
规 化 。 这 时 ,应 用 Fubini 定理 知道 
leloa) = (4, n) = | M )46| u(s)dx, 
因此 广义 函数 4 就 成 了 通常 的 函数 (现在 是 C (RU) 函数) 
A 一 | e" Pa r, 0)a0., 1.9) 
[E — Re] k OESXELAS BUR V LES V BEPEREDO REUS , 因 


为 我 们 只 知道 grad; od 关上 0 而 不 能 断定 gradoD(x , 0) + 0; 但 是 
我 们 奶 旧 形式 地 应 用 (4.1.9) 来 表示 Iela) 所 定 尺 的 广义 函数 。 
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为 了 进一步 讨论 广义 函数 4 的 性 质 ， 当 然 需要 注意 到 相 函 数 
P(r, 0), "x8 REFER sri dE ET RR 
X417 Qx (R50) FIT E USKCGSET SR WE 
(x, B) EU = (x, ID) EUG > 00); Cro, a) € OQ X (R0) 
的 邻 域 如 果 是 一 个 锥 形 集 就 称 为 一 个 锥 邻 域 
锥 形 性 质 将 变量 * 和 8 区 别 开 来 了 ， 我们 会 看 到 , 这 是 有 重 
要 根据 的 ,我们 将 会 看 到 , REETA Tta 上 讨论 相 陋 数 
Elec BRE LXX EE, x 将 是 底 空 间 的 坐标 而 6 将 是 纤维 坐标 。 
在 讨论 有 4 的 性 质 时 ,一 个 起 重要 作用 的 集 是 
Co = (r, BEQ x (RNO), gradsB(lr, 8) = 0}. (4.110) 
IEM g x (RO 到 怠 的 投影 算 子 为 
aCo = $5, Re = QNSs. (4.1.11) 
定理 4.1.8 sing supp 4 C5, 或 4 在 Ro HE C? AR, 
证 . 设 xo € Se MHR 9 € RYNO, Pelro 0) — 0. AFE x € Re 
合 对 任意 ERMO, Palro 0) 95 0 出 外 之 连续 人 性, 必 有 x STAR 
V, 第 在 了 x (RM0) 中 Bolx,9) 关 0， 于 是 可 以 应 用 振荡 积分 
KERERE (定理 4.1.5) 知 当 x € V Bp A -= 4D €C". mi H 
If u Eci) 有 
(A, u) 一 | Adr, 


所 以 41v ECV), 从 而 定理 4.1.8 得 证 . 
上 而 我 们 没有 讨论 振幅 函数 的 作 表 。 实 际 上 很 容易 看 到 有 
$4.9 EAE So WNE a = 0,0 4 — AGORE— A C7 IK, 
这 个 结果 还 可 以 进一步 精密 化 ， 但 为 此 需要 进一步 讨论 4 的 
性质 。 在 本 节 最 后 ,我 们 要 介绍 一 个 十 分 重要 的 概念 : 
ESL 4.1.10. AAR dx, 0) 称 为 非 返 化 的 ,如 果 微 分 


4 (0) 7 l,- N) 


£ VEO 18 JRE 
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99€ 9v ,.,, O0" 
00,80, 80,0: — 06,0x, 


rank( Dos) = rank 
oo 69 ..._ Ow 
89,00. D0,0x, O0 Ox, 


—N. 

定理 41.11 当 相 函数 由 是 非 退 化 时 ， Co JO X (RAN0) 的 
"HT. 

WEBB FUR EZ iS PUERTOS ERE D. 


. $2. 象征 的 空间 


1. SzD). 上 池 中 我 们 称 《4.1,1) 中 的 alr, y, 0) 为 振幅 
HA, 和 而 且 . 在 下 一 章 中 我 们 将 明确 地 定 交 什么 是 象征 。 但 是 目前 
RADARRAK AR, 因为 我 们 真正 关心 的 态 是 空间 Sa. 由 
于 和 难 形 集 在 以 后 的 讨论 中 将 起 重要 的 作用 ， 我 们 先 要 讨论 加。 的 
一 个 推广 SAT, RETE 8 x RY 的 一 个 锥 形 柴 。 首 先 我 们 
介绍 一 些 名 词 和 记号 .车 上 C9 x Rn， 我 们 记 

Er = (x, 10); (x, 80€ K, 120 1), 
IN) = {(x, 0) ET, 0 + 0), RY = R'X0; 
Ziac C”(O X RY), 则 使 «e dE yog o Bi NIE SR ROS s 
EAE. 

X X 4.2.1 ir OXR 的 开 锥 形 子 集 ,ae C™(T) 称 为 属 
于 So3(T) 是 指 对 工 的 任 一 紧 子 集 天 以 及 任意 的 重 指标 a， 8 存在 
常数 C = Cla, B, K) > 0 使得 对 (xz。6)EKec 有 

[0£88a(x, 8)| « CC1  |0])" vinim. (4.2.1) 
gua SIE) 一 U sz4C), S73CT) = Asz). 

当 T = 9 XRY bl, ST) RETZ Sza; ee C*(T) 若 对 
8 为 入 次 正 齐 株 ( 即 有 a(2 10) — r"a( 8) pt > 0), HI a € SHC). 
和 上 一 说 一 样 ，, Sp CT) sk diddesTO0. Q0 )ufgs"(. 车 
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2(x,8) = 008 [8| 7E: KT PR o € 525). 

ST, SCT ) 78 — EE TAE e, EL UH E 26 

XBR4.2[1 1° 3$ m&m 时 有 SLSCTOC STA) C SzSQ0D )Cc 
SZ. 

27 H a € SQ. €522,07). Jl a.a; € S24, 这 里 

m = m + rmm, e = min(p, pis 必 一 maxt G 8)». 

3? dia€SZ.QD), Wl ofOga(x, 9) Esz PIC), 

4? Bat C"(D), Wa € SEP) HiH a € S,(PX0D, 

XX EXERJUEBHJLSEREFERBHRU,. SUEDREI- — $08. REE 
提出 , EH 2? 知 S25 (DD 是 一 个 交换 代数 ,55.3(T) 是 它 的 一 个 理 
E. AE, a,b Esp T)mE o hE SnG) NJ a E 5 有 一 
个 等 价 关 系 * 记 作 a 5。 在 偏 微分 算 子 理论 的 许多 问题 中 , 没有 
必要 区 别 具 有 这 关系 的 两 个 象征 ， 这 在 以 下 的 讨论 中 是 极为 重要 
的 。 

在 许多 问题 中 ,我们 会 再 到 某 个 性 质 " 对 充分 大 的 181 成 立 ”， 
例如 说 * 对 充分 大 的 |8| ,a € 52,07) 即 指 对 于 工 的 紧 集 K, 存在 
一 个 常数 rx 05 a 3 (2,0)€T H 10| rk BER T C^, 而 
EI (4.2.1) 对 [8] Ze rk R. XE O| 2736/2 和 [8| 2r 9 
p OR" RSS. TRRDXRRIDLE— Bg C^ 5p 389 X400) A X,(0). E 
了 一 个 函数 a, € CCP), (例如 取 a, = 0). 会 

b = X(0)a(x, 0) + X(60ai(x, 0). 
Hj 5€ caT) mE B C — CCo, 8. K) np UL G8 (4.2.1) 对 
bes 8) RI, Mi b ESRT). 因为 a 一 6 二 0 (10| o 27, 
ac b. 因此 对 充分 天 的 |8| BUT SZGCT) 的 诅 征 在 许多 问题 
中 都 可 以 用 SiC 中 的 象征 来 代替 .其它 “对 充分 大 的 [9 | 成 
立 ” 的 性 质 也 往往 可 以 这 样 来 处 理 . 

函数 a € SZ CT) 是 一 个 局 部 性 质 , 汐 为 有 

定理 4.2.9 设 TC9 x RE RARE, acci), E 
f£ — Gn, 9) € PNO KHA — "p iE S6 ano 而 使 «|[V C 
S2 CV)» Wl a € SZ, T). 
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证 ， 根 据 定 理 4.2.2 2 4^, UIDES AS IB T PNO 的 情况 ， 
令 玉 为 之 一 紧 集 ， Wi s 一 infle| > 0, 由 假设 ， 对 (10505) € T, 
必 可 找到 一 个 邻 域 Vo 合 当 18| > etl 

[0205 a(x, OF CC + 101" ea, 

用 有 限 多 个 这 样 的 Vm KRALA K 中 成 立 。 定 理 证 毕 。 

2. Soc) 在 变量 变换 下 的 性 态 . 设 Tj(j 一 1, 2) 分 别 是 
Re x RW’ 中 的 锥 形 集 ， 其 中 的 坐标 分 别 为 C(x，5》 和 (Cy; aD. In 
RUE — e C^ BE 5E f: T, To y — Y(x, E) g — ges E) E E 
分 别 为 堆 次 和 一 次 正 齐 性 的 ， 就 说 f SREE R 的 作用 可 交换 
《因为 下 面 的 图 式 是 可 交换 的 )。 


Rt 
(x, £) —7 Cx, 1E) 
P. t? 


(7， Dt Oo tq) 
现在 设 ok $,5(72), RITER f*a = aof = b ERE Slr) H? 
答案 见于 以 下 的 定理 

定理 4.2.4 yr f "SERE BER! 的 作用 可 交换 ， 则 在 以 下 的 情 
UT, $E SESTO: 

19 54-81; 

2? e+ ë> l, iiy =y 5 EER; 

3” y — y(x), n = aE e; 8 254139. 

ERRERA E. 时 常 称 为 纤维 坐标 , 而 集 (Ge. 9) X28 
zo 处 的 纤维 。 这 样 上 述 的 条 件 Z^ do» 55 BOO, HU x. 姓 的 纤维 
JE? y(x,) 一 为 处 的 纤维 [Oas y (xo, £D. 我 们 说 这 样 的 变换 基 
保持 纤维 的 . 


定理 的 证 明 。 我 们 用 po M bo aae E p o f 则 有 
; j 

Bb ; Omi p y 

M 一 BU cu 十 b. L— 
ôE, 之 Ə; 2: ^" eg, 
b C un Ën; av 

MEG lI LES 十 bc. 
Ox, 之 Ox; 之 H Ox, 


» 191 » 


T P RH 的 作用 可 交换 ， DU 5 是 8 的 0 次 正 齐 性 函数 ， 


Ôu 与 AD 则 分 别 是 1 次 和 一 1 次 正章 性 函数 ， 和 利用。 SZC), 

l LE 

当 (e E) e KET 时 很 容易 得 出 以 下 的 估计 : H (r, E) EK e 
$H < cap +a + 1pm, 


lae SCIO + [8177 o C+ [8177]. 
Bx; 


车 p 十 3 一 1 Hl] m —,0- md-8 —1,m-—p-d-1— m 4- 8, 
此 可 以 反复 应 用 上 式 而 知 8 ESZT), mi 1? 得 证 . 


在 2° 的 情况 下 H = 0,m- p Lem 8, 从 而 又 得 以 


上 结果 , EIF, à Sd 0, 这 个 结果 仍 成 立 ， 定理 证 毕 。 


利用 这 个 定理 ， - 4.1.9 精密 化 而 得 

84.2.5 设 (4.1.9) 中 的 相 范 数 是 非 退 化 的 而 及 以 下 两 条 
上 件 中 有 一 个 成 立 : 

1?504-3-—1H^op78 

2? o2-8 B. (x, 8) 对 6 是 线性 的 ， 
则 1? 3542€ €, EXPRESS 0, W CA.0.9) 中 的 

A = Á(x) € C(O); 

2? 车 = 在 上 上 为 0 则 在 在 6 e Scu ^ OO x R”) (i xt t£ 
Eud € C5 (0D, lalau) = Ig bu). 

为 此 , 先 应 证 明 一 个 引 理 , 它 是 著名 的 Hadamard 引 理 的 一 个 
/—. 8H 426 Aq. X RNO 中 的 C* 函数 ,对 9 为 
去 次 正 齐 性 ,而 在 

C=—{(r,0)€0 x RYNO, du, 8) = ü, į = latta ÅÎÌ 
上 ,8,4 四 是 线性 无 美的 , alra 00 € SECO X RNO), 车 

i1*p 十 二 1 或 
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2? $irttta ba EE r HARG 
B frc F2 0 CEER Er 29 00 E, X E E a E Sr X RY) 
G — 1, N) (Ec EEEE X 0), 使 每 
k 
a = > "ip. (4.2.2) 


证 ， 我 们 实际 上 是 要 从 《〈4.2.2) 由 将 a; 解 出 ， 为 此 ， 我 们 先 
对 Kx， 8) 局 部 地 求解 ， 然 后 再 用 一 的 分 割 拓 展 到 整个 区 域 上 去 。 
于 是 设 Gn, 0.) EDX RYNO. E (xo, baf [6o| » € C MPE 某 个 
pikxos 后 ) 才 0, 于 是 我 们 在 《x ,91191) 充分 接近 于 (xo, O11) 
处 令 aj — al di, MA E a 二 4， 利用 pr LP YR SEE UT UD Xx 
(Go, 209) j (12700 的 一 个 锥 邻 域 中 定 出 oj. Æ (x 04 18, 2 € C, 
则 因 d»; Æ (xo, Dof lA D 处 是 无 关 的 ,所 以 由 隐 立 数 定 理 , 可 以 对 
它们 补充 以 drst (0 m n HN — IENDE 6 AERE 
JF TE PE SC. i HS. a EWIE (x05, [8] — 1? 上 在 
(xo, 96of [85 | ER RO Be jr EP EATR B CRI 中 ,期 可 
得 一 个 微分 同 胚 

(x48) —> Chitta 61, [0| E R X R*, 
将 Gn; 10.) ) C1 2 0) B — SE AS FE] B. x R* E, 4 a(x, 0) 
TEXT $E y IBIMS T AER, aC. 181). 

着 1 p 十 8 一 1 成 立 , RI E SE BE 42.4 271? (注意 在 定理 
4.2.4 rh E dr n 的 维 数 分 别 为 NL 和 而 不 一 定 相 同 》 ,以 ;中 i 
作为 y，198| fio n mA 3(6, ADES. 在 2* 的 情况 下 ， 
dus ttt) FUE x 则 我 们 可 以 改 用 另外 的 微分 同 有 厌 ,使 如一 
$a» ctt Ye = dus IADR {Cros 16o)} GO 7 0) 的 锥 地域 中 
3E alr, O) == F(Y, n) E59.s， 总 之 我 们 得 到 了 Osa) € SZ, ME 
在 妨 一 … —y,—0 处 BC, p), XE a NL Fd R Hadamard 引 
38 


k i 
4. n) = 5 u f doy (11. tt ta IY Yapa t» 9dr, 
i=1 


"ES ps 回 到 原来 的 坐标 ,如 有 
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n 
alr, 85 B >, ei x, 日) 而。 


而 且 由 o; ESTEE AAT oj € Z3. 

VERE SIE (x. 9 € C 5 Cra 0D EC 两 种 情形 ， 在 半 
射线 (xo, 16) 1 G > 0) (ssp Er CE HS T HEUS E a; GERE, 在 
Ga, 8) £C El. a — 0 或 a;] bi € 52, sCSEP). jx Es ee Sp 3 构成 
2 x RE 的 一 个 开 和 覆盖, 它们 与 |9| — 1 之 交 则 是 球 从 Qx S" 
的 一 个 开 覆 盖 。 和 必 从 属于 它 的 一 的 C” 分割, 并 对 8 坐标 作 零 次 
齐 性 拓展 得 到 适用 于 O0 x R 的 一 的 C” 分 割 ， 用 它 将 前 而 局 
部 得 出 的 ai WEKRE 关于 a; 在 C 上 无 限 阶 为 0 这 
一 部 分 的 证 明 击 上 自明 ， 

定理 4.2.5 的 证 明 。 将 引 理 4.2.6 HZ JE T. o, = 80/00; CR 
成 了 Ces 而 


N 
epo 
Antw 


但 是 e? mm ci < 应 用 分 部 积分 即 得 


Iol au) = > Is (i Bu), 


S, Ôa; 
Gur 
刘 定 理 的 结论 2? AE ADETA Peso, 

这 里 需要 注意 的 是 我 们 在 绑 荡 积分 lola) 中 应 用 了 分 部 积 
HE. 当 区 过 一 入 时 这 和 扬 然 是 合理 的 ; ERAR, 则 需要 用 正规 化 
来 证 明 . 

车 4 在 Co. 上 无 限 阶 为 0，, 则 出 5 之 表达 式 以 及 引 理 4.2.6 中 
关于 q 在 C LERU o 89581650 » d. RC XT s Rf TVA e 
复 应 用 结论 2?， 办 为 p >a, 所 以 应 用 2” 足 名 多 次 以 后 可 得 

Iglau) = lolu), t SLM. 
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好 为 任意 大 * 这 时 广 祥 函数 4 成 为 
A= | em), 8346, 


显然 4 m AC) TARRAA 4x) € C^. 定理 证 
Hs, 
3. SZ,CD) 的 拓扑 ， 设 KcrnE—A4 E HEX, 必 存 在 常 
"tC = C(a, 8, T) (& 
[05024(x,8)] « C(1-- 8|)" ?"^. (x, 8) € Ks, 
REALAN C. URBE 
Paga) = sup [Og Ota (x, 65 [/C1 + [8| rean, (C4.2.3) 
可以 看 到 它 是 37 XO 的 一 个 半 范 ， 如 果 紧 集 天 天， 天 "适合 
K'CKCK", WIE Ul 
Pag, Kr Ka) S fosa) E Poena ja (4.2.4). 
MER TAEMA RARE 1K,}, j 一 1,2, FP 
对 任意 的 重 指标 a, 8, Pese Ca) 构成 可 数 多 个 六 范 。 用 这 组 半 范 
定义 一 个 拓扑 ,很 容易 看 到 S52.sT) 在 这 个 招 扑 下 是 完备 的 , 从 而 
使 它 成 为 一 个 Fréchet 空间 ， 以 后 几 说 到 55.( 了 ) 是 一 个 空间 时 ， 
都 是 指 的 这 个 拓扑 . 
在 这 样 的 拓扑 下 岗 显 地 可 以 看 到 
定理 4.2.7 19 d mmu, MEARI SACO 一 srr) 是 
YER. 
2? 映射 0907: SPCT) -> Spa ^ CP) 是 连续 的 ， 
3” 乘 法 映射 (SZuCDO, S245CT)) 一 So 是 连续 的 - 
4? 定理 4.2.4 S LT EE Sraa) — 52,74) 是 连续 的 ， 
这 个 定理 的 证 明 赂 去 . 
Sz D 中 有 界 集 的 松 念 是 一 个 重要 杠 念 。 在 一 "m Tb 2, 
性 空间 中 , 集 对 为 有 界 的 定义 是 : 对 于 0 的 性 一 邻 域 了 , 必 有 常数 
1 >0 存 在 ,使 M CAV,. 对 于 SED, 因为 0 的 邻 域 可 以 由 半 范 
Pam 生成 ， 所 以 M CSZCTO 为 有 春 即 看 存在 常数 Cop,x 使 对 一 
Yace M 
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PesxCa) S Cos. (4.2.5) 

在 $ 1 RRINE TRARA E SR RD CO) 93A 

分 运算 (定理 4.1.5) 和 Fubini 3E £8, 8 2 中 证 下 定理 4.2.5 时 还 讲 

到 了 振荡 积分 的 分 部 积分 法 ,下面 想 要 评论 关于 振 葛 积分 的 
‘Lebesgue 定理 ,为 此 先 需 证 明 下 面 的 

引 理 4.2.8 ix KOE CL0, 11, 则 必 有 与 并) 无关 的 常数 计 


存在 使 
(max OE M Cmax EGO D [max HG 十 max| f^ (211. 


(4.2.6) 
E, HAEREA G) e 0 且 取 实数 信 ， 先 令 
1 1 
refo, 4], 0m ecc, 
由 Lagrange AR, HA AEG 8,1 - 26) in 
L PU k 2e) 1G 91 2 762 = 100 + Sdr, 
由 于 一 ; «2s, 8 ELE 
IEO SE e 26) Kt 1| + GE Oae 


= 2 max| j| + 2&max | (0. 
& [ôl] Ló] 
全 
s 一 1. [max fG) | /émax | GO | 十 max |f (9) | 15, 
4 [0,1] L051] [n,11 
即 得 
(max | f) |) s Cmax l FC) | Jè (max [G1 + max[ f" G2] 9». 


3342.9 车 1o} 为 32 区 28xHr) 中 的 有 界 集 而 且 在 9XxRB 
的 竺 一 紧 子 集 上 一 致 地 有 oj m> a € SS,(Q X RY), WX] FERE «€ 
cio) E 

lim Fo( aj) 一 【of au). (4.2.7) 
l ur. E ek — OR "ts ls sea U); AE; = a;l xð + tek) 


+ to» 


— alx, 0 + es), 
因为 开 (x.9) € (OQ x R ERR 致 地 有 max f, C] 一 0,* 故 


由 上 面 的 引 理 , 利用 Coi) 为 S2。 中 的 有 界 集 , 知 对 (x，0) (x 
”Re 的 任 一 紧 集 ) 一 致 地 有 形 (0) 一 6xai(*,0) 一 Boa(zy8)-> 0. 
反复 应 用 此 法 (注意 在 对 * 变量 应 用 此 式 时 eu RE COR (0, 

(40), & > 0 365Y YTI 0 6205 ala, 9) YE O x He 的 任 一 
ERPAT 0203 a(2, 0), 当然 在 9 x R 中 也 有 逐 点 收 
SL. REA *(z) 并 不 改变 收 敏 的 特 往 , 于 是 利用 Lebesgue 控制 收 
REET lolon) 的 正规 化 


fi eI LC asx, Eu) Ydrd0s 


即 得 定理 之 证 。 
同 祥 的 证 法 当然 也 适用 于 积分 CAL 1.1): 
(Aua) = [| emma, OuCy) dyd0 


- Gn) - Í] cot y, 8)u (y) dydB, - 


k^ SEES PARIS D B A) AAEE, Qai] DARA 
Eds HECE T ARA R — SuSE Y d Y. 

最 后 我 们 介绍 一 个 逼近 定理 . 

定理 #2.10 iR o€S7,(D), X€ CIR) qfi B. XE 0 — 0o mx 
Tb iEn xml. 4 x(9)—XC8/)), T E aj — Xja € S2SCT), 
而 且 对 任意 m' Ze m, aj dE Spa) FORTE ERAT a. 

UE. Xj = aj € 57.3CT) 是 明显 的 . 取 任 意 的 o. 8 SREK, 
由 于 aeSz Qr), 必定 存在 常数 CC 使 | 

85'(1 — XO BF Oar 8)| CH 4 160" mngnem, 
这 里 (4, 0)€ K KEI 是 一 个 紧 子 集 ， TE 
|82 (1 — x,(8))85702 alr, 6)] 
(1 十 jel yw plal talg 


< CO 十 epy ca gum 
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若 设 Xx(6) 二 1 于 1801 所 1, X(0) oF l8] S Rc rn, WEE 
sk rat 一 0 时 式 夺 的 支 集 在 19| 宇 jr 处 , 厂 方 则 是 C(1+ 
l9] )"7", ARES [0129 je 时 sm C7; 94 [8| «n 
左 方 为 0, 即 令 不 变 右 方 这 个 不 等 武 仍 成 立 ， 当 到 0 了 时, RE 
的 支 集 在 jr < 10] eR 中 ,在 这 个 区 域内 , 右 方 的 
GE 二 18D < (T Ry fem « e 

Qt lo ™ « 0 e jm «cnm, 

总 之 式 左 < O; 在 这 个 区 域外 ， 式 左 为 0 故 仍 可 得 式 左 
Coj"-™， 利 用 这 个 结果 即 知 , 对 5S%(T) 的 任意 半 范 or 都 有 

Panra — a) = OC)” — 0, 


定理 证 毕 . 

4. 渐 近 展开 式 ， 在 解析 函数 范 栈 中 , 和 震级 数 展开 式 是 景 重要 
的 工具 之 一 , 但 在 C” RAEN, 一 般 说 来 Taylor 展开 式 的 应 
用 需要 在 余 项 处 理 上 有 新 的 概念 和 技巧 ， 对 ST) 一 个 重要 的 
概念 就 是 渐 近 展开 式 ， 

”定义 #4.2.11 dE jaz P a E Sh), M aN R 
[18k a € C~T) 具 有 潜 近 展 开 式 a ~ D, a; 即 指 存在 一 串 实 数 
pa ^w — co Tf f 

2 ea 一 $) aE SS), (4.2.8) 


PHIBE 


一 种 常见 的 情况 是 wkz, 0) 是 8 的 mm 一 /次 正 齐 竹 函 数 而 
a€ 5"(T)， 这 时 a(x，6) 称 为 经 典 的 象征 。 


当 。 具 有 新 近 展开 式 D a 时 * 并 不 意味 着 D elici EL 
不 同 的 象征 可 以 具有 相同 的 源 泊 展开 .在 这 时 ,车 对 a,b SCT) 
也 有 2 ~ D aD amfa — D a)-(8— 2j) sm CT) 
对 一 切入 成 立 , 所 以 。 ~ 56 SIT), BOETE 1.22 后 的 说 明 。。 
与 5 有 等 价 关 系 。 ~ 5b、 所 以 每 一 个 ~ 等 价 类 具有 相同 的 渐 近 展 
FA. 用 活 近 展开 式 来 表示 S7,07) 中 的 等 价 类 时 , 对 该 类 中 的 
» 139 5 


象征 的 种 种 运算 会 带 来 很 大 的 方便 ， 
由 定义 可 以 直接 看 到 , 若 a ~ D) aj. Bü] 


T 


oloja ~ Y 608a. (4.2.9) 
i 


现在 我 们 来 证 阴 

定理 4.2.12 BUE. Co iso 如 定义 4.2.11 中 所 述 , 则 必 存 在 
a€ SPAT) 使 a  Zaj(m = m), iL EL 2 在 等 价 关 系 a~ b (或 记 
YE a = b mod S73CT)) 下 是 唯一 的 ， 

证 唯一 性 部 分 在 定义 4.2.11 后 的 说 明 中 已 经 证 有 明了， 为 证 
明 = 的 存在 性 ， 取 函数 X(0)€ C™~(RN)， 使 XC9) 一 0 于 |6| «—- 


dh, XC9) = | p |8| 2 08b. fETBJ—4- EJEOI3RUR IE HA 
UG. 并 县 选 一 个 正 数 的 上 上升 序列 (5) co 使 得 对 (x, 0)€ Kf 
有 


etes [x (Suc. ]] «20 + oprea, 
(42.10) 
这 里 Jal + 18| 十 1 所 i 这样 的 总 是 可 以 找到 的 , 为 此 先 设 
;之 1, 注意 到 
osx (£ ) = ceo (4 pm, 


着 = 六 0, RPR E MES : > lel > 二 :三 la «:« 216l 


CR 1 x 2525926 0), 所 也 一 定 有 与 ， TRHA C. CR in E 2 
sup| 02 X |) fX — 8) 8 A 


asx (2)| < C. d 18|)7n, (4.2.11) 


MO om 0I LER ERIS. C 存在 , IAE LI 1 时 ， x (&. ) 对 = 一 致 
地 属于 SCR*)。 Hibs 4 (0€ Kj fia p EA lo] + l8] 
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/所 1 时 ,一 定 在 在 常数 C; 使 

8 Y ax "dp my-elal tl 
ati [x (2) «6. ]| «cia  leprerm 
= C pma, (0 4 oprao, 
BERR mur Aue 8l l4 HF Om; 一 mi «9, 因此 只 要 
取 与 充分 大 即 可 使 (4.2.10) 成 立 。 

TERS 

a, 8) = Six (2) ailes 8), (4.2.12) 


这 个 级 数 确实 是 收 化 的 ,因为 在 某 一 点 (x, 0) 附近 , 当 j 充分 大 
使 1914| 过 i Bb, X (£5 — 0, 而 (4.2.12) RJA PRAL AM 


有 限 覆 盖 定 理 牙 知 在 每 个 紧 集 KOT h, (4.2.12) 都 是 有 限 和 , 因 
此 可 以 证 明 a € SECT), 
— ,= LAETI 95, 
再 看 "一 及“ 有 [一直 + xo 
前 一 项 当 18] 充分 大 时 为 0, 因而 属于 S22(D7,) 对 后 一 项 。 则 利 
2527 RRR FP LAE EK CEDAT RT Ko A) EK 
Boc 


x cC(1 +- [O| yrke elta 


ato Sx 2) aj 


i t+1 


由 此 ,定理 得 证 . 

在 这 个 定理 的 证 明 中 采用 了 重要 的 Bord 技巧 (当然 有 了 一 
些 改 变 );, 它 来 自 以 下 经 典 的 定理 及 其 证 明 ， | 

TH 4.2.13 (Borel) i$ KÆR", T= [—A, Al, A => 0, fE 
CIK), 于 是 必 存 在 FE CIU x K) 使 得 
Be, tian —1h(0,;—90,1, 

WE. TERHÉÉE pleje CC) EA de ma hABIoG)-1. X 
PEH 15); 使 8; «0 充分 快 忆 至 
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l8vgi(x, D| 27, lei si l, (4.2.13) 


这 里 gj(x, 站 一 上 p (4) GO Jt. 这样 取 是 可 能 的 , 因为 由 
pO) € CELO ,其 各 阶 导数 均 有 上 界 , 记 Be 中 0, 之 阶 数 为 ws 则 
Hi Leibnitz 公式 

lgl, | « D Ca ar)er d^, 


+ H 
LLLA 


t 


但 在 上 式 中 可 以 认为 1:| < as。 因为 lz| > as 时 || > ai 


g(t 三 0, 上 式 自 然 成 立 。 因 此 当 5; 充分 小 时 
|87gi(x,:£ )| SS Coelo m 27i, 
AH ess lal x ;—1. B.2.13) 可 知 
Ke, 1) = 95g. 0 (4.2.14) 
j-D 
ATIK. 
(4.2.14) 可 以 说 是 一 种 变形 了 的 Taylor A. A 4E $6 R 


复数 ERRES D1 cjt/j! 不 一 定 收效 但 仿 妥 以 上 的 方 
ico 


Bs eO X e (I) celit, 9 s GO € CECI), 而 且 ^0) me, RI 
eO DO esf Hj 为 其 形式 Taylor RA. KRE, Bord ERER 
j-9 
们 把 Taylor 级 数 这 个 重要 工具 应 用 于 C 函数 ， 这 当然 是 很 有 
用 的 ， 
需要 注意 的 是 定理 4.2.12 应 用 起 来 不 很 方便 , 因为 要 验证 
«Eo 就 需要 估计 O 95 |。 — 57s]. 作为 一 个 较 方便 的 埠 
Pk 
代 , 我 们 有 
定理 4.2.14 VE a; € SPAC), miN — oo, a€ CT) f Ex T 
之 任意 紧 子 集 关 忆 及 重 指标 a, 均 存 在 常数 区 和 CC 使 
|8203a(x,0)| « C(1a- jO, (5, 0) € K, (4.2.15) 
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im ELBOSHESER E KCT, FEE wm 一 co 以 及 常数 Ci 使 得 
当 (x,0)€ K 时 7 


265,0) 一 S G0) | « iQ + 10D9, (218) 
i-1 


Ri a ~ ^ LP 
证 ， 为 证 明 它 需要 引 带 42.8 在 高 维和 情况 下 的 一 个 直接 推论 
一 一 其 证 明 留 待 读者 : 
ix R* H3 KEK, f iE K, 附近 二 阶 连 续 可 微 、 Wi FE 
在 一 个 与 f 无 关 的 常数 C 使 
(ep »* lot y< Csupl f) [sup KOIR sup, ipf |. 


1 lel=l 


(4.2.17) 
现在 证 明定 理 本 身 。 由 定理 42.12 必 存 在 5 ~ D ay 4k 
EH 


d-—a—b, 
则 对 任 一 紧 集 CT 易 证 
[Br 88a(x, 6)| « C(1 + 101), (x, 0)€ K* 


" (4.2.18) 
lax, 8)| S; C,CT A 18] )77, (65, 0) € KS, 


XH. CRT A 依赖 于 a,8, 天 而 * 是 尾音 正 整 数 . 
令 dalr, E) = d(e, 8 + E), Wl 
920i de(x , EJ) ao — Ok O dalr, 0). 
&K,—Kx1E—0), K= x{| « 13, XB E ETAR 
EEH KER, WA (42.18) 知 , 对 (x, 00€ K 


(np 2, loto. 1 ) « CQ + [817 


LIEF TENETES 
[Q + [8] * a 0 [6| T. 
四 为 这 里 的 C 对 任意 ds 均 适 用 , 故 对 G EKA 
sup 六 |8888a(ryb)| S CO + Jepa, (42.19) 


Ki ajta 
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这 就 是 说 , 当 lel +i m i [8:88200,85| s Ci CU 7， 
r 是 任意 的 。， 对 名 d(Cx, 8) (loa| + 18] = 1) 再 应 用 (4.2.18) 
BAI (4.2.19) 对 [e| 十 18] 2 也 成 立 ， 仿 此 以 往 ; :可知 d(x， 
8)€ SZ3(1). Bia ~ Da; 


$3. Fourier 4H b B T 


1. Fourier 积分 算 子 及 其 分 布 核 . 现在 回 到 积分 (4.1.1)， 
HERH p 270,8 — 1, 它 定义 了 一 个 算 子 而 将 wlCx)E CIC) ik 
到 多 "8 中 。 这 是 因为 对 (x, »)€ Ci X Q,), 10 8 1 5E 3E 
(4.1.6 HBH s HoC as) J e (6) XE SR EFE TE PRI mM LEE ERROR RUE k 
(KES m — ki « —N, s=minlp, 1 — 8) > 0) f e2(0, X 0) 
TAAR., E SERD Kas BI 


(Kas w) = 作 renales y, 0)uG. asado. (4.3.1) 


此 式 右 方 的 积分 理解 为 振荡 积分 ， 
Slug, &—"2(0,x 9,) 广义 函数 都 定 愉 一 个 算 子 
CELAD — D'A): 令 wx, Y) AKER Ou 


(s vu) = jif erer Pal, y, O)uCy)o GO dedydB 


= (a, v), (4.3.2) 
这 里 Aw) 即 由 上 式 定义 的 e2'CO) 广义 函数 ， 而 且 形 式 地 仍 记 
Au(x) 如 式 (4.1.1), 

REER SONEA (4,1.1) 并 无 定义 : 在 定义 振荡 积分 
Iau) (4.1.1) Ef, R15 ZR gradi (x. 0) Æ 0, s = min(o, 
1—8)-2-0, IIEEÉIBERZE PCr, y, 00 适合 grados P 70 RUE 
了 TsCaw)《 见 (4.3.1)) 有 意 尺 。 在 讨论 合 参 变量 的 振 功 积分 
(4.1.17) 时， 规定 了 srado,00(x,»,0) 5 0 F RE b An FG —- 
CLEO Æ Co C9) PER, Ehe (4.1) 时 并 没有 这 个 
条 御 , 因 而 《4.1.12 直到 现在 才 可 以 定 广 如 下 ; 
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EM 4.3.1. E ac ST,CQ, x 0, X RY), d(x, y, 8) 20 dHER 
R H s = min(p, 1 — 8) > 0 RE dux) 29TH (4.3.2) 所 定 
及 的 本 (oo p XE. XBL4:2(00— 2 (0) 称 为 Fourier 
积分 算 子 (以 下 简 记 为 FIO》、(4.3.1) FEXR XP 3 K a. ER 28 
ABJA TE. 
和 前 面 讨论 Fourier 积分 分 布 lolas) 一 峙 ,我们 把 分 布 核 
K, EAS% 
Ka4x, 9) = | eiu Pale, y, 8)d8, (4.3.3) 


由 定理 《4.1.8) 有 

singsupp 天 CSe = ((x, »); H6 = 0, PCr, », 0) = 0), 
RAA KC, y) 在 Rs 一 上 X QAS, HORR. 

X E EO HEURE PR REAR ar, y, 0)， 当 然 直 接 利用 系 
4.1.9 知 , ETE So ERI a = 0, W Kx, DE CC, x 0). 但 是 
我 们 容易 看 到 ,只 需 设 a€ 55.3, 则 (4.3.1) R (4.3.3) SEA, 
而 且 应 用 Fubini 4E EE AIAX] 43 f Fx Kx, 9) BI X H (4.3.3) Br 
定 尽 的 函数 ,而 且 它 也 是 光 福 的 . 

Fourier 积分 算 子 总 是 写成 


-Awl 一 ii etos, y, OJulydydð. (4.3.4) 


目前 这 只 是 形式 的 写法 ， 甚 至 还 不 是 振荡 积分 ， 因 为 我 们 并 未 设 
grad,,, 5 £ 0， 它 的 定义 就 是 《4.3.2)。 虽然 ,在 ee SZ 时 (4,3.4) 
作为 一 个 积分 ,确实 是 有 意义 的 。 下面 举 一 些 FIO 的 例子 。 
例 1， 首 先 基 线性 已 微分 算 子 
Plr, D) = M ga lD", a,(x) € CCA 
lalka 


因为 
DE) = | c P EuQy)dy, 


PCa, Djula) = (22) " ff e I-I EP( r, EJulyjdëdy, (4.3.5) 
其 振幅 函数 (象征 ) 是 P(x, E). 相 函 数 是 (x — 9) .相应 的 分 
布 核 是 


Ka 一 (2z)-。 | eP (a, E)dE m Y? aala) - (2x77 


le |an 


. [eene 一 5 as (x) D'8(x — Y). 


^a pm 
特别 是 伍 等 算 子 id 相应 的 分 布 核 是 afz y). 可 见 “ 很 规则 ”的 
算 子 相应 的 分 布 核 可 以 有 很 高 的 奇 性 ， 
例 2， 拟 微分 算 子 就 是 相 函 数 为 《z 一 3) E, 而 象征 为 an, 
E)E ST,(Q x R") (a = dimQ) Bf] FIO; 


CAUNA) = QuY* [| emma uy adyas 


= Quy" | etala EAEE, 


由 于 它 的 极 大 的 重要 性 ,我 们 下 ~-… 章 将 专门 讨论 它 ， 
例 3. 波动 方程 的 Cauchy 问题 


2 
9T aş, r€R, 


EY, 
fl- 一 0， uU 800 € CROP, 
X] r 4E Fourier 变换 有 
S$ 一 Ish, 8) 


" E af 
f= o, 4] O, 


因此 
fo.) - SEL adn. 
再 由 反 演 公式 有 
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Ke, =) = Gy" || peve sinat] uG)dydz 
= Qay* (| enDi sl) yay 


tQ) f eic ntnmes; e|) wy)ayds. 
i83 —4- 8/3726 FG, x), JESL A USE LE XCE) € Cz (RT) 使 在 
IEI S E Bp XC) — 1, Æ [81 2 2 8. XCE) — 0, mE Fu RH 

f«G, x) = £4. x) 十 A, x). 

gy, x) — (Quy T gio ne E Jyly Jd ygg, 
«(8$) = [1 — XC£5](2H|] D, 
hs) = Quay? | | ertean aE)u (y) y5. 
对 第 二 个 积分 1-0, x) BEREE, ERRIDUE IL IO, D) 分 成 了 
两 个 部 分 
ga, x) + g Cru x) 
以 及 
hli, x)H- A. C, x) (2) gi dO ES 


Xx f — 1 3A98 2 CT- ,其 象征 是 
XE sinr jE] e $7 
《因为 当 (5| 2 2 REE 05, 而 gC, x) A FIO, 其 家 函数 
Er r) Elt], 

fj 4. 拉 回 算 于 。 设 2,CR7,99,CR7, Mi f: 0 — 9, 是 一 个 
C" WRAP, 则 对 w GO € CF (02) 可 以 定义 其 拉 回 G u) 62 
Qro GO, H uty) ARESA TH FIO 表达 式 ( 例 1), 有 

Gue) = ry” fi eM GO Y iy Cy qug 

RRE [Fe — v1 - E, Sep CR Less, 

这 个 例子 还 包含 了 迹 算 子 。 设 R' 一 R x ReU EGO Al 
AEG, ), x E R’, ze 有 "f; BUM, xb (2,0), 
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D,CR',Q,CR' 5g Y 
9,1 (Ro x 0) = 9, x (0) (0, = Ø). 
我 们 知道 ,对 we CFCQ,), 可 以 定义 其 迹 算 子 为 
Y: Co()) 一 Co(Qi), Crue) = u(x,, 0), 
于 是 Or) = (ofYXx0 = Gue). Aik, XEXET v 也 可 
以 用 FIO 表示 为 ` E 


(run) = (2x) " | effe orn uy y MydE, 


2. FIO xg Uti 36 , 算 子 相 函 数 。 现 在 我 们 考查 BIO 4 的 
形式 转 置 算 子 “4 , 其 定义 是 
(Au, v) = (u,'4v), u € C9(Q)), v€ CECO). — (4.3.6) 

TU de xxe X AES 


ldu, o} = M piene e a Y 4 O)u y) e GO dxdydÜ | 


是 we pO) 的 连续 线性 泛 孙 ,因而 上 式 信 通过 *w 定 义 了 
D(a) AAR 4v OD. 仿照 定义 431 RIA (4.3.4) ME "A 
也 是 一 个 FIO, 而 交换 +*, y 后 有 


| QI ay, n. bo(ydya6。 . (4.5.7) 


Pat FIRE (y, r, 0) CE X E STREET Sg 3C; TRIS DR 
HE alf, Fy 8) € Sz, (0, x0, X R“), ifi BH. l 
‘Av, £2(Q) BHD). l (4.3.8) 

现在 要 问 , Aus) 在 什么 条 件 下 是 经 典 的 光滑 函数 ? 当然 我 
们 和 希望 用 振荡 积分 的 正规 化 来 处 理 【4.3.4)， 但 这 就 需要 对 相 函 散 
加 上 一 些 条 忻 。 为 此 ,我 们 引入 

定义 4.3.2 芳 相 函数 适合 以 下 条 件 : 

1? Vr€Z2, grady a Dx , y, 8) Æ 0, (y, 8) € Q, X RO; 

2? Vy € Q,, gradi, (x, Y, 0) 2 0, (x, 8) € OQ, XRO, 
Wi) (x, y, 0) SES CT TRERAX. 

条 件 1? 保证 了 《4.3.4) 可 以 看 作 含 参数 x* m— 从 而 
BEEE 4.1.4 和 定理 4.1.5 可 知 (4.3. 和 中 的 Ae (x) € CO), 
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而 且 由 于 

Aul) = (f ey DLR alr, y, 0a(2 ld yd? (4.3.9) 

KIEG m — ki a —N, s = min(p, 1 — 82 2» 0, 

BU «Q0 在 ZO p RT nlr) ED) M, Aux) 在 
E (AD PRF (Aup) e (0). Eb HE EE AI 19 保 
WT 4:4(2)-— A(O) EGERN. 同样 的 理由 ,2° 保证 了 
4: DCO) ^ (0,) 是 连续 映射 ， 总 之 有 
(^6 XHA33 藻 Dlr,y, 9) 是 算 子 条 函数 ， 则 FIO(CA 3.4) 是 
D(A) 一 FUD 的 连续 映射 ;其 形式 转 置 算 子 24((4.3.7)) 是 
DLA) > FO) 的 连续 映射 ，。 000 

这 个 结果 很 容易 精确 化 ,因为 我 们 可 以 在 (4.3.9) 的 积分 号 下 
求 导 , 故 有 : EAE BERE, REA m — i — k NI A4 
分 别 是 ZA) 一 PONDA) — 41 (0,)) 的 连续 映射 ， 

， ”对 形式 转 置 竹子 再 作 转 置 苑 可 将 4 的 定义 域 拓 展 ， 如 时 拓展 
后 的 算 子 仍 记 为 4, 则 这 个 拓展 的 定义 是 

(du, v) = (u, 4v), (4.3.10) 
EEA: 92(0,) P (0,) Rx PA o € (9: 时 ,上 式 
右 广 有意 文 ,而且 是 sz € 留 (Q,) ERREA. 因此 (4.3.10) 
的 左 方 Au € £2'(0,). IRER, 拓展 后 的 4: (01) 2" (0) 
而 且 还 容易 看 到 这 个 映射 也 是 连续 的 ， 对 于 :4 当然 也 是 这 样 ， 
-— 定理 43.4 若 gfz,y。6) 是 算 子 相 函 数 ， 风 4 和 :54 分别 可 
以 拓展 为 连续 岗 碳 002) 一 (9, 和 g'a) 7 D'CO). 

3. 奇 云集 的 变化 . ECL ARD AJ FIO 4 (4.3.4) 是 由 
D(a)  £'(2,) BS, WEAR 4.3.2) 知 这 个 陕 射 是 连续 
的 。 击 Schwartz 核定 理 , 这 样 的 映射 必 可 由 一 个 分 布 核 
K,€ DQ, x o0 tak Eb ER 

(K ax , 3), vGOQOu (40) = (Au, v) 
来 定义。 因此 ， 由 式 (4.3.2)}， 相 应 于 FIO 4 的 Schwartz AE 
式 (4.3.2) 中 的 天 4。 这 个 核 形式 地 记 作 (4.3.3) 而 且 由 定理 4.1.8 
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IE E Cr. y) € Re 时 ,这 个 形式 的 记 法 可 以 理解 为 振荡 积分 而 
Kar, y) € CC Roe) RẸ . . 
sing suppK 4C S, = OQ, X OA Re. (4.3.11) 
MERETHE TAEA: VEG SET ÉBIBEQU 4:4005— 
D'CO), MEN] sigsupp Au 和 sing supp w 之 词 的 关系 如 
fao 这 里 #€ (0). 为 比 我 们 先 引 进 一 个 集合 运算 关系 ; Re 
的 复合 . 
XX 435 WE X,Y 是 两 个 集合 ,5CY x Y,KCY ,我 们 定 
XS 与 天 的 敌人 台 SKA 
SoK = (xe X; Sy € K (&£ (x, vy)€5j, (4.3.12) 
于 是 ,我 们 的 结果 是 
定理 4.3.6” 当 由 为 算 子 相 函 数 时 
sing supp Au Sgosing suppu, e € d'O), (4.3.13) 
IE. H sing suppx = 9 Wj, LX B ERARBES,. 而 这 时 
uE DPDC), Au € &(Q) 上 工 左 方 也 是 多, 总 之 上 式 成 立 。 在 一 
般 情 况 下 我 们 则 将 分 为 两 部 分 ;和合 一 部 分 共有 空 的 奇 支 舍 ,而 务 
一 部 分 则 集中 在 sing suppu 上 ,具体 此 说 , 令 Q; 是 sing supp s 之 任 
EPR, FAR (GO € Co CO) 而 且 在 sing supps 之 男 一 个 邻 域 
QCA kbo =l FES 
u = pa + C1 — d) = u t th, 
则 有 m € P (0,), i0 sing supp # = sing supp u, C supp( da) C Q5. id 
supp( du) = KE K RO, Sook: iR AE BS P3 E, Wi KX 
KC Re( 若 不然 当 有 ze Ky, Yo € K, (E Cros Yo) É Ro, B (xo, yo € 
S5 ,2K BI x, € See Ka du 5s K N 8,2 K, — o FA) 因为 Ro ERE, 
K, KEZE., RHA 0,5 8; HATE, oa o E KIC CO, 
KCC O0, ia X aC Re dB Kalax, Y) E CC Ro), i du(x) € 
C7(w). Ai 


sing supp AKC Sgo KC SpR, 
但 Qj E sing supp «的 任意 邻 域 歼 定理 成 立 ， 
从 这 个 定理 可 以 丫 到 ， E $6 — Ø, W singsupp du = £2 BI 
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due CUO), EF a(x,9,0) € 523(Q, X 0; X RV), 前 面 已 经 
指出 Kale, 2€ CCO, X 0), 这 时 尽管 Se 不 一 定 是 空 集 ， 但 我 
们 训 以 看 到 将 se 换 成 sng suppK 上 面 的 结果 仍 是 成 立 的 ， 因 此 
GAha€Sz25(9, X Q, X R') E, 也 有 Au € Cm(9,)， 一 个 连续 线性 
算 子 4: EOY 9 D'O) EB (9) 到 C0(Q0,) 中 就 称 为 正 
则 化 算 子 ( 见 定义 1.5.4). 所 以 振幅 函数 在 525 中 的 FIO 是 正则 
化 算 子 。 如 果 我 们 记 振 幅 疼 数 在 42。 中 的 FIO Z A Sra DUI 
多 切 是正 则 化 算 子 集 ， 在 偏 微分 方程 理论 的 许多 问题 中 ,我 们 可 
URH R TERORA IS 算 子 ,例如 在 例 3 中 我 们 关心 的 
Ee 十 8. 而 上 略 去 氢 微 分 算 子 ,十 思 .， 因 此 , 我 们 认为 两 个 只 
相差 2.5 AT (èA MAGAR) 的 FIO 是 等 价 的 。 也 就 是 
说 。 我 们 关心 的 是 7s/ 22 53 (当然 是 指 有 棚 语 相 函 数 的 情况 ). 
Pi 中 我 们 实际 上 求 的 是 波动 方程 的 基本 解 。 和 而 在 考 典 一 般 的 基 
本 甫 问题 时 可 以 更 明显 地 看 到 ,我 们 不 得 不 在 Smd 575 中 讨论 
问题 ， 在 $2 关于 象征 空间 的 讨论 中 , 我 们 看 到 ,需要 注意 的 是 
S%a1523。 于 是 LZZ pa 和 STIS 之 间 的 对 应 关系 是 一 个 重 
要 的 问题 ， 这 一 点 在 下 面 将 会 看 得 很 清楚 ， 


$4. Fa E te AR 


L 想 落 数 没 有 临界 点 的 情况 。 本 节 中 我 们 将 要 系 绕 地 讨论 
积分 


| char) dx (44.1) 


Mb ro» Roo MPRQEDEYRSDG. ARRE 038 [n] RE — — 例如 

物理 光学 的 几何 光学 近似 以 及 量子 力学 的 经 典 力 学 近似 中 出 现 . 

下 面 介绍 的 方法 对 于 物理 学 家 已 经 是 很 熟知 的 了 ,而 时 常 以 WKB 

方法 《Wentzd-Kramers-Brilovin) 或 JWKRB(] 指 Jeffreys) X jE Z 

T AUR. KE ERRUR GATE. T 一 十 co 在 物理 上 相应 于 频率 无 限 

增长 或 玻 长 无 限 减 小 的 情况 , 因而 可 以 称 汐 频率 变量 ， (4.4.1) 
ur 


的 研究 对 研究 振荡 积分 、FID 的 性质 将 起 重大 的 作用 。 对 于 振荡 
积分 lau), 表面 由 并 没有 参数 出 现 ， 但 因 相 函数 对 日 是 一 次 
EF HER: 


9s. y, 8) — 1610 (x,y, T» 


而 从 上 面 的 讨论 自然 看见 ，181 — rco 时 的 研究 起 了 关键 的 作 
HB. 所 以 ,对 于 au), 0 世 就 是 频率 变量 。 对 于 这 个 原 困 ,我 们 
在 下 面 将 讨论 积分 


Isr) = | EFTE aCe, y, ray (4.4.2) 


Siro 十 oo 时 的 动态 ,这 里 x 是 一 个 参数 , mE CR" 中 变动 ， 
y € Q;C R^, MEA T 3E fe ic Sick [E] REL UR GUTES v 在 紧 集 天 以 外 
Ef.am0, p(x,»)€ C"(0,X 0,) Hc iE a c SLO x Q,XxR*), 

这 里 的 基本 结果 是 : 当中 对 没有 临界 点 时 ,T(x ,Tr) 随 5 
急 减 。 更 准确 些 说 有 

定理 4.4.1 IZE O, X 0 上 gradyp(r, y) = 0,Jll (r, 7) € 
S^"(Q, X R*), 

证 ， 由 假设 4p.) 0 (x, y)€0, X Q, EN ?6 » 实际 
上 只 在 紧 集 入 上 痰 动 。 所 以 当 z 在 只 之 一 紧 季 集 工 中 变动 时 有 

dypl, 7)| 22 0 270, (4.4.3) 

暂时 用 不 着 《4.4.3)， 只 由 dypl y) 26 0, 即 可 作出 一 个 一 阶 仿 
微分 算 子 


L(x, y, Dy) = T! ]dypkr, Y) > 8,jp(x, »)D,, 
1=1 


使 对 一 著 自 然 数 克之 1 有 
L* (ev) — ers, 
RA (44.2), 并 对 3 作 分 部 积分 ,由 于 a 对 ?具有 紧 支 集 : 故 有 
Kes - | tota 
1B E dg — T 江 中 均 售 有 因子 r, 故 
(L)*a € S"^*(Q, x Q, X R+), 


~ Zile 


BETA, H xE LEA WAAR (G43), i 
(IC, TY] m Crt, k= d, 2, (4.4.4) 
如 果 将 工 对 xx 或 了 求 导 ， 则 因 可 以 在 积分 号 下 进行 运算 而 且 得 到 
同 冬 类 再 的 积分 ,所 以 仍 可 得 (4.4.4) 型 的 估计: 
[8:08 1(x, c)| < Ca gr” tH +, (4.4.5) 
XXE r6 Le0,4—1,2,---, 

所 以 这 样 表 述 的 定理 意味 着 : IO, r) 不 但 随 TC WDR, fH 
其 对 *:t 的 各 阶 导数 当 x 属于 O 之 任 一 紧 子 裳 时， 对 * — X HE 
Bü vU 急 减 . 

2. 为 非 退 化 二 次 型 的 情况 ， 由 上 可 知 , 真正 有 兴趣 的 是 
plr D A AEA ARE. 我 们 首先 讨论 缀 简单 的 特例 ， 即 
gx, 2 对 于 y 是 一 个 非 运 化 二 次 狐 的 情况 : 


plx, Y) = E (QGOY, y). (4.4.6) 


这 里 OG) 是 一 个 5 “9 AARE AERE, mDXPIBAB O,— R", 
这 里 我 们 的 茶 本 工具 是 Gauss 函数 的 Fourier 变换 。 在 第 二 章 
里 ,我 们 已 经 看 到 其 最 简单 的 情况 即 式 (2.1.6》 


- r 1 
eiztexp | — — Ix , dx 
| ea 


= (2x)"" exp(—|$1/2) 
可 以 粗略 地 说 ,Gauss BRE) Fourier 变换 除 相差 一 个 常数 因子 外 
仍 是 Gass 珊 数 ， 这 个 结果 对 更 一 般 的 情况 也是 成 立 的 , 即 有 
9H8 4.4.2. VE OO n; X m HARARE, MÍ Gauss 通 数 


e» (7- (Qy, Y) O ER" 的 Fourier 变换 是 


x x Qa)? dO er erorp (— E (974, 3»). (4.4.7) 


这 里 sgn X O BEER. RDGEUSE GE TEL CC 2S DUREE RC, 
Wt. SIUXS]— T ERRE M 0E 'M QM 为 对 角形 ; 
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À, 
mou -| e, Je sozin. (4.4.8) 
As 


4 r=Mz, W Oy, »2?—CMOMz,z),9 «5—Mz «qz! > Mg, 
SMa = E, 如 果 这 时 证 得 了 《4.4.77。 则 因 


一 (Qn, 725 
而 且 sO 和 de O 在 正 交 变换 下 都 不 蛮 ， 所 以 我 们 未 妨 设 吕 为 对 
角形 《4.4.8)， 并且 计算 


| e7 1 exp (+ (0y, »)) dy 
一 jx wexp (三 > A vi) dy 


= I | erie ( yj ) dvj. (4.4.9) 


i=t 
因此 问题 化 为 计算 
[Tone a. 

1 是 实数 。 这 一 个 积分 在 通常 意义 下 自然 是 发 散 的 , 而 我 们 是 视 
ex (S y!) o s" 广义 函数 来 讨论 的 。 这 个 计算 可 以 用 解析 拓 
展 来 完成 . 

dh iA 0 SEXE aW] exp (er Re 2 0 E 3& S7 Y^ X. BB 
Sx. UH X Ree > 0 这 个 半 平 面 中 对 是 全 纯 的 。 fEHOpek, 
则 由 Bancherel 定理 

CexpC — 95/2), p) = Qa) "CF exp( —uy!|2), Fp). 
因此 式 右 也 是 & 在 半 平 面 Rea > 0 上 的 全 纯 函 数 但 P:5 一 or 
是 拓扑 同 构 ， 所 以 Fexo(—43^) € S" 3$ Ze Reg 之 0 时 为 全 纯 . 
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当 为 正 实数 时 ,上 式 右 方 为 
mz)" Pa ex 一 1 -ł. 
(22) [v2 pf AL CF Mn, 
其 中 规定 rge 一 0, 因此 它 在 半 平 面 Ren > 0 中 的 解析 拓展 是 
(22) |v 2a |a| Ye pese Cm 20X FP Xn. 
现在 让 产 从 Reg > 0 处 趋向 ik, 2€ RNO, M arge 一 sgot 7 


LRH CFe)GD € ee 而 对 11 急 减 ， 所 以 可 以 在 积分 号 下 取 极 限 ， 
从 而 得 到 


(F (em (+ 17°)), Fo) = iall femi fe A F p)ln)dy. 
BEZ pE ii, Fo 可 以 遍 取 s^ 中 之 一 切 元 , 故 知 
Tu 


HER F (eo (— ^ y) 在 红 ' 中 的 极限 仍 属于 sns TH 
P(e (i 


PY) — VR 1A etrexpC— i122). 


RA C44.) , 因为 dao 一 Il "m sgn0— sgn4; RH4 (4.4.7), 
jai f= 


因而 引 理 证 毕 ， 
利用 这 个 引 理 即 可 证 明 
定理 4.4.3 积分 


I(x,7)— [oo (+ r(QGoOy, DEG y,T)dy (44.10) 


适合 . 
i I(x,r)€5$"-"/"(Q, x R+) (4.4.11) 
而 且 有 渐 近 展开 式 
Ix, 7) ~ 
2x na -i I" Hagnotcx) Lnd 
(25) |detQ C) | g tenp (3 ki R*a(x, y.r)l,2). 
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(4.4.12) 
其 中 二 是 一 个 微分 算 子 


R(x, ð) 一 L0, 8,). (4.4.13) 
证 ， 利 用 Plancherd 定理 ,我 们 有 
H(x, 1) = (Zar)? | da Q (a) Pene, r), 
Jn, T) = | L3 -7 eem (x, -一 他 Tg, 


alz, pP T) 表示 a(x, LP T) 对 y fE Fourier 变换 。 对 DE HC e RE 
用 Taylor 公式 


a 一 Y (X 4- r2, 


! 


E 
IN | ,因为 (2) irn(s) 是 (2) < 的 Taylor 展 


有 LOI < ep 
开 式 的 余 项 , 故 
-8 Y, Bb , ; 
(7) 2 *üa-ppi9isN ER, (4.4.14) 


将 它 应 用 到 。 £79 ee 可 得 
N—1 
e,t) — D, Jaén, 0) + Ryl, 7) 
x=0 
AG,T)-— A (- Q7 Gm. 22)'a(x ,.—5., t)dn. 
但 


alx, —füs 2221 etala, y, ry. E Qin 
F 


* a(x, Y, T)dy— I | eia -ð alx, Y, Tay 
i By 
= Hr YP! (5- ax ,», ?) 
而 | F^ GG)» = IO), BT 
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ho D Cay T CRC, 8,)]*a(e, Yy t)l en, (44.15) 


RyG r) = [e (7 d: Q7 G0. 02) eG, ds tn. 


(4.4.16) 
AH Jar, 0) 中 有 因子 075, A Jlr, 2) € S" CO, X RO, & 
下 的 只 是 要 证 明 Ru(x, nD Ee 
EO Ryle, T) — O(r?7N lol), (4.4.17) 
而 且 蚌 要 求 当 rÉ, 7 [E— ÓECTHRKIAE ECRI x — £x HX 
Xx. 
TERI (4.4.1140, 53H, 


[Rss | < Cr È fa jale, 一 ri。 (4.18) 

这 里 我 们 要 注意 ， 因 为 a(x，y, r) 对 y 有 紧 支 集 ， 所 以 当 xe 天 
时 ,对 任意 的 非 负 整数 x, 存在 常数 C 一 CCK, x) 使 

supll + | 六 [ez —#, 7)| < Cr, (4.4.19) 


4 2N — p < —n BIA (4.4.18) 之 积分 收敛 ,而 县 
|Ra(z, r)| & Cv"7", x €K, 
再 看 Of0íR4(x., t), 利用 Leibniz 公式 。， 可 知 它 可 以 写成 有 
限 多 个 以 下 形式 的 项 之 和 
c [eror |. (一 I (Q^), »))| 02702 ale, — h, tin. 
a= o +e", B =p +p”, i OrOUy 又 是 以 下 形式 的 项 的 有 
限 线 性 组 合 


"i (— = (9G, n>) lI aros |- (7G, »]. 


iH isle 4 181, 2,vi— 9. 2,9: 8. EIE 


| [[ eres [- x (Q^ (n, »]i x Cr mI gp 


ial 
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H r E Kit RBR. 结合 ale, 一 ,7T) ES” Hf SO, UI 
J& (4.4.14) 即 有 所 需 的 《4.4.17)， SERER, 
一 个 在 以 后 时 常用 到 的 情况 是 dimo, = n, Q = R" x R^,id 
一 《sy 他 
D 1 
ow -o-(. ,), 
有 QC)y, y) 一 (z, g). 这 了 时 deco = I, EEEH 
ij == 方 Gr; ED. fuu = LL Cosi Es 


4 2 


有 
(OY, y? 一 i > 0; 一 fia 
i{j 
所 以 sgn o 0; X 
iNOS 0 
R(x, 8,) 2 2 82,00" 


所 以 由 上 定理 可 以 得 到 重要 的 公式 如 下 : 
diacS"(QO, x Q, X H*)— (a, X R” x R° x R+) 而 且 
对 于 7 一 《sy D ARE, M 


| emiala, z, E, T)dadU ~ Ey PN = R*a] ,sro 


GN Y E etas, z, Çp 7)| eo. (4.4.20) 
3. p Hy JUR AER CUSTO OSA 上 而 讨论 的 
p = 5 (QGOy, y) 
有 一 个 孤立 的 临界 点 ”二 0, 而且 
es — E Pp = r 
Hessy 中 = d ic detQ (v) 55 0, 
AELTER AEIR. -AtEm T pr, 人 的 临界 点 由 
= Be gi 
pradyq(x, y) 0, BU 8y; 9, 1 I, + Mis 
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JSE ,临界 点 的 非 退 化 性 页 即 


E 
Hessy == da (03 ) ys 0, X grad,g(r, y) 一 0 时 。 
ai . 


这 时 ,由 隧 隧 数 存 在 定理 可 知 , 车 有 临界 点 存在 , 则 对 每 一 个 国定 
EJ x. 对 3 的 临界 点 y(x) 是 孤立 的 ,而且 车 o, y») € cea x 
Q),y =y) 也 是 CAR, MEIR (xs. yo 是 一 个 非 撑 化 临界 
Ro MEA mm 与 y 的 充分 小 侣 域 UU 和 玉 , 使 得 对 x €U, q(x, Y) 
有 唯一 的 对 了 的 临界 点 ye EP, 使 y € C"(U), BH 
grad,pIx, Y(x2] = 0, Hess,p[x, YC] 250, — (4.4.21) 
PCr) = xs. 
我 们 就 要 在 这 样 的 条 件 下 讨论 (4.4.2) 的 渐 近 性 质 ,而 ?为 非 退 化 
二 次 型 则 是 其 特例 ， 

解决 这 个 间 古 的 基本 依据 是 这 样 的 促 实 Cc” 济 数 在 非 退 化 
临界 点 附 近 必 可 局 部 地 通过 一 徽 分 同 胜 蕊 为 非 吉 化 二 次 型 (Morse 
节理)。 这 个 事实 在 许多 数学 分 枝 息 ,特别 是 在 非 级 性 分 析 中 有 级 
ROERE, 它 的 证 明 方 法 有 种 种 不 同 的 表述 , 但 都 只 是 语言 天 
述 上 的 区 别 ;, 而 其 基本 思想 和 方 落 则 天 体 一 致 . 这 里 ,为 了 我 们 的 
需要 将 证 明 一 个 沼 参 数 的 形式 ， 其 中 关键 性 的 步 贞 是 应 用 隐 有 函数 
定理 . 

3138 4.4.4 EER Morse 引 理 ) VE Cen Yd Æ plr, YJE 
C"(Q, X 0;) RÈ » BJ3EXE (EI ER, BULL u] 3B] xs, 加 的 充分 小 邻 
ig UCQ,, V COUR —^- E AER CU 的 微分 同 且 (Morse 微分 
FIRE) A ECHU X V); U x V — R^, EBES s — &(x, y) OR 
5E I a hI m E C aE EE 


plr, y) — plr, 00) = > '"QGOz, Cr, )€U X V, 


(4.4.22) 

这 里 0C) 一 Hessyp(x, G2), Wü & FUP PEE: Heye 
是 9EV 一 R^ 890 5 H5 , im B. 

hix, (x)] =0, akle, »(x)] =F, x€U, (4423) 
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r) 已 在 前 面 讲 过 , 它 适 合式 (4.4.21). 
证 . 考虑 1 EB 的 函数 FO 一 plr, GO E ry 一 y(x))]， 
并 作 其 含有 积分 余 王 的 Taylor 展开 式 ( 令 := 1) 
F(1) = F(0) + F'(9) + [a — c)F"(z)de, 
有 
eG, 一 (zy y) 一 二 (y — yx OC Y) — y GO). 


(4.4.24) 
这 里 Qs, ») 是 一 个 对 称 矩 阵 ,而 当 U , V 充分 小 时 是 非 退 化 的 ， 
且 

QCz, yG)) = Qw) 一 Hess,p(x, y) lyes (4.4.25) 

现在 我 们 想 求 一 个 CT BJ nm X m EE RG, Y): 

U X V2(x, )— R(e, y) € L(R^:, R") 
使 得 
Rix, ()] = I, 'R(x, Y) - QGO - R(x, Y) = OCx, y). 

(4.4.26) 

MU, V 充分 小 时 、 由 Rie, »GO] 一 1 ARA RG, y) RR. 

如 果 能 找到 这 样 的 R, ME Cr, 7) 一 RC, y)O — ye) 由 

于 RCx, DIER SR, ha, 32 YE U X V REN? Bu fi v H: 

V R H (44.20, EA Y — y) — Rx, Dz, 代入 


ex, ») — ple, »G2] 一 I Ra, YOC Y) R7 (x, Y)5 


ls. -h= 
n h- Ox) -h 2 (QG)5, 5). 


现在 我 们 要 申 (4.4.26) 用 陷 函 数 定理 求 Re, RORE 
看 成 是 一 个 由 卫 到 mox ss 对称 算 阵 空间 的 映射 ， 记 此 空间 为 5. 
则 实际 上 5 e Riwims+2， 对 于 无 则 要求 它 在 0S 中 ,这 里 
Q = OCs) = Hessyp [tos EDIE 
QS 3 R-^«4(R) —'RQGOR €8, 
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Par =s, ER= IE, AD = Olr Es, UEA I bay do, 
HPR =I +T, A ROGYR, JME T ü5Hibk A r BD 
得 46|..., t: XE OS RE ZS ICE] Q^S El g, EoI 
Ro, n 觅 到 

o-s T ero + or cs, 
这 个 映射 是 全 射 : 对 任意 4&5,T ~ T9"4 EM m. B 


d$ |r 是 Rit o. Rite? Hak ERR 83, EHE E 4m 584 TRAE 
单 射 ,这样 , 隐 函 数 定理 就 是 适用 的 . 
BRU, V 充分 小 , 因为 Q6 € S dE T GIU R — 1, OCx, 
D x€U, y €V 在 由 下 也 必 有 了 唯一 原 象 RO Y) RT CU X 
V), 而 生 是 非 背 异 的 (因为 如 ,了 充分 小 )。 Rx, y) BH (4.260 之 
E. SIEA, 
现在 我 们 即 可 陈述 本 节 的 主要 定理 了 .上 曾 求 出 了 一 个 含 参 
S xd co Vc BIER A(x, 2): V — R^, db 40x, 9) 7 s, if c 
一 个 逆 Rx, 0: W — Rl kU OX WOC, z) Rrr) = 
rev, TÆERNE 
TA 4.4.5 glr, D 适合 Morse 3| 4.4.4 的 条 件 
a€s3"(Q, x 2, x R*5, 
B x,» 具有 紧 支 集 , 则 式 《4.4.2) 中 的 IC, r) 具有 以 下 性 质 : 
1e ePrasa, p) e S"-3^(0, x R*), (4.4.27) 
2? "ZBCBUUT BU EHE EET x. 
(2af r^ |deQ(x) | 3e" 9c 


X [D — n. e, ð alr, x, T)] a205 (4.4.28) 
ise Kl 


其 中 
HEFTET T) = a(x, Án, 2), r) 


D 
A0 


RG, 2, 8,) — -É (Q G0, 0a). 
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证 ， 利 用 一 的 C7 DRT I aC, y, Tr) 对 *,》 的 支 集 充 
分 小 ,因而 可 以 利用 Morse. 引 理 而 得 


Ilx, T) 一 PL ITAL tti | e QUO NA Ce y. 1)4dy 
— eraran | iti E 2, rz. 


利用 定理 4.4.3 即 得 本 定理 之 证 。 

往 . 1 以 上 的 结论 对 a € S7 (Q0. X Q, X R*) T. 

2. 近年 来 共有 复 值 相 函 数 的 振荡 积分 与 FIO 的 研究 越 来 越 
重要 ,因此 有 必要 讨论 er, y) CRISE (e, 0) 的 浙 近 展开 。 这 
方面 的 工作 可 见 A. Mein 48 J. Sjöstrand [1]。 则 洋 , 具 有 逮 化 相 函 
数 的 研究 也 越 来 越 量 要 ， 例 如 可 以 参看 B. Malgrange L2], B. A. 
Bacayrmes (1] 和 Bapseuxo [1], 


$5. 微 局 部 分 析 


L 流 前 集 的 定义 。 七 十 年 代 线 牌 偏 微分 方程 理论 的 一 个 蕊 
大 进步 ， 是 认识 到 有 必要 对 奇 狂 进 行 谱 分 析 .。 这 个 重大 发 现 是 由 
两 方面 珠 途 同 归 地 完成 的 。 EM AEA etk M. Sato) S 0H 
的 超 函 数 (hyperfunction) 理论 中 提出 了 奇 谱 的 和 概念， 参见 Sato, 
Kashiwara 和 Kawai [11《 这 篇 重要 文献 时 常 狼 称 为 S-K-R)， 我 们 
将 在 本 书 起 函数 一 章 中 介绍 ， 这 是 一 个 C RLR R 
论 ， 其 二 是 由 Hirmander [11] 发 其 端 ,是 对 广义 函数 的 奇 竹 进 行 
谱 分 析 而 来 。 对 广 六 琐 数 的 谱 分 析 就 是 微 局 部 分 析 .。 Huygens X 
于 波 前 的 梅 造 法 可 说 是 这 种 分 析 的 物理 原型 ， 因 此 提出 的 概念 也 
就 称 为 广义 函数 的 波 前 集 。 本 节 控 其 内 容 本 来 应 放 在 第 二 章 , 因 
为 Fourier 分 析 就 是 谱 分 析 , 但 因 我 们 将 多 次 用 到 本 章 的 技巧 ,所 
UBARE. 

第 一 童 中 提出 的 广义 函数 f ag E SERUOR TAE x Chr E) 
空间 的 位 置 ， mg sing suppi 时 , 必 可 用 一 个 支 集 在 wo 附近 的 C7 
函数 a (x) COE alr 7^ 0) AR 二 而 得 一 个 Ca AR of, 这 是 了 的 
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“局 部 化 >， 对 of 作 Fourier 4pERMEA — TAREA of C 8), 即 对 
— BEES UMERUN ARI Cs 存在 使 

aC )] « Cntl+t [E] X". (4.5.1) 
反之 , 荐 上 式 成 立 , 则 oje 57, JUS f HORE EIS. 

由 此 可 网, GER RNASE, 则 一 定 有 某 个 方向 在 它 
的 一 个 锥 叙 域 六 中 (4.5.1) 不 成 立 ， 这 样 的 3 RBS ITE M, 
它 是 在 上 (频率 ) 空 间 中 的 ， 因 此 也 就 可 以 说 是 导致 产生 之 奇 性 
的 频率 成 份 ， 我 们 记 这 些 “ 坏 ” 方向 之 集 为 XX, TE 6 空间 中 
HARER. 

这 样 我 们 就 看 到 了 sing suppf 描述 了 之 奇 性 的 空间 位 置 ， 
XO) 描写 了 导致 了 产生 奇 性 的 频率 成 份 。 现在 我 们 要 把 二 考 结 
合 起 来 。 在 这 样 作 的 时 候 我 们 不 六 回忆 一 下 Huygens Fui MO 
的 方法 。 波 部 是 波动 方程 急 的 出 断面 ,也 就 是 一 种 奇 性 , 它 沿 一 定 
的 方向 传播 , 由 此 得 到 新 的 闻 断 。 所 以 我 们 也 就 把 奇 福 的 位 置 和 
方向 二 者 结合 起 来 的 产物 称 为 广义 请 数 的 滤 前 集 ， 为 使 二 者 结合 
起 来 ， 我 们 需要 以 下 的 命题 : 

EH 4.5.1 车 ECCR FE (R5, Wi 


XXeDcrQ. (452) 
证 。 由 Fourier 变换 的 性 质 
GDO = | HE — Go. (4.5.3) 


mE pes. NOS FRAR, H Schwartz 定理 ,一 定 存 在 
某 个 非 负 整数 邓 与 常数 Cu 0 (8 
AEDI E Cu + ED 
DE TE 在 某 个 锥 了 内 为 龟 减 , W pf 在 T 内 亦 然 , 这 样 
就 证 明了 (4.5.2)。 为 此 , 任 取 锥 T,ET 而 将 积分 (4.5.3) 分 成 两 
个 部 分 而 有 , 当 5 ET 时 ， 


IODO « | 16G 一 0fGD lam 


+ Cuf 16 mI + fal am 
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在 了 中 于 为 急 减 ,而 因 (1 + £D CO d [E38 XI 12D. 
mls KOHE DOHIER 1éG—]10 x 
< CaCl E En A 从 而 第 一 个 积分 可 以 小 于 GAHE 
(N 是 任意 非 负 整 数 )。 对 第 二 个 积分 , MA Een me Cr, Ho 
有 某 个 6 > 0 使 | 一 7| helil 再 利用 一 次 上 面 的 不 等 式 (其 
中 的 专 与 9 EROR 


Cu | 1E — DIC + 1n Dn 


< cse ge. leE — D+ E — nitas 
然而 对 任意 | 
[PC — 301 S C,C0 E [E — nD 
< GA + DOO + |E xt 
因此 
a AEDS pec — IO + lE — Dim 


« CA + |E)" NC "dE — «8| 7g 


s C 十 EDY NAER EAA). 
总 结 议 上 结果 ,并 由 号 之 任意 性 : 即 知 对 任意 闵 必 有 Cy > 0 


使 
[pA Cyl Tt [ELDYP, EET, 

xr. 

MERAH- HEE x 附近 的 mE Co (R^) 将 了 局 部 化 , 即 可 
定义 

XO) = QE, PECE, pF0 (54 

于 wl 显然 表示 在 #6 的“ 坏 " 方 向 的 集合 。 它 是 RE 的 一 个 闭 锥 形 
*. 

定理 4.5.2 ÆR d oq € Co, plr 95 0 使 {supp p> 
Ub. 由 
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zx) 一 NEC). (4.5.5) 


证 ， 事 实 上 任 取 一 个 p € Co, plr) 0, 必 可 找到 一 个 v; (E 
supp q;€suppe 。 而 且 
XGubcXGf. 


A Dp TC n XD 一 EaD 


从 而 (4.5.5) 得 证 ， 
推论 4.5.3 车 X. 00 — A, W xc € sing suppj, 其 逆 亦 真 . 
WE. Ap (4.5.5) 中 的 {如 (pi 有 7} 是 一 个 闭 锥 形 集 套 , 其 交 为 
襟 之 充分 必要 条 性 是 存在 某 个 pi lE Cp 站 一 名 .从 而 eif € C7 
A pi (x 关 0, 得 知 f 在 zo 附近 属于 C7. 
定义 45.4 fe zz'(O0) y BUE BR 
WFC) = {Cx, E)E QO x (R'ND, EEEH (4.5.6) 
REKKA. it 5-5.0). 
由 定义 很 明显 有 
定理 4.5.3 波 前 集 在 x 空间 二 的 投 影 为 
z,W F(f) = sing suppi. (4.5.7) 
波 前 集 是 0 x (R0) (H o ZRA F dE a h 
除去 零 截 口 的 余 切 丛 时常 记 作 Ta) 中 的 后 锥 形 党 , 即 
Ce, €WF(P) = (x , 45) E WFG: > 0), 
国 此 岂可 以 说 是 如 的 余 切 妹 从 呈 x SUC BB E. 它 在 底 空 间 
上 的 摄影 已 如 上 所 述 , 即 7 之 胡 支 集 , 它 在 纤维 空间 上 的 投影 则 是 
EG). 但 因 纤 维 空 间 在 坐标 变换 下 不 是 不 变 的 , 所 以 250) 的 意 
AER. 
下 面 看 一 些 例 子 
俩 1 560. 因为 总 5) — 1， 所 以 在 一 切 方 向 上 经 #) 均 非 急 
减 , 因 此 


因此 


WF(8) = {(0, E), E € R'N0), 
$82. 计算 wF (v. p. I 一 fmg c). 
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由 51.4. 例 3, (v.s. i (£) = —xisgnó ,所 以 


|: p. - 一 in8 ce 一 —wi[1 + sgn£] 


(ue ER 
9, £«9, 
因此 有 


WE (s.p. 1 — rið) = 1(0, E): £ > 0). 


$173. 线 竹 子 空 间 上 的 Dirac 分 布 ， 在 第 一 章 $ 6 中 我 们 讨论 
过 超 曲 面 上 的 Dire 47H e... CI, (1.6.11) 现在 稍 加 推广 考虑 
R" 的 任 一 记 维 子 流 形 V 上 相应 的 概念 并 计算 其 波 前 集 。 因 为 波 
前 集 是 一 个 局 部 概念 ， 而 当 我 们 限于 在 了 上 某 一 点 的 邻 城 中 辩 感 
问题 时 , 自然 不 妨 设 人 为 R^ 的 不 维 子 空间 rt room x, — 0, 
令 dr 是 FF 上 的 Lebesgue 测度 , & = Hdss Cta EC 可 以 证 
BH 
WF(z) = suppe x (V^X0), 
现在 V+ Sog E 空间 的 子 空间 8 一 …- 一 在 一 1 
EXE Male Co, M 
(EUNE) = |, «7 Pato Gods. (4.5.8) 
若 记 二 一 上 二 一 (5, Trta 9M p" = CITTTE tts Ea), VW fc 
29 £' BER , Cu (5) 是 急 减 的 。 若 作 一 个 锥 与 了 相交 , 则 除非 
eu = 0, dkg) 在 此 锥 中 不 可 能 是 急 减 的 ,因为 
CENE) = | Pala 0), Oda 
r 一 《xy 14), r = yas" "s x2), 
E = (5, MP &), 点 ”一 CIT TL "s £4)» 
fp» E” 的 函数 不 是 急 忠 的 ， 但 在 EI CI£'| 8b CAD (CE) WB & 
AA LES, 
定义 4.5.4 fal s IWF Qu) 的 纤维 部 分 5 P) Æ FRR 
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F2, 354, WE C) VAS og SE CRI E” 8 FATTAT « 
在 这 样 的 方向 上 有 很 高 的 江油 性 。 事实 上 我 们 可 以 证 明 着 Gn, 
x, E, 57) = (0,0, 0, En) E WF Ca), fili o € C5KR") 的 支 集 在 
x 一 0 的 充分 小 邻 域 中 , au € CCa; (R17), 证明 如 下 取 
* = 0 的 充分 小 邻 域 了 以 E CO, E.) 的 充分 小 锥 邻 域 了 一 AE; 
Vl «ele Lbs e 充分 小 , 则 当 ee CRY 时 mw 在 了 中 急 减 ， 但 
整个 说 来 eu € d OU) au (E) 缓 增 , 故 必 有 实数 上 与 常数 C, > 0 
Stan (E)| < COL JED E MI el EL ife 充分 小 , HU 
L+ d£ zm 1-4 Bl I aO + iD TEAR l) 在 
rb fas les) < CuCE + JED < CC + 1EY, X 
1 « (1 -- LE DAN 所 以 对 任意 充分 大 的 正 整数 N 有 : 
la«(5)] & CnC + EDO + I8. (4.5.9) 
E [| > “15ot 则 有 
fan(£)! < €,C1 + 全 
= CQ H (EDAC E EDC + 15D 
< Cull + EDAG + EaD, 
这 里 我 们 用 到 了 
L [L| < CU LED, 
Q E ED SIH H7] + Ee CC e HD. 
RZ (45.5) 成 立 。 
由 此 可 知 ,对 于 eG € CECI) 5 plen) € CEOD 有 


(ew, pOH) 一 Qu) | s) -£)9C- € att, 


一 Ce" (xs, f e'*nhoaa (E, E JOC —EDdE'dEn, 


所 以 cx FEAM U: 
(au, poo) 一 KU, e?» e», 
这 里 7 
(U, e) = Quy" | &Co tait | eeina, dt. 
一 Qxy*" [e C- E00 GUY GO, 
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OaE 一 (a) Se oanl, E dE, 
由 估计 式 59) B. UGNEN) 是 有 意义 的 , 它 对 *。 属 于 
CR) Fi PCR") 广义 函数 ， 
Cou) Cw) € CS (R, d (R17). 
下 面 看 一 下 WF Ce) 的 最 简单 的 性质 . 
首先 容易 看 到 : WF + w CW F Ca, ) U W FEC), (4.5.9) 
其 次 ,可 证 


W ECD DTW Fn). (4.5.10) 
因为 攻取 ex) € Ci if E.XE xo MTAL, ER eu (x2 € C3 而 且 在 
suppa (a) 附近 为 1 , 则 有 

DD u) EaD a a TCDD) CC Ea Gee, 
再 令 {uppa GO] — {x}, BUS (4.5.10) 之 证 . 
对 于 C” AR GO, Et 

W F(au)c W FCn), (4.5.11) 
因为 车 an) = 0, 由 定理 4.5.1, DeC), To — EE BJ 
ax), N) 8I Es p a(x) —a.(8) —aÀi D 而 a9) 75 0, a(x9) 26 0 
并 用 式 (4.5.9). 

综合 《4.5.10) 5 (45,11) RR, SEP RECS C" ”系数 的 线性 

PDO: P(x, D) 有 
W F(P(x, D)u) CW Fio), (4.5.12) 
沙 将 上 式 观 方 再 在 * 空间 上 投影 ， 我 们 将 又 一 次 得 出 一 个 明显 的 
XGA 
sing supp (P(x, Ds) C'sing supple), (4.5.13) 
(4.5.12) 只 不 过 是 它 的 推广 而 已 。 

上 面 给 出 的 定义 4.5.4 是 以 Fourier. dE 16120 3E EY) , Dirt 55 45 
标的 选择 有 关 ， 下 面 的 定理 告诉 我 们 这 个 概念 实际 上 是 与 坐标 
无 美的 ， 这 样 就 很 容易 设想 到 ， 它 实际 上 是 除去 零 截 口 的 余 切 内 
T*R™0 的 一 个 子 集 . 这 对 下 让 我 们 在 微分 流 形 上 讨论 波 前 集 很 
有 好 处 。 

定理 45.6 对 于 «c D'R), (n, Eo) E WFC), £v 0m 
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Fapb AE We P a l he R, pe ce" x RR’), 
只 要 适合 dd ros h) = 5.4 x AAR V UL E i E R? 
中 的 邻 域 4, 第 对 一 切 
eG € CECV), olxo) = 0, (u, a(x)e Pm) 
34 po— qoo itae A —SxhhA ow. 
dE. AE., $P =n, l= E pEr, A) = ixe, Wil 
(us aye trt) m= lE), E m rh, 


LARRA MERT Eo WEBI A, 而 知 ulg) TE A H A Ro 
Mm (x5, Es) É W Fs). 
Aib. X (xo, TË £ WF(u), T, 则 必 有 xo B9 45 5 
V. DAR. & RIRIA Ws JEU rE, HIRR Wa 以 及 
n ala) € CICV), alr) Æ 0 
f& eu(rE) E W, S ak TER E E EL ARR W. 中 是 一 致 的 。 
fg 8€ Cz CV) Eg — VT suppea EM} 


(nu ) au(x) e Io uATy = (u 4 Bac "909 


= (2y | es(rt)I(r, £, Ads, 


Kr, 5,23) 一 | eE HEADE Ca) dx . 
但 是 容易 看 到 ， 当 点 不 在 名 KER WOCOW. 中 时 ， 若 1 在 
% 的 某 邻 玻 4 中 ,>* E x DERT CV, nir 16—2. 6x, 12] zm 
cA |£|5,C 05A XX. 注意 到 


E — dable, DI (E — dalani 25 girona 


= Gir )e E GM, 
E H(z,£, ABO EX HR IE RZ FR ELE HBDPUS BIRDS EE E 
数 NN 均 有 常数 Cw 与 1 无 关 使 
Fr E, | x Cut Ml + 18], 5€ RN\W, ie A, 
现在 将 《ay ae77 URAA 2S MEER: 
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(us ae n) = NE 人 — df 
WINS TIT 
jeur] x Cur Ml + JEDN 
这 里 的 了 适合 


HORDE «| HOPES 


从 而 
RIEC, € HÀ AX. 
XE HF, B ERF] au € d' Mili aalr) 组 增 , 而 有 


DIESE | (1 + |ED7 "dE 一 Cuenta 


总 之 有 

(e, ee | «& Cur "^, Cu 与 无关， 
从 而 定理 证 毕 。 

2. 广义 函数 的 拉 回 和 推 前 对 于 广义 函数 不 象 对 普通 杖 数 
那样 可 以 定义 其 种 种 运算 ， 这 是 由 于 广义 函数 具有 很 高 的 奇异 性 
的 原故 .现在 既然 有 了 疲 前 集 的 概念 对 广义 函数 的 麻 完 性 作 了 更 
精密 的 分 析 ， 则 自然 可 以 应 用 这 个 结果 进一步 探讨 对 广义 函数 进 
行 种 种 运算 的 可 能 性 ， 在 这 里 亩 , 最 重要 的 乃 是 它们 在 变量 变换 
下 的 “ 函 子 "性 质 , 亦 即 在 * 空间 的 可 微观 射 下 的 冰 子 性 质 ,而 首先 
是 它 的 拉 回 。 第 一 章 5$6 中 我 们 曾 定义 了 贸 ' 广 闵 函数 在 微分 辐 
hs FAJR EL AA ERARA p: RR 8 «€ D'R"), 
p*«c P (R”) HPEEREXI. 为 解决 这 个 问题 ,我 们 先 定 义 
D'(M) COAT MES Ri T zs jg) TU CB PER PE pi 
某 种 拓扑 稠密 。 然后 我 们 首先 尘 这 些 光 少 函数 定义 其 拉 回 ; 再 通 
过 极限 运算 来 定 交 eta. 这 个 手续 可 以 说 是 一 个 标准 化 了 的 手 
5. 

x3 453 我 们 定义 

BM) {fe BWM), WFC)CT}, 
TT 是 MM X (RW™0)CR* x (R80) 的 一 个 闭 锥 形 集 , ra ELE fe 


= 779 于 


(M) 在 i M) IET fe i OM D, SERS 
1° fcd GE QD) h); 
2° ERRE e € CiM), 以 及 R™0 中 的 闭 锥 7 使 
DPüGuppp x V)—9$, (4.5.14) 
则 对 性 意 非 负 整 数 N 都 有 
supli ICE) — Go) -0 Ee V. (45.15) 
引 理 4.5.8 fe 0M) 属于 D1(M ) 当 且 仅 当 对 上 述 的 q， 
V 5NA 


spl EIGENE) < +o. (4.5.16) 


H. it (4.5.16) 成 立 ， 取 s, Ea) EF, 网 攻 可 找到 一 个 pm 
CEUM), ERZE peeo) 0, E 12 9 i, ZE RO 
中 的 一 个 充分 小 锥 邻 域 让, 使 (4.5.14) 成 空 、 而 且 有 (45.16). 
但 (4.5.16) 疙 味 着 《xo, EO € WFO), 因此 WF(DCT, 反 之 , 著 
fe DIM), IWA WEDO ECG), 从 而 对 于 适合 (4.5.147 的 
(x, E) 应 有 《4.5.16) RIL. 

现 证 CIM) 在 £P TCM ) 中 稀 密 ,准确 些 说 ,有 

定理 4.5.9 对 任意 Fe DM) ATRE hE CIOM) Bi T 
(在 DKM) H), B. suppf; & T suppf ABI. 

证 。 作 对 的 一 个 穷 竟 的 上 升 紧 子 集 序 列 {K;} DL EUR a 
断 函 数 序列 Qo), 使 在 Kj; p, X; — 1。 再 作 磨 光 核 序列 o; 77 Ja 
(UA (1.1.1), 于 是 令 


lh pit OGF), 

MARS fie cM), PMLE em (Mo m f; f. 现在 余下 的 应 
证 (4.5.15) R. 为 此 设 昌 和 下 取得 适合 (4.5.14)。 作 一 全 
aO € C8CM ) 使 在 supp 四 附近 eG = 13tfEW2S V 在 RO 中 
8Ji3] $8 SB ER, d 

Tü(ssppexW2)- d, (4.5.17) 
JU 充分 大 时 , 因 suppec K;, 5, 

gf; = plpi GG) = plr; * Qa), 


从 而 因为 gqe- v, qi 一 Cine 一 oa, 而 有 
eic) — eh) 一 qf) — PRE) 


= | &c& — DDOD — län 
fü 
LADI = | emu] < | ade = rude 
=}, 
且 当 j 一 oo 时 pj(w) JE 8(x) 的 规则 化 序列 ， 因 而 QD 趋向 于 
eI 一 1 ,因此 和 证 明定 理 4.5.1 一样, 可 知 (4.5.15) 成 立 ,再 用 
一 个 适当 的 截断 函数 即 可 得 出 关于 支 集 的 论断 ，。 因 此 定理 得 证 ， 
现在 转 到 如 何 定义 广义 函数 在 一 般 的 CT 映射 P: Rn -> R 
下 的 拉 回 的 问题 ， 对 于 CU 函数 也 OT P 的 定义 是 自明 的 。 由 前 面 
所 证 已 知 , C RAE DAM) 中 是 稠密 的 ,所 以 我 们 设法 证 明 已 
定义 的 OYE Dyr PRBE 
OT {Crs DC), CO), ETH, 
RLS hE C5 在 DAM) 中 有 极限 了 时 ,94 在 Dor EET. 
限 。 我 们 就 用 这 个 极限 作为 O vi Y. 
定理 4.5.10 设 O,CR",O,CR" $FE, 0:9, -是 Cn 
映射 ,定义 其 余 法 线 集 为 | 
No = ((0(x),5)6 0, X R^,'d'(x)5 = 05, (4.5.18) 
则 当 fe Z'(0,) 适合 
NoN WEC) = Ø (4.5.19) 
BESIDE MGE OH, 使 对 fe C3(9,), 0*] 一 foo; MAXHE 
ENEKE TCA, x (RAD) 3&6 TYNe 一 Ø, P: 
£(9,) -> &,(0,) 是 序列 连续 的 ,有 
W F(o*fycó*w FO) 
= (Ges 19 G)8), (Ol), 1) € W FCD). (4.5.20) 


KA 
P T = iQ, E), (O() , ui) € T T. (4.5.21) 
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W. X fe ZI (0,), Eis E 4.5.9 JA — «fe ce CO,) 在 
£21:0,) pTi 对 Ce i Yom f;, nu] sg v Oth — fiot, 
我 们 只 需 证 明 0 f; XE a RT —THERIBBUTT. SE OUR SS 
设 0, AO, ZEE EE sn y, 0n) 的 充分 小 邻 域 :于 是 对 了 6 
Ci, 用 Fourier 有 反 注 公式 有 

(PD) = (a) | Raan, 
视 它 为 一 个 29.) 1 AR, DNE XGO € Plo 有 


(0*1,xy— Qeyt PODI (4.5.22) 


Ll) 一 E iP a (x) da. 


现在 在 Dpr) 中 浇 虑 它 。 于 是 设 suppX(x) 在 x, 的 充分 小 邻 
RE RW A (2, (29 = 01 的 一 个 锥 邻 域 于 是 在 
suppr(x) x V(V = RAW) 
上 
les ze elal, c7 0, 
但 是 
z -3 fy [e] (Dreg L2 jibag 
MCI G a. $5. ) igitor 


代入 (4.5.22) 并 反复 应 用 分 部 积分 法 , 知 有 Cw 存在 使 
Dl sm Cntl 十 171)N, mE€TP,，N 为 尾 意 正 整 数 . 
(4.5.23) 
HETAN = d.d i rN (suppX(x) x W)-— g, 
4 fem uo, B uppi 在 y 36A] SER V 


Qe KDADa | + EE 
dew eb, IC) EARR, o)l < [I dx = c. Bk | 有 
EX; 在 了 了 中， 因为 了 有 紧 支 集 ， 故 fe Co) 从 而 大 4) 8n, 
IKa) A 4.5.23) 是 急 减 的 ,所 以 |. 也 有 意义 ， 这 样 我 们 看 到 
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(4.5.22) 不 但 对 je Ca(9,) 有 意义 , 而 且 对 fe ZIONAREN. 
还 容易 看 到 , 当 X 一 0 于 £0.) mtt. Æw h 
HsGD) s CsuplXGO | — 0, 

在 WV 中 则 由 于 Cw 8] RS € PELAM | D*XG | fuii T 0 , SOS E 


EN, G + In] OD — 9, ofi (4.5.22) 也 赵 于 0 ， 这 就 是 说 
34 fe £(0,) I (4.522) 定义 一 个 22'(C0,0 J^ XL BE. MEA 
$*f, 今 证 它 对 fe DON 是 序列 连续 的 。 DU ROTER GE NEN. 
并 记 (4.5.22) 如 
CEE XY = Quy V ÅA 8 8I yl Yada 
=h +L, 

SRAMAUEIBRÉR E. WE f= fiT £1(2,) m, —J iiir T dk 
wh sup. ODIO IS ED 是 22100, 的 一 个 半 范 ,从 而 1,90; 


另 一 方面 在 V 中 则 由 一 0《 于 d4'CO,D 中 ) 且 Ix(n) 对 为 急 威 
XB 1 一 上 0; 综合 起 来 知 (4.5.22) 对 fe ZAO 为 序列 连续 ， 
余下 的 仅 需 证 明 (4.5.20)。 为 此 取 elr) € C5 (O0 D 并 作 


(bE) 一 0™ || ee ets) day 


一 (2z)-* [Fa 2, Eds, (4.5.24) 


Ke, n, E) = | etta ds, 


RATEU, H S Æ PT Zi OET RE, 4 5 E OFW PLC) HU 
— TE V,, ZANR Cab *E) E X£5 2 UR 20 0E XC (4.5.24) 
分 为 丽 个 积分 。 其 一 是 在 
C —i((5,); E — xw) 
的 猎 邻 域外 .在 这 一 部 分 上 ,由 
la Bor «4 — x: £1l — oy — £| Ze eCTIE| + Inl, 
车 supp a(&2 2E Ar Ifi x 与 x JE 1 EEXE MADROA 
(a, 2, EDI S CuCI E JEI o anl". 
N RGASAGESEXE. 139 — E075 RE C ERR B xx ER. [£1 C I|. 


2335 


HUE Ek Ud'GOn, me WF OO) 22 Fes 8 HOD 一 oUa). 
XE D REL BR RT 89 25 EAH supp al) 与 suppf (2 ZERIEEE x, Yo 的 
EARRA, 5 E C0 )n 8 € W FCD) 之 外 ,有 

(ab*f)(£) = oCIz[7*), 


及 而 定理 证 毕 ， 

现在 再 来 看 推 前 运算 。 用 前 正 阿 样 的 记号 O: O, O,.f€ 
各 8,), 则 当 以 下 条 件 有 一 条 成 立时 : 

(D 0 为 迁 当 映射 旭 紧 集 的 原 象 为 紧 集 ， 

Ci) fe 47 (0.), 
我 们 可 以 用 

buf, X) — (E, Dt, xe ca) (4.5.25) 

来 定义 中 sj. MERRE CO, GD 或 者 保证 了 exe 4 (0.) 或 在 
fed'(9,) 时 中 ?6 F009,). | 

HTAA TO. 鸭子 集 SGR4 DE GLEGHEBU 0, S C T*O, 为 

5 一 U Ce: 6s), S. = SANTIO, 

XX BO TIC(OQ,)» — d) p E 7-4 I ER, 我 们 记 
'e'(x)» € TICO 28 P», 并 称 之 为 3 之 拉 回 ,因此 (0T) EEE 
TICO), RE EO THAR. mAs ERE, Ds 也 是 紧 集 . 

广义 通 数 在 推 前 运算 下 旅 前 集 变化 规则 是 

定理 4.5.11 Ww F(b.D)co.wrF(», (4.5.26) 

证 ,由 滤 前 个 的 等 价 定义 《定理 4.5.6), 取 caly)E C5CO,) 使 
其 支 集 在 加 一 中 (xo) 的 充分 小 邻 域 了 内。 ER $605 使 得 
d dlr) 一 955 WH (9o, wo) € WFOD,LD 的 充分 必 迷 条 忻 是 

Pls a(5)e 7*5 — (f, aP rx) Ye "y 
24r 十 co 时 急 减 . 于 是 设 On. m) £e.Ww FD. BERRA 
(fl, a[ e (x) ] eomm 


—- (xy? | eit Eg e odrat, 


这 里 80) 一 of 名 (x)], wtx) 一 由 [再 (xj。 不 失 一 般 性 可 以 设 
fe 《0:)， 因 为 由 前 面 所 设 关于 定义 yf 的 两 个 条 件 ， 或 者 已 
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A FEP CO DREO OoEMRM TESTÉ T gGOSCIOO, 
AJ ELIE rC) E CECO.) 而 在 supp PCr) 一 suppeld(x)] E Y = 1, 
二 是 上 式 中 的 了 可 以 换 成 YfeE g (0) MEDEE, Ae p iA 
DFEL) 这 样 ICE) 总 是 组 增 的 , 而 在 w FO) 之 外 它 可 以 
是 急 减 的 。 再 将 上 式 改 写 为 


Cs gem m Quy È AE yae ferree Goa 


= (2r) | ECEE JAE. (4.5.27) 


现在 来 估计 CE) iW supp 充分 小 以 至 于 W F(P) 9A x € suppf 
时 其 纤维 坐标 圭 之 嘛 ( 即 为 EOD 有 一 个 锥 邻 域 C， 因 此 在 CC 之 
外 六 #5) 是 急 减 的 。 再 看 C 内 的 情况 ,注意 到 


do (x) 一 '0'(x) E [0(5)] = ZORION 
由 假设 当 x = £o 时 d,dCy) = d.d.) = Wa É Pa Die) TRS 
x € supp f JATI ss 充分 搂 近 时 ,aso( 9 Gd, 6G € EC 
因此 令 5 = ri 有 
|d; cx) 一 &l = «a 十 lā&l), € 0, 


注意 到 
FNTCY 一 £l KO mle) 一 Ë 2 e iriri] 
= —3iTe ' itjalr)- g 5 
RA Ir, E) SREE SAORA ADHERE MENU 


1G, S| SS Cur" + ED (4.5.28) 
现在 仿照 前 面 定理 的 证 EH ,将 (4.5.27) 分 为 两 部 分 
Qo7 oie oa mij |, + 
对 于 五 注意 到 〔〈4.5.28) 以 及 IG) = fGz) 53 c5 20 B Ad 
L= O(7). ,对 于 了 注意 到 


HODIE: | leds — €, 
m UG) «cQ enl BE L= o7). 总 之 
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n- G, Bec = OCr NY), 

AKER 

(0,1, ye TY — OCG. 

这 就 是 说 Cs, To) é QW FCF) 时 必 有 (Yo, T») £ WF. D), Mit 
(4.5.26) 得 证 。 定 理 证 毕 ， 

拒 以 上 所 述 用 到 名 为 微分 同 胚 的 情况 ,很 容易 着 到 D Ne 一 
10b), 0)} i0 (4.5.19) 成 立 。 当然 和 也 一 定 是 适当 映射 ; 从 而 
定理 4.5.11 38 Hj. 应 用 定理 4.5.10 并 注意 到 0* — (0,)7,3f 
Æ (4.5.20) vh] 0,1 (8 IA 

9,.W F(P)C WF), 

由 定理 4.5.11 则 有 . 

WEF(O,f)—0,W F(f), 
RECLWFOR)-946F(D. AE WFD 一 O*wF(D. 这 
就 有 一 次 告诉 我 们 ,在 微分 同 有 是 5 在 坐标 变 搞 ) 下 Lai p e UD 
的 子 集 的 变化 规律 而 变化 ， 

3. 广义 震 数 的 限制 与 乘积 。 上 面 我 们 已 经 定义 了 广义 函数 
的 拉 回 与 推 前 , 并 且 讨 论 了 波 前 集 在 这 些 运算 下 的 变化 规律 。 利 
用 它们 (还 加 上 即将 在 下 面 定义 的 张 重 积 关 系 》， 就 可 以 订 论 广义 
衣 数 的 一些 其 他 运算 。 首 先是 广义 图 数 在 一 个 ( 嵌 人 ) 子 六 形 丸 上 
的 限制 

4 0:NCO, ARAE, Jp fe 强人 9.) 在 N 上 的 限制 就 是 
1 的 拉 国 o, 因此 可 以 应 用 前 面 的 结果 。 内 为 波 前 集 是 一 个 局 
都 的 ( 徐 局 部 的 ) 杉 念 ,而 且 由 上 记述 , 它 的 定义 与 坐标 无 关 ， CIS 
fk 2, = R”, m N — R (a< m) 定义 为 

Xen M O Mm nm, 

所 以 在 局 部 上 坐标 下 
f; n,777, x.) (x,, 777, Xy. 0,777, 05, 
Cr) = (1,0), IHn At, 0r Xm-— n pE, 
kiki CGRBH N IREME 
Ne 一 iC, 5); ‘E Cea — 0} 
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= 0x, m).: m = (CO, t. 0, mus. 8) 
HEM 4.5.10 直接 可 得 

定理 4.5.12 ANE OCR” Hn HEIC TROP READ 

No, METE £2'(Q,) 之 波 前 集 适 合 关系 式 WFO NON. = 9, Bil 

f 必 可 限制 到 和 N 上 而 成 为 £2 (N) 广义 隙 数 ; 当 fe C7(0,) 时 ,这 
个 限制 妈 经 典 意 闵 下 的 fw; 限制 运算 对 1e 多 rt9.) ,TN No 一 
多 ,是 序列 连续 的 . 

其 次 讨论 如 何 定义 天 E 锣 (0) 5 fhe 更 《9) cS Ted 
EEE fohe CIO) AEN, 这 时 乘积 的 定义 应 该 与 古 旨 的 定 
X—89. (EE hGORGO = Oh ly MEER AO ER 
f83E A — i1(3,x),€ Q9 -O x Q RS BR ml. A cra) 在 
£7'(0) 中 再 密 , BrUL bns P^ SL GER SER RT RE SE. SCR T, 也 应 该 
EGENESODBEmL BIE, RITEM hes (9.,.5h€£2'(0,) 的 张 
量 积 之 定义 开始 ; 并 设 上 ,98y 分 别 为 BR" 与 下 中 的 开 集 ， 到 
eG) POD 分 别 为 支 集 在 与 入 附近 的 C8 什 数 ， PALOS IR 
Ph 名 hh 的 Fourier 变换 ,于 是 有 

定理 45.13 # 0,c Rm",，0Q,ER* 均 为 开 x, he (2); 
hE £'(0,), 出 l 

WFADHC{WFGY x WFO Utsuppo h X WF] 

f UIOW FG X supp oats (4.5.29) 
XXE supp oh iC», 0):x,€ supp ts supp o fa 也 相同 
WE. XE Caos E Yos mo) € {C4.5.29) ZG EY B. Gs, m7 
(0,.05, 则 有 
(xs, Sos Yos t) £ (WF X WFCDE 
fi suppsfi x W FCOGOY NAW FCR) X supp, f; V, 
E a(X) € C2(0,5, PO) € Co CO, ) 使 其 支 集 各 在 Xos Jo 的 充分 小 
BIRR TEER (of ORE n) — eia) - PGGD. 

H E A 0 ARA Crs Eos EI {suppof XW FOE; [3i 

时 还 有 
Cros Eos Fos 3») € Iw FCR) X WEFGOY NIW EC) x apah) r 
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LHRH Cios E) é W FG), RAR (55, £0) € WF( [s UT 
95) E W FC) BIET (o, mo) € supp. 28 (s, Di £ WW FCR) M , 有 
£, RIA AT iE SIR W, 使 当 x€ suppi, £e W.B Ca CE) 急 减 , 政 对 
iE dr fn feux N, RE < Cxi + -EDT *; [BIN She g'im 
rey gu, 即 在 在 M 5j Cu 270 (8 [Eia < Cul T. In. 
固定 (E, n), E al EXE Gm) OHN), à 一 于 0 BI ad GO; 
(52 SX. | 

3P (n, Eo € W FG HT, Orno € W FO IBI Cos m) € 
supp; 7m se 0 RI Oos m) € WEC) 而 化 为 上 面 讨论 过 的 情况 
QE Ge £2. 5 Oh. m2 XT DS Ego 0, WEA Oos 0) = Cas 
ao) g su sappofa, + DU] y, € suppfa. 医 此 适当 了 权 BC) 后 必 有 Bl = 0 而 
af (EI) 一 0 当然 也 是 急 减 的 ， 定 理 证 毕 ， 

现在 可 以 令 0, = 0, = 9 OTi m — n), 并 将 天外 限制 在 
HARAMI A. hEN. XRHERARESASOC.0—20x2' 


(Dui P'le) 一 (). ‘p(s) — (I, I) 


而 Ne= (Gn, 'eco( ^) - ee so), FER 
定理 4.5.14 Efo he CO). IRER (x,5)e WFG) 
(s, -E)E WEC), POSTRE GERIT hA AOR ENAME 
的 限制 ,而 且 
WEO - f) CV 0) + WEVU WEG) UW FQ, 
(4.5.30) 


这 里 
WF + WF) = i. Ed». G, B)€ WF), 
(zy 3) € WF(E). 

有 时 我 们 也 引用 记号 WED 一 {(x， 一 (x5) EWF(OD}, 
WERA Ae f SIE LIS d VE HLULTS 26 WFG WEG) 
É. 

S。 由 振荡 积分 所 定居 的 广义 函数 的 滤 的 人 靠 ， 现 讨论 振荡 积 
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分 TrCaw) FEXRI URAR ARRATE, XX ELTE BRIT, 
它 所 使 用 的 方法 也 是 在 本 节 中 一 直 使 用 的 局 一 方法 .$1 中 我 们 
看 到 ,振荡 积分 
Ioan) = ( e Pau, Oyu(x)dzd, (4.1.1') 
a€ST,, «€ DO). 和 
定义 一 个 不 超过 起 阶 的 ZI GRE A: 
(A, u) Iglau) (4.1.8) 
称 为 Fourier 积分 分 布 。 AE RE m — kp o—ndfü s — min 
(e,1— 8) > 0, 现在 我 们 要 证 明 
定理 4.5.15 对 Fourier 积分 分 布 4 ALDF 
WFCDOCIO, Br, 0), 0 0, 
(x,0) € con supp a, Polr, 0) — 0}, (4.5.31) 
这 里 con supp a Æ a BJ SEOE Sc 9S BI] = 在 其 中 不 便 为 0 的 最 小 
HER. 
证 . iE (4.5.31) 之 右 方 为 卫 , 3 VEG ED € FP. 于 是 存在 
加 E OQ ThÉg—AT S53 V UL E 4E R'NO 中 的 紧 锥 邻 域 下， 还 有 
€ = [(z, 8) € con supp a, O = 0, D4( 2,0) — 0) RIEA C, 
H r€V.(s,0)€ ČRT, Plr, DEW. 通过 作 截 断 函 数 , 不 妨 
设 sax;9) = 0 ClO) 所 1 上， 这 样 对 广义 函数 4 只 改变 了 一 个 C” 
函数 而 不 影响 其 波 前 集 。 BRE REED a P X(x, 0) € C (OX 
R^), ER o ARARE MECE X= 1, suppXC C , JH Xa 
2, 在 (4.1.8) EN iy 则 因 在 supp(a — a) E 9x, 0) z-0,H 
系 5.1.9 知 , 这 对 广 尽 项 数 4 也 只 改变 了 一 个 C” pE Cf A RES] 
其 波 前 集 。 最 后 对 x 作 一 截断 函数 Kx) 使 其 支 案 在 和 IIR r 
Wd. FE ade g'i Fourier 变换 为 
(aA, e 1005 m (AD, alx)e imm», 


ik 
(dy) m | eme, 9)dxd0, — (632) 


$(x, 0) 一 a(x)X(x, 8)a(x , 85, 
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E £c W, [ir (x, 8) € con tuppé(x, 8) t, h cy o x,80)— 
E s 0 MERET AUTE TER SEC c 20 f 
Ier, OE] ze eC18] L5. 
EE W, (x, 09€ con supph(x, 05, 
现在 作 微 分 算 子 


n oN, * Drs 
7 Ws, "EC ED a 


yj L[e TIC i] = gilr B ig .ÉX (4. 5. 32) 并 反复 用 分 部 积 
分 法 有 


GACE) 一 | eis PICE Ehe, 0)dxd0, Yh, 


然而 由 齐 性 以 及 a€ 52, 5 aAA 1 

[ELY 8| Sca t prda 十 [5], (4.5.33) 
3j £€ W, WMA |£| 2 181, lelt [8| 26 101 4-1, 5 [8S1 
Bi, ale, 8) — 0 JANT (x, 0) — 0, BrELTE con supp? E, [8| 
ll = 1 [81.030 6 

del + ED = (8| + EDCA] + gl) 

gat pDA o 15D, 

BEHEREA 0 0 aA «1, RA (4.5.33) WE 


IGANG) < c + E | (1 + 161)"-ma0, 


MERDA Em la, < n, IQ — 2) 38 BRI A aA CERE 
Ec W Xu. BU, Cro Ot WEC) 而 定理 得 证 。 

6. 在 线性 算 子 作用 下 流 前 集 的 变化 ， 设 4: cr, 
£'(0,) 是 一 个 连续 线性 算 子 ， 由 Schwanz REAR, AMX AT 
一 不 广义 函数 Kile, y)E (0, x 9,), 使 得 对 于 HOE 
C€$C9,), ple) € CICO, 因为 Ab € DO), M im (Ao. 92 
ELMA 

(441,9) = (Ka, 94». 
我 们 要 间 对 于 u6 C2(09,), WFCAW) 与 WFCKs) 的 关系 如 何 ? 
在 有 了 这 个 知识 以 后 进一步 讨论 4 能 理 折 展 为 由 某 个 广义 函数 空 
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e*t rt RA, 


EE £7'(0,) 的 线性 算 子 ,并 且 讨 论 算 子 的 复合 . 
这 个 问题 也 可 以 利用 上 面 讲 的 孙子 运算 来 解决 。 完 四 wuE 
C4 CO,) 的 情况 ,对 于 pe ciO), 由 
(Au, p) = (Ka, qu), 
EX Ru = (991)- (1892) ifi i8 Ou 看 作 DO, x 0,) 的 
SET VH 
(du, p) = (KDa), 991), (4.5.34) 
K,(01G2) E—T3ERE, EA IBE ET nx 
x; Qs X Q,— Q,, (x, y), 
Hj plr) = eG261, CL, BI » AERE 1 的 函数 ) 而 
981 = (ep)(x, 3); 
IBERA (4.5.34) 并 利用 推 前 运算 m 的 定义 有 
(Au, p) = (KaRu), rp) = (Gr, EK, CIO uu). ps 
所 以 
Au = mK a LD, (4.5.35) 
这 是 一 个 重要 的 关系 。 它 把 算 子 的 作用 分 解 为 过 去 已 讨论 过 的 运 


_ 算 , 即 张 量 积 、 广 义 函 数 的 乘 巷 与 推 前 , 从 而 很 容易 讨论 变 前 集 的 


变化 以 及 4 的 拓展 . 先 设 K, 具有 紧 支 党 。 

WECO) = suppl X WFC) — (Ce, 0, 9, n), 

rE Q,, (y, MIE WFQw)] 

《定理 4.5.13, 注意 WF(1) = 9). RETF 36 P385 3E T 4.5.14 
ALR WFCK4) 十 WFO) 中 不 包含 零 截 口 , 亦 即 

WE NY 1); Ir € Os, (9,0, y, =n) E€ WF(K4)} 

= ø, (4.5.36) 

则 KOD 有 定义 :而 且 

WFK,(1G Ru) WFK) + suppl X W FQu)] 

UW F(K )UWF(1Qw), 

因为 已 经 假设 了 天 4 具有 紧 支 染 , K,C100w) 自然 也 如 此 ， 记 

El wW F(R OW) 总 是 有 定义 的 。 现在 来 计算 Ta, 
x; Q, X 0,— Q, Q, Y), 
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JRBH x =x + 07, BrEÀ 
; ， T 
Tony) T G, 0), te] = (,)- 


因此 对 于 
ScT'(oO, X 2,), Ha = U xb) Sey = Uli, EIC AP »,) 


xf = Css Ny) = 1,22, 832€ 9,, (x, ges 9, OJE S.l. 
AX 
WEFR,) + WFO) ={Cr, E, Y, n) + Crs 0, 7, 0)} 
= {txr, ,7, 7+ 1 )}, 
[i 
mal W ECK t WFCUSq)] = ((x, £9, O, D E WFC) 
B Ce, E, 9, —DO€WFCK], 
xW FCK = { Cr, E), Iy E Q,, (x, 8, y, 00€ WECKEA)} 
RWF Ba)) = Ë. 
现在 引 八 几 个 记号 : 
WEK) = {Crs E), IY, E Q,, (x, Es y, 0) E WECOKAY, 
WEKA) = {Crs E) 3YE Q,, (x, —E, Y, DE WFCK OD 
VA EA W FQCE,) FFK O 还 有 "复合 记号 ” 
WF'(K,)eWF(u) — 1,0, XY, 2 E WFC) H 
Crs È, Ys NE WFCK4)]), 
则 有 
mel FCK) -- WF(IQu)] —WF((K,)oWF(s), 
zy4W FCK 4) = W F,CK 4). 
因此 我 们 得 到 
定理 4.5.16 HEF A:C C0) 一 Z2 (0 RA EZER 
Kas 而 且 设 ue Za) 适合 
WF(uWF,K,-—G&G, (4.5.37) 
且 4 可 以 拓展 到 上 述 的 x 上 去 而 且 对 « 为 序列 连续 的 ,这 财 有 
WEF(4u)CWF' (KW F(S)UW F,CK,40,.— (4.5.38) 
4 是 相应 于 ESSE, 
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asma Mu a e Ae n 


—À— — 
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WFOK,) = {Crs Es yo, EY, D E WEC OR 
UL ESIHERT Ki 具有 紧 支 集 ,如 果 不 然 则 可 伐 以 
suppK,í(1(Q, X supp #4) — 0,, 
为 适当 上 映射。 这 个 条 性 的 作用 在 于 保证 可 以 定义 re 
Sfr (4.5.37) 也 可 以 写成 
WF'(K,9f W FCC O; x (RNO). 
TUEDCEJBWPTAT 4: C70,  ]'(0.), B: Cip) 一 
DP (2,) 的 复合 ,假设 相应 的 分 布 核 Kx ,9) E Kar, 2) 都 有 适 
当选 定 的 支 祭 , 鲁 pKa me Ks 都 是 可 以 定义 的 ,并 且 记 它们 的 波 
HOA TD. Ds 我们 要 证 明 
定理 本 5.47 E 
WFQ,K,nWF,K)-29$, (4.5.39) 


Bl TUAE X. AB: CIO) — £2'CQ.) ,而 其 相应 的 波 前 集 WF 


(Kion) 适合 
W F'CK aoa) CW F'CK,D9W F'(K32 U (W F CK 4) X pp.) 
UCsuppsQ, X W F,CKa)). (4.5.40) 
证 ， 先 看 一 个 特殊 情况 
Kı = IOLO), Kr = RRDA. 
M fs Eis E 都 是 CF MR RAE 4oB ARE SEMA, TE 
K ,os(x , 2) = fO - Gi E22, 
这 里 《8 56) 是 把 中 当 作 2'(O,) 之 元 作用 在 关上 之 值 。 由 分 
布 核 的 定义 ， | 
(Ao Bp, d) m (Kos, p(x)69b(2)) 
= Cf 8,092621 , (1098,02 098 (2) )2n* Cp 09 (225 , 
这 里 v: O, X OD, X QL— Qux Ou (x, yy x) n, sl 因此 
l Tp Dp = e(x)001,09 o (a). 
REHPETOBEE SIEHDUDEOXUM - 
CK son, eO eG)» 
m (ny (PG) g,G201) COS C2), e()009 GO? 
因此 Kaos 又 可 以 应 用 函 子 运算 而 表示 为 


EER 


Kao 一 mf) 8, (0201) - GG G6 ()). 
对 于 一 般 的 天; Ks, MEREM Kios 的 话 , 就 应 该 定义 为 
Kon = nK alx, Y)1,) QK, 2)). C4.5.41) 
我 们 就 用 (4.5.41) 作为 Kaos 之 定义 ,并 相应 地 定 闵 
AoB: Co(0)— HD,). 
AGB (K.(x,32001,) COK, a). 为 使 它 有 定义 , PU 
如 只 需要 求 
0£ WFCKABINN WF(OOKs) 
= WFK,) X supp, 2, + supp, 2, X WPF(Ks) 
一 (tx, £.Y.m tom o£. gJ; (x,£. v, m)€ WF(K,) 
Cy, 32» #9 5) € W F(K3)). 
因此 当 (4.5.39) 成 立时 此 式 自 然 成 立 AD m H0, 然后 
WFCK,ac3) CS [ (P4 X suppl, 十 supp, X Pa) 
UC, X supp) U (suppoQ x TaJ] 
仿照 上 面 的 定理 来 计算 e. ME 
za[CP4 X suppQ,) + (supp 0 X 75)] 
= [((,5, 2,0), 80,0) 一 O, g — on) ft 
(s, 5,950, 2, 0€ D, X supp, + ppl, X Te} 
= {Èr E, z, D), A(O, n) $E 
Crs Ës, Ys — hs z3 0) €T 4, X suppyQ,, 
《ts 0, 9,9, 2, D € GupiQ. X Ts)} 
-[(x.5,2, 0) Y n) B (n Es Ya —O € Ta, 
Cs ts 2, D) € Ta} = W F'CK oW F(K3), 
m CTP aXsunpsQ,) {Cry Es 2, 0, (Y 2), (x8 Y m ETa} 
= W F,(K,) X suppsd,, 
ma supp,O, X Tg) —[(z, 0,2,2), Iyan) Yat v,5)€ Te} 
= phl, X WFK). 
RERNA l 
W FCK 403) CW F'CK 29W FCKD UCW F,CK 4) X apple) 
U suppQ, X WP,Ks)), 


"Hir 


-H 34 4 


这 个 式 子 也 就 是 
W F'(K ao) CW F'(K DoW F'(Ka) UCW F,CK 4) X supp.O.) 

U (supp, X W F,(KE2)). 
定理 证 毕 ， - 

WS HE— 49, def (4.5.39) ARARSA 

O£ P, X supp,Q, 十 supp, X Ts, 
后 来 看 儿 个 例子 ， 

"m. ERER. Are ZUR tR x R'— R", Crs 

y)ex— y. TÆ Ue. 


fG DT, -D, f= (5). 


No UD. Paeh * )- c] - t6 o. 


因此 ， 由 广义 函数 的 拉 园 之 定义 ,对 尾 意 vE £2 (R^),u -- f*v€ 
多 "(BR"XR") 都 是 有 定义 的 . ARIS v € C"(R^) HRE 
u(r, y) v(x — y), ulr, Y) BEREA qi vp BER, 这 一 
Ahi x CSS AER ERTE. FRSERÉ 4.55.10, 我 们 有 
WF(u)Cf*WF(v) = {rs Ys FEDE EER »» n) € WF(v)) 
-ix.g,y,—3). x —Y,n)€WF(o)]), 
但 是 实际 上 这 里 有 一 而 不 只 是 己 成 立 , 这 是 NOST o pE 
£O"), 利用 序列 连续 性 不 妨 设 vzE CIRO, 从 而 
(ox — Y), ple) P(r — y»)? 


- fÍ oe — ECE — 7dxdy 


一 i Pr vr) ha ddr = | 1: oG)4s [v9 dz 


= (tapes d). 
用 (x = y eE RE ps BEAR 
{1 , eX, Pe Ey n (1 > plee NE) 
= (elr — y)oGOdi(x 一 y),e I6 930, 
e TOs y), eT] mae (8, —£). 
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H RETEN 
WEÇu) = WF(v(x — y)) = {Crs ns Ys —n)o 
(x — Ys E WFC. 
$02. iX Fe C"(Q,,R) HHF — 08] P s 0. 因此 


d. 
"f (x) -[ MEL 
fead. 


Wii P= JUS 0, € R.. A Ny— (G0 f ea 
0. B T 5c), R29 Ww F() = (0, nsn 0), 所 以 
WEE) ON, = (G2, 0. 1G) — 0, G2g = 0) — e 而 可 以 
5g X 1*8 — S), 这 时 由 定理 4.5.10， 
WF(KQ)CAUs , nf C0), fG) = 9,2 € ROF, 
但 是 我 们 知道 
(59) 一 Qn | 6604s 一 Quy? f| veGDayan。 


Bi XODe COR) MEE [-1, 1] E Xr) 一 1， 则 
Gay] en x (77) ane esq» 
在 (UO) 中 趋 于 50). HFC 38M p, 因 
产 [co” [ en (i) dn = Qa) (eron (2) dy, 


因此 求 极限 后 就 有 
(P8, 9) = (2r)! | sinangplr) drdn, 


由 于 根 设 了 当 f(x) = 0 有 时 Ftx) 天 0， 所 以 这 个 积分 可 以 了解 为 
振荡 积分 。 
当天 x) e rn 时 ,我 们 就 得 到 


《BCxs) P? — (Qux) jj etap lx dxdha 
一 Qo ja | eG noh. 
= | pir’, 0)dx', 
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这 怡 好 就 是 第 一 章 $6。 定 义 1.62 所 的 例 1 ,部 超 平面 上 的 Dirac 
分 布 “对 一 般 由 sx) 一 0 定义 的 超 曲 西 ,利用 变量 变 模 也 可 得 出 
(1.6.11): 


z a eG) a Ham 
COR, NDS S, S: fx) — 0, 


7. 微分 流 形 的 情况 。 在 定理 4.5.11 ARRETE Wü E 
余 切 具 的 子 僻 ， 这 个 情况 有 助 于 我 们 讨论 微分 流 形 上 的 广义 函数 
ARRE. 正如 在 本 书 中 一 贰 规定 的 。 凡 谈 到 微分 流 形 时 都 是 指 
的 C 的 具 在 无 穷 远 处 为 可 数 的 流 形 。 以 下 的 MM; Ms M, 都 
是 指 的 这 样 的 流 形 , 我 们 也 就 不 再 一 一 说 明 . 

定义 45.18 RM 为 一 微分 流 形 ,we DB'(M), 我 们 定 文 
WF(u) 为 T*M = T*MNO 83—A4 PR, BB (e, 5) € WFC), B 
且 仅 当 存 在 一 个 局 部 坐标 X: U 一 VCR", DU 是 * 在 村 中 的 一 个 
PR, E XCx，5)E WF[X GD RALE T*M 上 诱导 出 的 
一 个 局 部 举 标 。 

在 定理 4.5.6 中 我 们 给 出 了 波 前 集 的 一 个 等 价 的 定义 而 它 是 
与 坐标 的 选择 无 关 的 . 

由 于 对 波 前 上 集 的 讨论 在 许多 情况 下 都 是 局 部 的 ， 所 以 选 定 了 
适当 的 坐标 后 。 总 可 以 归结 为 R^" 的 情况 而 与 前 面 一 祥 。 加 此 ， 
本 节 中 的 定理 都 可 雇 很 容易 地 移 到 这 里 ， 例 如 设 i: M 一 NN 是 一 
^ C" BE. E— Hx € M AETA ENAERE N S> O, 
人 JE TINNO, 3r € M {Èy = fle), og = 0}, fd H w FOOD 
N,— d hff ue ON) ECEN fue DCM ) iE WP u= 
(GG), € M (GOD E WFG) 把 这 个 结果 应 用 到 
TRATE i: NN — M, WAR f 29 :. 而 Ny 就 是 NN BOR E 
从 、 这 样 就 得 到 we D'OD 在 N 上 的 限制 ， 只 要 WFGODN;-—- 
ø. 

FIRE VE fs tE WM), 只 要 0 WFC) + WEC A 
可 以 定义 Hy mE D, im B. 

W F(u, - 43) C OW F(u) I W FO 12U CW F (14) X mpr) 
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U Guppf, X W F5). 
关于 推 前 运算 1: M >N, fa: M) o D'N), WX sec 
££(M), 只 要 f EXEC EHE SG «RARO A fho: 
suppu — N XE AUR 1) VH fus € e CN) 有 定义, 而且 
WF,«)CHW F(u) = 1(y,9)€ T*NN0, 3x € M 
使 ?一 js) mi (x, "T GO03) € W F(u) U supp], 
关于 由 CON) 到 z2'CM) 的 线性 算 子 4, WHEA T MEN 
上 的 C* 密度 B. v HUER D M K EDM XN)。 使 得 对 
pECECM), pE CICN) 有 
(Ka, (POPN nGv)) = CAD, pir). 
如 果 选 用 好 上 的 一 的 C" 分割 (ed 5 N ERJ — B9 €? Z- 9 (E), 
可 以 定义 Au 一 D, (mA CR: , 而 将 问题 归结 为 在 局 部 坐标 系 
中 讨论 o;48;, 而 这 下 是 前 面 已 经 做 过 的 ， 这 祥 ,我们 将 会 得 到 与 
定理 4.5.16, 4.5.17 完 爹 相间 的 结果 。 
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第 五 章 拟 微分 算 子 
$1. 拟 微分 算 子 的 基本 性 质 


l 定义 . 报 微 分 算 子 是 线性 伪 微 分 算 子 的 自然 推广 。 设 有 
C^ FB BS dE pb Ae PEL CT 


Pix, Djs = 5 a,G)D', dalr) E C"(Q), (5.1.1) 


lalam 
OTR" 是 一 个 开 集 ， 将 它 作 用 到 eC) € c9 C05 E, MA 
u(x) = (ry Je*sá(£)d£, 
而 有 : 


Plx, Dyu — Cry" | e P, SACE)dE 


= (2x)"* íi UP, DuQGodydi. (51.2) 

因为 Plr, E) 是 专 的 严 次 多 项 式 ， 所 以 上 式 最 后 一 个 积分 可 以 理 
解 为 振荡 积分 . 

HEAR RITTU RE DRRR, Pl, E) 不 
一 定 是 8 的 多 项 式 的 情况 ,而 且 因为 在 上 式 中 出 现 了 x 与 y, 所 以 
也 不 必 仅 限于 Ple, E) RG r 与 8 的 情况 。 这样 我 们 就 得 到 一 般 
的 所 微分 算 子 ( 简 记 为 PDO): 

4G» Du = a)” [| emma, y. DuGOdydi, (5.1.3) 

«€ C0). 
它 是 上 一 章 介 绍 的 Fourier 积分 算 子 (FIO) GERD); HAAR 
是 
ex, ys E) = (x 一 站， 

而 有 
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P. = — 0, =E, d,—r—y, 

alr, y, E) EOS HU RMO RT Alr, D) 的 振幅 函数 、 不 依赖 于 
* 的 振幅 函数 称 为 4(x，D) 的 象征 (或 全 象征 )、 以 后 , 我 们 将 要 
证 明 在 一 定 条 性 下 可 以 从 拔 旺 函数 求 出 象征 . 

在 报 微 分 算 子 的 讨论 中 , 振幅 函数 的 类 有 重大 的 作用 .在 X 林 
节 中 我 们 都 是 讨论 G, y, DE STCO X O X R') 的 情况 。 这 里 
Oxo, 所 1， 应 该 注意 ,许多 重要 性 质 是 否 成 立 将 取决 于 e. 8 之 
$8. 例如; 将 式 GLD 理解 为 振 萌 积分 需要 假设 > 0 5 二 1 
【第 四 章 定 理 4.1.4)。 因 此 , 症 下 而 如 无 特殊 声明 , 总 是 设 S 类 
适合 erus 之 1 (以 后 凡 基 0 之 p，5 达 1 均 指 0<P 以 
及 5 一 1)。 这 里 特别 重 训 的 是 类 8 一 So 如 是 由 Kohn 和 
Nirenberg Æ [1] 中 引入 的 ,一般 的 SZ, RRIS A WIL. L. Hör- 
minder [7] RH, 另外, 我 们 再 用 明 一 下 , 4 8 — 0 d SZ, Sr iE PE 
$7. 

TUA CT-RgS LA BAER ARDATA. EGX 
并 不 是 为 推广 而 推广 , 而 是 出 地 一 种 需 训 : 使 推广 后 的 算 子 形成 
一 个 代数 ,而 其 中 可 以 包括 尽 可 能 多 的 算 子 , 首 先是 “ 逆 " 算 子 . 在 
第 二 章 中 我 们 已 经 看 到 ， 求 基本 解 的 问题 就 是 求 道 算 子 的 河 题 。 
而 偏 微分 算 子 的 “ 逆 ”, 很 显然 ,一 般 不 是 微分 算 子 ， 但 是 , 以 后 将 
会 看 到 , 栖 圆 型 算 子 的 “ 道 " 确 实 是 拟人 微分 算 子 (而 非 椭圆 型 算 子 的 
“EURE Fourier 积分 算 子 )。 所 以 可 以 说 , 氢 钙 分 算 子 的 主要 
3 ds Ze — ERR EATR 33 " RS [RAE 

RÖNCRIE RRE 57, 类 中 的 PDO 之 集 为 Lis. 

2, PDO 之 核 . PsDO (5.1.2) 很 明显 是 一 个 连续 映射 ， 

A: CHAQ) — C"(0). 
这 一 点 可 以 直 痿 由 定理 4.1.5 的 证 了 明 看 出 , A G celep. 
(25, Elit, 4: Ca (0) 一 于 (38) 也 是 连续 的 ,因此 ,由 Schwarz 3X 
EA, MPVUR — AT AER 4n. 00 即 相 应 于 4 的 分 布 核 ， 使 得 
对 一 切 w € CTO BALA 4.3.2) 
(A40, rh” u(y) Oy) 一 (Au, s). (5.1.4) 
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和 上 一 章 一 样 , 这 个 广义 函数 我 们 形式 地 号 为 
4G, = Quy | etale y. Edi. C515) 


CURIE BEBE, AARE O 一 3) - XE 5 BUE RE 
x 一 并 不 恒 为 非 零 。 对 于 最 简单 的 情况 。 I als y, D PRÉ E 
HARE, RITA 


Alr, y) — Cry" | eralar, EJdE 


= Kix,x = PP 
这 里 


Klr, 2) = Qi e'*Sa(z, EE, 
特别 若 aCe, E) 是 的 齐 性 函数 时 ,KCx, e) 是 对 x 为 齐 福 的 广义 
函数 ,而 且 C” 地 依赖 于 *。 这 时 , 算 子 (5.1.2) 就 写 为 

(496) = | KG. # — $by)ay. 
在 拟 微分 算 子 理论 出 现 之 前 ，Calderon 和 Zygmund (更 早 还 有 
C.T. Mam) 就 讨论 过 这 种 形式 的 算 子 。 并 称 之 为 奇异 积分 算 
子 , 并 以 此 为 工具 在 偏 微分 方程 中 得 出 了 重要 的 结果 .关于 淋 异 积 


分 算 子 的 理论 可 以 参看 Calderon 和 Zygmund [1] 和 Calderon [2], 
[5]. 


上 式 昌 然 只 是 分 布 核 的 形式 记 法 ,但 我 们 可 以 根据 上 一 章 的 
理论 讨论 它 的 性质. MARRE Oa, y, E) — (4 — y) - E. 
AAT D, = x — y. T So (UEH 4.1.8) 为 Se = [(x, y) r — y— 
0) = {(x, 2)) BD29 0 x 9 的 对 角 集 。 因此, 应 用 定理 4.1.8 于 此 


y)ciG. x); x €Q} 

相应 于 PDO Appt Aee A RA, AM k 
EATE m— k< 一 s(n = dimR?2), iff s — min(p, 1 — 8). 
特别 是 车 me —5. MWA (5.1.2) 作为 一 个 普通 的 含 获 变量 的 丙 
分 基 绝对 收 伍 的 (而 且 对 二 e. 当 > 在 妇 之 任 一 紧 子 集 内 时 ， 也 是 
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— Sir gea8 ) , TE aI Sz Rd Fubini 定理 而 知 ,这 时 核 Mx. y) 确 
Sc BIDLTSEXGÉTSHU Lebesgue Wr (5.1.5) 而 且 是 *,y 的 连续 函 
数 . Ema n — KO HERERO I 4(x, yeca x 9); 
特别 是 着 a & 573 一 ASZ NI A(x,y)€ C". MARARA CHR 
的 算 子 ， 这 时 车 是 一 个 正则 化 算 子 ( 上 一 章 $3, 了 以 及 定理 1.5.5). 

相应 于 象征 区 $25 的 PsDO 类 记 作 L5, EEEIEE, Lrt 
为 亚 则 化 算 子 ; 而 且 因 为 5527 一 QST, . BEA LS N Lz ME 
我 们 要 证 明 

定理 5.11 L,5 — (LZ, = {A C" XS SET Y — {正则 化 
BT. 

W. L:3C LZ, 已经 得 证 。 今 设 e 站 Lz.s, 则 对 一 切实 数 
mH ax, y, 5) € Sp 使 (5.1.2) 成 立 。 Bim iE ir m 之 一 9 一 
k, 则 可 见 到 相应 于 A 的 分 布 核 可 以 写 汶 

Alz, y) = (a) f e 7x, Ys EME, 


而 有 Ale, y) e CCO x 0) (Vb, WOXERBUET RT 4 
KRE miie, 故 有 Ale, y) € C"(O x 0) 而 4 为 具有 C" i 
算 于 .这 就 是 说 由 Ls,C{ 具 C7 核 的 算 子 上 . 
再 设 4 为 具 CT XX Ax, 9) 的 算 子 , 于 是 4 可 以 写 为 《5.1.5 
之 形 , 而 取 
. HEP ys E) = e I7 4x. yel), 
EFO 而 且 | e(EJdE 一 (2x)"， 因 为 a(x, y EXER 


ARZE, TAR aE 553, 从 而 4 ELz5。 总 之 ,我 们 证 明了 

UR. C? 核 的 算 子 }Lz% 必 n L2,C4R C" Ei T), 
再 由 定理 15.5, {其 C” 核 的 算 子 } 一 { 正 则 化 算 子 }, 从 而 定理 得 
ir. 

从 证 明 中 我 们 看 到 , 若 振幅 函数 对 装具 有 紧 支 棠 , 则 相应 的 算 
F (51.3) 449 Lus CT. 不 仅 如 此 ， 由 系 41.9 还 可 以 看 到 , 若 
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WEM alra y, E) ERRER Ob I BEA (x. ?JE 
C"(Q x 8), 即 相应 的 算 子 4€ L^. 

Spa Hp LIS 的 讨论 具有 重要 的 意义 前 一 章 $3 末 局 已 经 指 
出 ,在 偏 微分 方程 理论 的 许多 问题 中 ,正则 化 算 子 可 以 (或 者 说 “不 
ETER MA. GERE ,我 们 在 讨论 严 阶 拟 微分 算 了 于 时 * 应 该 考虑 一 个 
1438 RZ Los 的 第 子 ( 亦 即 相差 一 个 正则 化 自 子 ) 认 为 是 相 
间 和 的 。 这样, 我 们 就 可 以 给 出 

XEX 5.1.2. LZ / Lois 之 元 称 为 一 个 器 阶 Co. 0) 型 拟 微 分 算 
F. mE (1,0) 型 拟 微分 算 子 简称 为 思 阶 执 笋 算 子 。 

下 面 我 们 要 讨论 分 布 核 的 支 集 .这 里 有 

定义 5.3. 3x 426p3 Co (2) 到 22 (a) 的 连续 线性 揣 射 * 相 
应 的 分 布 核 是 Mx. y), 若 

2, | opi tc y) s yj. m, [ppatoni Gr 92 FE y 
Ji 1 24 B] CH E 3 I8 e 9 29 REL CT) ME 和 4 为 适当 的 。 

福 意 ; 这 个 定义 不 仅 内 对 PsDO i& FE. ETE GU PE AHECT IRE 
的 是 有 

定理 5.14 iA EL 则 必 可 将 它 写 成 

A= AFR, 

其 中 中 是 正则 化 算 子 ,而 A € L7, 是 适当 的 ， 

WE. TR4 DXOCR— TX occ"(Q x o) 使 

3x | soppoz CX y)t— x, zy | suppaz CX» y)rt y 

是 适当 的 。 26J3bfE OO ABRA RARE (UI. 于 是 
QU; X Dije 是 对 角 集 diag(O x Q) = ((x, x); x€ 9E tN 
i£, m H REPE xo mzxU-— Ui xI EER. W 


diag(Q x 9) I] —- 3i V (& VCU, HEMER e € C" (Ox 0) 
fisuppeCU 而 在 FTF 上 p 关 1。 于 是 用 下 面 的 ZO xorg 


AR 
Alr, y) = ed(x, y» 4 ax, y)—C-— pe)4dCx, y) 


作 分 布 核 来 构造 出 算 子 4. 5 B. RARR T A 3 REBREESUE 
DAT. 
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Aus) = 2x)" ff e oC x, yJa(x, y, EJulyjdydë, 


CRUE) = (22)7* [f e DELI plx, yYlalr, y, EuGOdydt, 


以 上 we Ci). 对 于 算 子 4. 25 elr, y) RAE, 故 有 ple, y) 
ales y, 5) ESF; 对 于 算 子 REDUCES PEDECEE I IS * y Y 
和 近 为 0, MOS E IALASCT. EREE, 

这 个 定理 的 意义 在 于 它 指出 了 ,在 讨论 氢 微 分 算 子 时 ,我 们 时 
常 可 以 限于 讨论 适当 的 披 微 分 算 子 . 

3. 奇 支 集 的 变化 .一 个 氢 微分 算 子 总 是 由 Cz(0) 8 2" (9) 
的 线性 映射 。 因而 就 提 由 了 如 何 计算 sing supp Aa 的 问题 。 特别 
是 由 上 一 章 定义 4.3.2, HADAPAN (x 一 y) E fied 
grady ale — y) - E = (—8, x — y), grad e (x — yE — (5, 4— 
y) E XR 中 不 为 0, DI UERESE TH PRUEX, Am RU A 均 可 
以 招展 为 由 d CO) $1] C 的 线性 映射 ,因此 虽然 当 #w € CE (OO) 
时 , 因 Au € C70) 而 sing supp 4» = Ø. 然而 当 a€ PD, 
更 需要 讨论 sing supp Aw 与 sing supp u 的 关系. 这 一 点 固然 可 
以 直接 由 上 一 章 定 理 4.3.6 得 记 , 但 我 们 宁愿 稍为 广泛 一 点 地 讨论 
HIZR AIRS Ae 的 支 集 、 奇 支 集 的 关系 . 为 此 我 们 再 重复 
一 下 定义 4.3.5: SCX X Y, KCY, 我 们 定义 3 与 YY 之 复合 
SoY X 


SoY — {xE X; Hy € Y (x, yes). (5.1.6) 
很 容易 看 到 
SoY = m, [S Naz]. (5.1.7) 
首先 ,再 讲 一 下 关于 支 集 的 一 般 结果 ; 
定理 5.15 dra: C5 (0) 一 '(9) 的 核 为 4 (x. y) € 
£g'(Q x 0) 则 对 一 切 wxe C8(Q) 有 
suppu Csuppz(z, y )osupps, (5.1.8) 
WE. A supp: 是 紧 集 ,上 式 右 方 易 见 为 闭 ， 事 实 上 , 若 有 序 
Fj x.) C AH H xs — xs. 则 相应 于 Ge) 89 (ys) Csupps (在 必 
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PURO HEN KAF vo € suppu, BDY supp(x, y) 为 闭 , 故 
(xo, Yo) = lim(xs, Ya) € supp (x, y). Efi 
xj € suppd (x, y Josuppe, 
SEHR v € CECA) H suppe N (suppAesuppe) = Ø, UR (Aus 
€) 一 0; 若 如 此 财 定 涅 证 毕 。 但 这 个 式 子 就 表示 
(supps X suppr) [1suppz£(x, y) — d, 
而 由 supp(vG29u) = suppu X suppe BI 
EER v) 一 (AC, y» vw) = D, 
从 而 定理 得 证 . 
进一步 ,关于 适当 的 算 子 我 们 有 
EA 5.1.6 设 4; C8(0) — D'CO) 是 适当 的 , 则 
D XI EK SE KEO, supp 4(x, y)eK = K'E tb E Kay, 
于 是 4 映 EO) uem. 
i» 对 一 切 紧 集 K'eo, 必 存 在 紧 集 天 区 0 使 
(suppu N X) = Ø => (suppen K) = ø. 
因此 ， 有 和 变 C35(98) 的 局 部 有 限 和 为 A'O) AERA R 
和 。 特别 是 ，4 可 以 用 唯一 方式 拓展 为 由 C" CO) 到 ' (0) 的 线 
HEREN, HL 9538 5X. (5.1.8), 
证 , 0 由 (5.1.7) 有 
K' 一 z[suppd(x, y) ix," K], 
因为 投影 映射 #y EEA, Huy K Mf sy KN supple, y) 为 
R, CERSEI xx 下 的 象 记 是 紧 的 。 
i) 4 K = zy bx K D)sunpd s, »)), Wis D IBISINIK 20. 
Zi supp NK = g, MA 
suppdu f| K' C(suppA(x, yjosupps) N K' 
= gs [suppA (x, y) Nay suppu] f1 K' 
= w [supp x, y) l| a, suppu (12; K]. 
(B ay K = mK Dsuppd(r, y), RA ERS 
süpp.tw N K' C, [x^ supper, K'] 
= sz, [ry Kupp N K) 
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9. 
Erb ade c2(0) zoo 4'(0) 56. WoW ciQ) 之 元 的 和 
Diet —TKGOGBNCE 下 按 上 面 的 方式 作 天 , 必 只 有 有 有限 


^u. GH Hl ~~" au EA suppr, N K s* w. RE dits t trn 
外 ， 对 一 切 上 有 suppu NK =g, MER D du, 也 是 局 部 有 


PRAE. MEE ORIKI C^ 分割 (o. JJ « € c7 (0) 可 写 为 
Ho 5 Paii = > tlas 


而 右 方 是 C8C9) 的 局 部 有 限 和 ,从 面 >， du. JE POORE 


RA. RIRC du 的 定义 (很 清楚 ,这 个 定义 是 与 一 的 分 
M ipt RETAN), 它 当 然 是 D (0) 之 元 ， 这样 我 们 就 将 
4 拓展 为 C™(0) 到 e2'CO) FERAE BET. V RU XE PETIERE, 
由 于 cia) 在 C"(0) 中 午 密 ， 这 祥 的 拓展 显然 是 唯一 可 能 的 ， 
iE, 
这 个 定理 是 对 一 般 的 适当 的 第 子 4: C8C0) — 2B 必 0) 提 出 
的 . 若 4 是 适当 的 拟 微 分 算 子 , 则 还 应 有 4: Cia) 一 CC27 所 
以 现在 有 : 4di:cU(O)— C"COD. du H Hi DARE A: cao 
CiK9)。 这 些 都 是 很 重要 的 结论 ,在 下 一 节 我 们 将 要 应 用 它们 。 
-现在 讨论 奇 支 集 的 问题 。 和 上 面 一 样 ,我们 首先 仍然 着 眼 于 
一 般 的 算 子 4:c5 (0) -> z'CO). 
X35.1.7. 设 上 述 算 子 的 分 布 核 为 Mx, 0) € D'O x à», 
而 且 使 4:C2(0) -> C*(9) 可 拓展 为 映射 gf) — £zz'(O0) ， 则 
sing supp Au sinag supp 4(x,3)9 singsupps, — (5.1.9) 
UE. 3E oxQÉ sing supp ACr,y)o sing supp s, 这 就 是 说 
(x, X sing supp 2) N sing supp A Cr, y) = c. 
因为 Us) X sing supp s X E, sing supp 4C, y) 为 闭 ,所 以 必 可 找 
X x 与 sing supp « HIF S633 U 5 V (St hr 
(U X VINsing supp 4(x, ») = $. 
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现在 作 at CoCV) 使 在 sing supp e PS Xr f 29 1, Witwe 
4 (0) 8: 
u = ou + (1 — aju, As = dau) + AC — ou, 
{E (1 — æu € Co (2), Mif AC 一 oneE C7CO) 而 
sing supp Au Csing supp (au), 
{E AG, DLU X V29g C^, dics x € ub 4(as)00 € C^, X Bk 
说 明 x; € sing supp 4s 而 定理 证 毕 。 

本 段 一 开始 就 说 明 ，PsDO 因为 作为 FO 的 特例 具有 算 子 相 
函数 , 故 由 定理 4.3.4 知 它 可 以 拓展 为 只 27  Zz' (0) 的 算 子 ， 
所 以 定理 5.1.7 对 PsDO 蚌 适 用 的 。 但 是 由 定理 4.1.8 知 

sing supp 4(x, y) Cdiag(Q X Q) = ((x, r) x€ 0} 
中 ,所 以 对 适合 Op, 6 c iHpLA, 3S 20 06 o CT 
snig supp £u Csing supp s. (5.1.10) 

这 是 一 个 极为 重要 的 性 质 ， 回忆 一 下 C” 系数 的 线性 偏 微分 

AT 


4G. D) = Pia GOLD, 


la [m 
则 未 但 上 式 成 立 而 生还 有 
supp Au CC supp H (5.1.11) 
《这 不 但 可 以 直接 证 明 ， 还 可 以 如 下 看 出 : PDO AC, D) 的 核 是 
>) as(x)8 (x — y), 
PIE 
因 supp 4x, y)— disg(Q x 0) 然后 再 用 定理 5.155, (5.1.11) 
称 为 PDO 的 局 部 性 ,十 分 值得 注意 的 是 它 的 赣 也 成 立 ; 于 Peetre 
[1], [2] 证 明了 : 任何 线 内 过 续 算 子 4: Cs (Q) -> caa), 2586 


"ox - > + q > cC" 
= + e a 9 9 + 


= + > à > è x a a  * a a + 


ERRE BUR EET Ta: 
CECR”) — CIRP E'R") 一 EBRD uce) I9 ule — 5) 
就 是 一 个 PDO; 
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(van) = ula — h) = Cay" í ce， 
可 是 明显 地 没有 局 部 性 ， 但 PSDO 有 (5.1.10), 这 个 性 质 称 D M 
局 部 性。 所 以 上 面 的 结论 可 以 陈述 为 
系 5.1.8 LT7,(0 < p, 5 一 1) 类 氢 微分 算 子 有 拟 局 部 性 。 
4. PeDO 与 波 前 集 。 我 们 首先 要 推广 PDO 的 拟 局 部 性 到 
ROER LA, 即 证 明 W FCA)CCW FG, SESS E, 相应 于 
PDO 的 分 布 核 是 由 


dr I)a v2) ICON, 


= Qu [armas y, DO GOdsdyat 
定义 的 。 当 0 «e, 8 «1 IE IRE ROO vifo Eas E 4.5.15 
W FAC, y) CC, y, Oa, Dy), E 5 0,0, — 0j 
—(G.yi,—B), Ee 0, x = y} 
= {(x, E; r, —Ẹ) 5 0], 

Mti 

WEF CACI, Y)) = {lrs E; rs ED} 

Cdiag| (7T*QN0) x CT*O\0)], 
我 们 记 WF AC, 7Y)) 在 每 一 个 因子 T*ONO 上 的 投影 为 WE 
CA), 则 有 
WFCA) = ((x, 5), E0}, 

4A AEAN M we (0), 或 者 当 #E d (Oo), aun 
是 有 意义 的 ,现在 来 应 用 定理 4.5.16 的 推论 式 (4.5.38) ,注意 到 其 
中 的 天 就 是 我 们 的 分 布 核 广义 函数 A, 见得 

定理 5.19 46 L2,,0-0,8«1l,u€ zZ'(Q), muli 
者 4 为 适当 ,或 者 &E CO) 使 44 有 意义 , 则 有 

W F(Awu)CW F(u), | (54.12) 

3E UL BU £53 vb 41] 8 KARR RARER- S ARE 

实现 局 部 化 。 但 这 只 是 在 x 空间 即 余 切 从 TONO 的 底 空 间 的 局 
» Z5 = 


ink. BURAN URERA ERES HE £A SR] ER SEXUS Ap E 
(不 妨 称 为 微 局 部 化 )。 这 一 点 可 以 利用 PsDO 来 实现 。 事实 上 ， 
对 于 6 (0, A nE, Fa FE RRI EAR pee cia) 使 其 支 
RE zo AMDE TS que € (0) 而 ma (E) EE — T EX HÉ PRX, N 
果 要 将 ge (E) 在 基 一 个 方向 名 ER 局 部 化 ， 当 然 可 包 用 一 
E 的 零 次 齐 性 序数 XCE) 2238 05 AE XG5) = X(5) G > 0j, ^ 
后 作 拟 微 分 算 子 XCD), 我 们 就 说 XCDO [p GOw Ge) ] ERE Xe EZ 
ERI ww 点 、 叉 在 纤维 空间 的 5 方向 局 部 化 了 的 一 一 即 实现 了 微 
局 部 化 ， 但 是 XCD) 以 Xx) 为 振幅 函数 一 一 其 实 是 蔓 征 ，、 而 
XCE) 作 为 老 次 齐 性 酒 数 不 可 能 属于 《” (除非 XE = const) E338. 
又 需要 作 一 些 修 正 ， 切 去 XE) 在 [E] s 工 中 的 部 分 ,如 前 记述 ， 
这 样 作 只 会 相差 一 个 正则 北 算 子 。 确 基地 说 ， 我 们 要 作 的 X(£) A 
AFH: 

i) (E) ec" 而且 当 |#] z 1 WIXEE SERFER BR 

X(GE) = XG), £283, |El 2m 05 

H) X(5) 之 锥 支 集 在 名 的 某 个 锥 邻 域 了 内; 

ii) dE 8 = 0 fr XC5) e: 0, i 

RER G 是 很 容易 作 的 , 实际 上 在 单位 球面 El 1 上 作 
一 全 支 集 在 ETE.) 的 某 个 邻 域 中 的 Ci AA, HERY 
性 的 要 求 拓 展 到 单位 球面 以 外 ， 最 后 再 用 一 个 在 一 0 附和 这 己 为 
0 而 支 集 叉 位 于 E «1 中 的 C8CRE) 前 数 去 乘 即 可 . 

这 样 作出 了 XX》 和 eG 后 ,我 们 有 - i 

EM 5.1.10 igue P(O), Cea E € W FG, 则 必 可 找到 
—^- 58 3& PDO A(x, D), EERIE o= l (mods 7) 于 Ma ED 
H)AE T S S53 LT HL 4 € Cca), 

ir. AEWRE, SENE OR ASA Wil o.) 
并 用 pa KI ule), 可 以 设 ACE) XE E BOXETHSE AUR V RUE. fE 
X(E) mhm EER ERAT 中 ， 且 在 一 个 更 小 的 锥 V, eV 9A 
X(E) & 1C[E| Z6 D). FEE pel ORE, M fm XCD) ux) € 
C"(Q), THE $Cw) e CCO) Bie 和 附近 6 G0 = 1, TE 
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PXD Yul) € C000). 
4 Alr, D) = PXD), WIIE I AACE Ex E S EDO 
gx, E) = PICE), 
4 显然 台 于 所 求 。 utt. 

上 一 章 85 中 说 过 , 波 前 党 粗 咯 说 来 就 是 “ 坏 方向 "的 党 合 ， 现 
在 既然 已 用 一 个 PDO A (x, D) 在 余 切 从 中 将 ACE) 的 “ 坏 的 ” 频 
率 成 分 切除 。 余下 的 自然 是 “好 ”的 频率 成 分 , 其 表现 就 是 due 
C;(Q). KERM CERU. 

EE 511l 设 sE Ld (O), (x,, So EQ x (RAO), An, 
D)e L' 和 而且 其 象征 okr, E) = mods ") F Ceo £j). 的 其 个 
锥 邻 域 中 . 3$ Aue C"(05, 则 (x 2€ W FC). 

证 。 和 上 面 一 样 作 XCD). 使 它 的 支 集 在 EL 的 某 个 锥 邻 域 由 ， 
而 且 当 [E] => 工时 对 专 为 零 次 齐 性 , 且 E 一 0 于 一 0 附近 . 
FHE p(s) € C3 使 在 mm 附近 qlx) m1, jk XEHCP ES x 的 支 集 、 
必 可 知 

XC) os x E) = X(8)g GO mods ?), 
从 而 
X(D)o(x)4(«, D) — X(D)o(x) € E", 
把 双方 作用 到 “E, AX A€x, D) € C"(Q), TIC3FI€P D) € 
€; (2), M. ifü XDP G2 4x, D)u € C(O), ffo A XCD)p Gu € 
c(a}. 

现在 进一步 证 明 XCD)P e)a € S^(R*). 因为 这 样 就 知道 
X(E)ew() Ee SR), 从 而 pu(#) 在 5 附近 急 威 ,而 由 被 前 集 
fx BEAD Cros o) € W F(w), 

为 了 证 明 X(D)oGOs € / (RP), 我 们 要 用 下 面 的 引 理 : 

mm 5.1.12 Wecd'UR.xOG)es2, 则 当 

dist(x, supp v} = 1 


1D*X Dv (2) | Col x| 7. (5.1.13) 
WE. BA 5X(5)€ spt, 所 以 不 妨 将 D"XLD) 合并 , 视 为 一 
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^ PDO mitas 0, XA d 广义 函数 可 以 表示 为 
ve) = D Dons 


laja 
va(x) HERAA, AAR R, E i eO e PRN 
C(R'), 这样 由 
X(D)vG) = X || enayecodsds, 

利用 

lx — y[7€(— AQ) e nE = e 00m. (5.1.14) 
而 及 揽 点 用 分 者 积分 法 有 

ADIE) Quy [| AEN ~ 
: viy)adyas. 
这 个 积分 是 有 之 X, B% ye suppe, 从 而 |x 一 | > diss, 
suppr) > 1, 3S N 3E AY LN E 
CA XLE) ES 

ER; LEHR, MELE KAHTA MA 1x] 78 来 
估计 《lz| AAK). FREH, 

将 这 个 引 理 用 到 x(D)oGs E, 38 pu 20 v, 它 当 然 在 
P'RO ,而 且 当 |x| — co Bb, dit(x, supp qu) zz ! 自然 满足 ， 
定理 证 毕 . 

应 用 式 (5.1.14) 并 反复 作 分 部 积分 是 一 个 常用 的 技巧 。 今 后 
还 会 多 次 用 到 . n 

这 个 定理 还 有 重要 推广 ,将 在 $4 中 讨论 ( 见 定理 5.4.6), 


$2. 所 微分 算 子 的 代数 


L 所 微分 算 子 的 基本 特征 。 本 节 的 主要 内 容 是 证 明 ULT, 


(0 « 9,8 <1 mE 8 < o) SHUT HET IE modLz3 意义 下 
构成 一 个 代数 。 这 个 代数 中 的 乘法 了 解 为 算 子 的 复合 ,而 且 其 中 


4204， 


还 有 转 置 与 伴 两 种 对 合 运 算 . “modLa3? 的 限制 是 很 自然 的 A 
为 PsDO 作为 具有 算 子 相 函 数 的 RDO, 是 CrO) 一 cela) Aoi 
射 ， 而 且 醋 以 拓展 为 d (0) 29) CI E— Xx 5 3), AE 
A ELI, BE Los, AoB -一般 地 是 没有 意义 的 ;但 是 落 4, 8 是 适 
当 的 ， 则 它们 是 CE 一 CrO) (ED — d Co») 的 映射 ( 定 
理 5.1.6 的 推论 ), 因 408 有 意义 。 但 是 每 一 个 PsDO 都 可 以 
modLz5 而 化 为 适当 的 PsDO (定理 5.1.4), 所 以 在 本 节 中 恒 设 
0<ps 8 < 1 使 得 每 一 个 拟 微 分 算 子 均 可 modL53 而 成 为 适当 的 ， 
我 们 也 可 以 说 本 节 的 内 容 就 是 证 明 适 当 的 PaDO 构成 一 个 代数 。 
关于 适当 前 氢 微分 算 子 ， 我 们 在 上 一 节 中 蕊 经 汪 明 了 的 事实 可 以 
再 归结 为 ， 送 当 的 PDO 是 C8C9) 一 CI0G] (3X C"(2)— C7 
C9)) EXE AL UE BUM , 而 且 由 于 它们 具有 算 子 相 函 数 , 所 以 又 可 
以 拓展 为 D'O) 2700) (或 E)  d'CO)) BS xk 6 ERE 
映射 ; 对 于 以 aCe, y, E) € 57, 为 振幅 函数 的 PsDO, 只 要 用 一 个 
支 集 在 = 一 ?附近 的 函数 pCx, v) 去 乘 ( 这 时 相应 的 分 布 悉 也 被 
AU. eCe, 7D) 就 可 以 得 到 一 个 适当 的 拟 微分 算 子 而 与 碌 算 子 只 
RBExEMLASET. O 

现在 我 们 要 刻 划 PsDO, 即 给 出 一 个 标志 PsDO 的 特征 性 质 ， 
xi, 首先 要 讨论 PsDO 作用 到 指数 类 型 的 函数 上 所 得 的 结果 。 
下 面 的 定理 52.1 忧 它 使 用 的 相当 复杂 的 技巧 和 它 的 推论 (特别 是 
有 关 象 征 的 绪论) 来 看 ,都 是 一 个 很 基本 的 定理 . 
-定理 5.2.1 GAL, Sl, <p), Ie, 8)€ 
SiCG, R) b x RUE KE x8. (5,0) € C7 (0 x (R0)) 取 实 
HEX 6 20 —AIESEE ifi E 

X6 (x,0) € on supp /(x, 0), 8 s 0 Ri] did(x,0) = 0, (5.2.1) 


e 
B(x, O) — e I ACH, eE, | (5.2.2) 
则 有 以 下 的 结论 0c | 
i) bx, 8)cSsTi*(Q x (R'A055, . 
i) EG. 0) 有 以 下 的 渐 近 展 并 式 
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blæ, 8) ~ SO -1 (Ot Dfa Xas x, dala, 0)) 


«8 alp] 
DIGO, 8)e 0 9)|,-.,. (52.3) 
这 里 alr, ?是 4 的 振幅 函数 ;而 

R(x, ys 0) 一 下 9) — d(x, 8) — Chlxs 8),y — x). 

i) b(x, 0) = ax, x, dux, 0) (x, 0) mod sre- 新 
近 式 (5.2.3) 的 一 般 项 属于 SZO, A EEA 
是 有 意义 的 ， 

证 . 任 取 一 点 Ceo 8,) € 0 x (RAO 并 在 其 某 一 个 锥 邻 堪 中 
证 明 我 们 的 定理 即 可 ， 因 为 可 以 把 这 些 锥 邻 域 中 的 结果 综合 起 来 
而 得 定理 之 证 . 

由 4 之 定义 , 令 它 作用 于 天 x, 0)" 上 ,有 

bx, 8) 

一 ETIE Ia)" d e MY Oa x, y. ENG, 0)dyd£, 
令 a(x, y, MC), 0) 4E25 Y Sp T EROS K, WHE KEA, 
4H r= 18|, —0/|0|, $ = c, NA 

bx, 6) 

= pe P (un ff EET PR vu)fC , vo)dyds, 


ex, 0, ys 2) = Cx 一 y)n + PCy, e). 
我 们 想 用 稳定 位 相 法 来 展开 上 式 , 为 此 我 们 先 把 上 式 按 3 R , 即 


作 gC9)€ QU), E yl « l 时 pa) 一 1， 当 Jr] > " 时 


pp = 0, 
这 里 + 一。 Eld p0) >0 QER (5.2.1))。 于 是 将 bC, 8) 


Cep e cnsupp 
分 为 两 部 分 : 

I(z, 0, v) — "e 7g) if e""aufdydq, — (5.2.4) 
在 这 一 部 分 中 


a 2É3 5 


I2, | 一 | 一 了 十 d,0(y, o)| E 四 > 0. 


B SER TS X EBORE — EU AE MERE EE P 一 0Cr-*)， 事实 上 , 作 一 
阶 微 分 算 子 
L = |d,9(y, v) — «lb — n. D), 


BE LG) = 20, 反复 应 用 分 部 积分 法 有 
Ka, o, v) — v Ne (24)7 ff e" L*N( a uf dydn, 


因此 Ix, o, v) 一 DOfr = OCIO], TE (x, w 7) €8,5 
TERE AARM. EAFRD Mrs o. 
r) = br, 0)— I(x, e, v), 我 们 用 稳定 位 相 法 来 对 它 进 行 估 
Y. 为 此 先 求 相 函 数 的 临界 点 , 并 且 姥 一 看 它 是 否 非 退 化 的 。 对 
HAR P; 
d, = dypl ys e) — qs d,PD — x —y 
因此 其 临界 点 是 (x, oi x. dob(x. oo))， 在 此 点 
T by, —I 
Hess $ — d =( 7 0 ) 
因此 [detP"| = 1, W sgn” = 0, i ys = x mo dob, t), 
出 对 非 退 化 临界 成 Cxos cus Yos m) 应 用 Morse 5|38 (5|98 4.4.4 ) 
ABER Xo, Oo 的 邻 域 U 与 V VJ KE W, 一 (C, dyb(x, 0)); (>， 
G)€U x V) 的 邻 域 丈 ,可 在 其 中 应 用 Morse 8008 43 FJ ER, F 
R4 oly, n) E CEOW) EAE W, E e= 1, BR 


Jiles m, v) — e7"* (zy ji ePpaf(l — pydydns 


RC DE OU Ces os y, n r) 的 函数 
eC» galas y, Tf zol — a) 
ES X S, OX Rx R;). 
对 疡 应 用 稳定 位 相公 式 (定理 4.4.5， 在 那里 振 晤 计数 规定 在 各 
类 中 ,但 结果 对 a € Sp. 显然 适用 ) 有 
RESHU XV x R4) 
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BERERA A CUL (4.4.28)) 

Ax. m.) 一 25 0 05 Ys ns Dys D,) 

Lalas ya Tyf 10)],— ooo (5.2.5) 

这 里 我 们 净 P 与 1 — a) BS SEO EEG A, S, CE iE ER 
XX «2k 的 微分 算 子 ) 中 老 了 ,5 还 与 四 有 关 . 

现在 我 们 来 进一步 弄 清 式 (5.25) 中 的 各 项 。 将 中 再 改写 为 
6/|8|, 同时 注意 到 S, 即 定理 4.4.5 cni Ru. Xx FE, (5.25) 中 的 
一 般 项 是 


Ca g x» 0)0 [a(x y , Ef, 8)]1—. te cu 


Va] 4- |B| =k 
(5.2.6) 
fB A a E Shas 1€Sia. 从 而 af € Sz 而 O0 Caj) € Saa norm, 
但 是 cos 又 是 日 的 一 和 次 正 齐 性 函数 ， 从 而 cores C575 A BG 
上 式 的 一 般 项 属于 Spatne 但 是 l 
—k—p|«] 818] = —Clel-- 1810€o0—2)—&— la|à7 ifle 


X 一 i (o 一 8), 
BOR UO (5.2.5) 的 一 般 项 为 Bx(x, 0), 则 有 
D(xy os) 一 六 Et(zsB)， bp E SZATA (5.2.7) 
kn 
现在 再 进一步 讨论 bur. 0) 的 表达 式 , 这 里 关键 在 于 和 弄 清 式 
(5.2.60) 中 的 calx O). HE, RIRE cos 即 由 定理 4.4.5 — 
中 的 《4076,, 8,» 而 来 , 因此 , ERRAT 由 而 与 a, 了 的 选取 无 
X. 改 为 了 具体 算出 cr， 只 需 对 特定 的 6， 了 去 计算 即 可 。 现 
在 令 a(x, y, E) = OC, gz)， 吕 是 专 的 多 项 式 * 而 & de » Buca 
BRE. 这 时 
blr, 8) — eetl, Dy(gfe™) 
一 ce S 5 Dég Cy) - (880, D,y(fe 9 |, 
È M 


作 Taylor 展开 式 O, 9) = ple, 0) + (4,8), y — n) - R 
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(009, D Ye 1s. 
= PI 0*0, dde, 0)) Die) | see, 
因此 l 
blæ, 0) ~ M us za; [DE a, y, du, 0)JDSGeT) ymas 


它 正 是 (5.2.3) D. 

于 此 ,余下 的 只是 要 证 明了 一 L€525. RE 

J— h= Gy e"(1— e)afCK1— w)dydg, — (5.2.8) 
作 一 阶 微分 算 子 

L = (dpb(y, wo) —3] + le — y> 
“ [Kd pC 0) — 4, Dyp + Ke — 9, D,Y, 

由 于 在 W, Ee=1, ME uppl — e) E [dp 0) 一 了 十 
(x — yY = 0, 而 且 经 简单 的 计算 可 见 


AULT = A A pe 

RA (5.2) 并 且 反 复 应 用 分 部 积分 法 ,可 将 积分 号 下 化 为 
L PELJE (1 一 问 (1 — paj, 

它 是 以 下 形式 的 项 的 和 

去 cr, o, Ys DDIalz, y» vx) |r | DICY, vo), 
其 中 |el + [81 + [v] <k, 是 任意 非 负 整 数 ， 由 于 

[t — eC, y) — gO) Cid d. 90) — 5101? | — y» PY* 

对 证 属于 3-,， 易 出 上 式 中 的 。 AF RTS, DAS OEGAGUUA 


用 
Cc I 十 LIBE! T r |y | yell el Pipatti 


kii. KAE sappkl 一 a). 上 [2i 7 二 :所 以 上 式 还 可 用 


Cum rH n pun eic n 
< Crmte kept (e — max(5, 1 — p) < 1) 
* Cpt- Aa 
来 估计 。 因此， HF AOGDUARE CEN, f$ 40 J — h= ooe), 
VN. 对 了 一 六 的 导数 可 以 作 类 似 的 估计 。 定 理 证 毕 ， 
应 用 这 个 定理 即 可 得 出 克 划 PsDO 的 性质 : 
EA 5.22. WE 4: C5 (0) — C" CO) & —1-HR E E SC Lt 
A € LZ, BRODERE: HTH ie CoCO) 有 
ee (5.2.9) 
证 ， 必 要 性 由 定理 5.2.1 可 以 直接 得 出 ,因为 fyE C$ (O)C 
$2,CO x Rs)。 因 此 兵 需 证 明 充 分 性 即 可 。 $ {pj} 是 如 上 的 一 个 
一 的 C” 238,8; € Co CO) 3E & 8; — VT supp o; E. B. (supp 8) (5 
为 局 部 有 限 的 。 对 «€ Co), 由 Fourier. 3E 3838 XX, 


(es) = (a) etos 


一 《2r7 | G0" Con) Cat, 


这 是 一 个 C8C0) BEIC ,而 由 4 的 连续 性 知 可 以 在 积分 号 下 施 以 -4 
而 有 


Alpu) 一 (2m | entis EXC) dE 
00m Gy (| ARCE, DeGo«Goeyds. 
这 里 由 假设 Pj(x，5) — eA Ce) E Sa, P RAMA 
G0) = Q7 [| aCe, ys «Odit, 
PCr, ys 5) = 2; Pies £)o; (3) € SZ,(O X Q X R"), 


PG, y, E) 是 有 意义 的 ,因为 上 述 的 SA {supp pi} 之 局 部 有 限 
H 


性 而 总 是 有 意义 的 ， 所 以 AE LZ. WE, 
在 上 面 的 两 个 定理 中 , 若 设 4 是 适当 的 , 则 在 定理 5.2.1 中 ,不 
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必 设 了 对 * 有 紧 支 集 : 在 定理 5.2.2 中 亦 可 设 f 一 1。 这 是 因为 ， 
例如 在 定理 5.2.1 中 , 设 ee Keg, 则 积分 x, 0) 实际 上 对 ? 是 
ERIE K, — ms Gn K Nsupp 4G, 5)). 上 进行 的 , AG, y) 是 相应 
于 4 的 分 布 核 , 因此 令 X(y) e CiO) Bk K, E X o 1, 则 用 xf 
代替 f, 65, 9) 不 会 改变 ,而 xf e C?(8). 

2. PsDO 的 象征 。 在 上 一 节 中 我 们 说 PsDO 车 有 一 个 振幅 
函数 与 ? ER, 则 此 振 暇 函数 称 为 象征 。 因此 问题 在 于 是 否 一 切 
PsDO 均 有 象征 存在 ,以 及 象征 在 何 种 程度 上 决定 一 个 PsDO， 

先 设 PSDO 4 是 适当 的 , 则 由 4 可 定义 一 个 算 子 ( 仍 记 为 4): 

4:C*(R^) — C(9)— ca). 
第 一 个 箭头 是 限制 映射 车 将 这 个 算 子 作用 到 
u(x) = (2x) | eüSECE)dE, we o 
上 去 ,并 视 式 左 为 C~(R*) 函数 , 则 有 
CANE) 一 Quy | eP, Dias, (52.10) 


这 里 Ps E) — e ACE) BIISE3R 5.2.1 中 决定 的 52,s 函数 .于 
是 有 
定理 5.2.3 F AeL 是 适当 和 的, 则 必 存 在 


PCr, E) = e AC eE E S7, (5.2.11) 
48 (5.210) pir. (uH, A AREARE a, v. £5, 则 有 
PE) M I OtDja(a, y, §) | ys. (5.2.12) 


上 述 的 PCr, E) 是 唯一 的 ， 

JE. Hb 9^ 在 C~(R*) 中 的 稻 密 性 。 用 上 面 的 说 明 即 知 
(52.11) 存在 而 且 是 唯一 的 ， 渐 近 式 (5:212) 可 由 定理 5.2.1 直 
接 得 出 . ME 

PG. E) 称 为 4 的 全 象征 。 寺 是 对 于 适当 的 PDOA E Lra 
全 象征 在 mod(553) 意义 下 是 唯一 存在 的 。 对 于 一 般 的 PsDO 4 € 
LZ. 由 上 节 知 . 必 可 找到 一 个 适当 和 的 4,€ LZ. 使 ASA t da 而 
4i€ Lz2， 着 有 4 的 男 一 个 分 解 4 一 AL 4;, 则 相应 于 4, 和 
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4 的 全 象征 之 着 plx, E) — ple £)€ 525. 前面 已 经 说 过 , EUR 
一 个 PDO A € L2, 时 , 我 们 时 常 是 考虑 它 在 Lou/ Los 中 的 一 个 
等 价 类 .我 们 也 时 常 就 用 4 过 示 这 个 等 价 类 .在 这 个 等 价 类 中 可 
以 找到 许多 适当 的 PDO 作为 其 代表 元 ， 它 们 的 全 象征 除 相差 
一 令 $25 函数 外 是 相同 的 。 也 就 是 说 属于 52, / 52:5 的 同一 个 等 价 
Nu. Laal Lpa 和 SL4SZIs 部 是 线性 空间 , 于 是 上 面 我 们 所 讨 
论 的 可 以 归结 为 : LTG)LZIA 与 595/523 是 辐 构 的 。 因而 我 们 有 

定义 5.24 线性 同 构 o: Lial Las — 5za/S2. 称 为 PsDO 
4€ Lpa RERE, PAID (5.2.11) 为 ol4), 也 记 4 P, 
D). 这些 记 法 当然 应 该 分 别 在 mod( 57,5) Eimod( L 25) 3 X FERE. 

以 上 的 讨论 当然 是 对 0 一 ps 一 1 而 且 8<p 的 L2s 类 中 
的 PsDO 而 言 的 . 

BESEDULPEJDA (5.2.12), BREME alr, x, 59 € SE, (OX 
R"), 而 其 余 各 项 则 属 和 S23" x R) 一 般 说 来 , EAX 
P(x, 5) € Sz. EO DE RET S 


Pr, E) ~ 2: PRX, £) = pr, £) + qx, E). (5.2.13) 


RE P, E)E S25, 而 im) Y — 90, my— m, 则 glr, E) € S24C 
S2, 从 而 o(a)(x, E) € SZA/Sz3 应 该 对 应 于 gles D) € L2S/ L5. 
PES lP): 524/525 — Lial Lro 比较 并 和 且 求 商 , 即 知 有 一 个 很 
简单 的 同 构 
Om: Los] Lois — Spi Sps. 

Pix, E)【《 以 后 为 了 表明 其 阶 数 记 六 为 P», 在 右 方 的 等 价 类 就 称 
为 相应 PsDO 类 的 主 象征 。 更 准确 些 说 , 称 同 构 o 为 主 象征 . 但 
是 通常 我 们 简单 地 就 说 Palro E) JE PsDO 4 (5.2.10) HERE. 

有 一 个 特别 重要 的 情况 是 : EI A (5.2.13) 中 的 Pelr, E) 
对 点 是 m, 阶 正 齐 性 项 数 .这 时 称 PSDO PCr, D) 为 经 典 的 所 微分 
算 子 , 它 有 一 个 典 则 的 主人 象征 feles 5) EE E mp ENEA, 
既 典 的 PsDO 类 以 后 将 记 作 例如 CLPs。 Piu, DT RARE mor 
算 子 (当然 是 经 典 的 PDO) 
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Plx, D) = $) a.G)D*, 


(alir 


其 全 象征 和 主 象征 分 别 就 是 我 们 熟知 的 
Pix, E) 一 > AESI 


ia gaa 


Palts 8) 一 D alee, 


Tap 


后 者 我 们 时 常 称 为 主 部 (或 称 相应 的 PDO Pala, D)— S aale) 


D 为 主 部 ). | 
3. PsDO 的 代数 . 现在 我 们 要 证 明 U Epa CO «p, Bl, 


8 < p) 构成 一 个 代数 . 

首先 显而易见 的 是 它 构成 线 福 空间 。 不 但 如 此 , 它 还 是 环 
C"(Q) 上 的 模 (module); 事实 上 , 若 alr) e C(O), Wjst 4 € L74 
有 


(a4)uG) = (2a) || talal uCy) dyas. 


因此 a4 € Lpa, XX 53 524/553 是 环 C"(0) 上 的 模 是 相应 的 。 

作为 一 个 代数 ,应 该 有 “乘法 ”。 拟 微分 算 子 类 U LZ, 中 的 和 
法 就 是 算 子 的 复合 ， 但 是 一 般 的 PsDO 是 一 个 映射 C5(0) -> C7 
(0), 因此 ,一般 地 不 能 复合 。 但 是 当 我 们 在 L/L 的 等 价 
类 中 取 适 当 的 PsDO 为 代表 元 时 ， 则 因 适当 的 PsDO 是 C7(9)-> 
CEO) GR 4'CQ)--4C0)) ERRERA, MATURA. T 
有 

定理 5.2.5 设 适当 的 PsDO A € Lm4,B EL, WW] Bolt 也 是 
适当 的 PsDO, E Bo € L 红 mm, 而且 有 以 下 的 渐 近 展开 式 : 


a(l BoA)x, E) ~ D 二 Bol Bx, E) - Dto A) (x, E), 
(51214) 
WE. Bol 显然 是 有 意 广 的 ,而 卫 它 可 以 写成 
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E 


(BoAu) (x) = Quy | BCC Ya, EAEE B 


= (ux) L ent Le EBC OCA AE). ' 


对 BGAto (4) 应 用 定理 52.1, oC D) DEHN Cs 8), 
z .上 为 其 中 的 wz， 0), 它们 除 f(x，,0) 对 x BOTE AE GRAN, 
适合 其 一 切 条 件 ,但 因 了 是 适当 的 * 正如 定理 5.2.2 后 的 说 明 所 指 
DM SES AE SCNORELE SA MT 
eB o( 4) e SHut™,, u 
Hi ECARDLT DOE ESL MHENCBIRUE R(x, y, O= 0, ER. 
A (5.2.3) 中 的 ae, y, E) 现在 是 (及 )zy E) 5 y ER, CC UD 
B. 7^ 0 的 项 自然 消失 , 故 有 | 
e(Bo4)(x, E) = e" BC toC Ye, E) 
XI l ; Ote (BG, D DELAY, E). 


现在 余下 的 是 要 证 明 Bo4 是 适当 前 . 在 定理 5.1.6 中 证 明 
T: 若 一 个 算 子 4: C(O) mI) 是 适当 的 ; NTE 一 里 集 
KEO ARARA RE KEO f: supp CK B. spP4xC 
K'。 实际 上 它 的 逆 也 成 立 。 准 确 些 说 ,我 们 有 * 

引 理 5.2.6 PsDO 算 了 于 4 为 适当 的 充分 必要 条 件 是 。 对 于 4 
REH B'A, U FERRY: VKCO,uK' eof supps CK => 
supp Auc K'(supp 'as« c K'), 

闲 为 这 里 涉及 转 置 算 子 ， 所 以 将 在 下 面 证明 ， dilinda 
后 ,定理 5.2.5 证 毕 . 

PsDO 代数 是 具有 于 个 对 合 运算 的 代数 . 所 谓 代数 Lo 的 对 
fS BB our fe Sis 现在 我 们 要 讲 的 
对 合 就 是 转 置 运算 与 位 运算 ，BsDO 4 的 转 置 算计 和 4 SEF 
A* 的 定义 分 别 是 : 对 ww, ve co CO) A . 

(du, v» = (u, Au»; ' (215) 
CAu, v) = (u, 4*u), (5.2 A6) 
它们 的 差别 在 于 其 一 基于 Eudid 配对 ， 另 一 个 基 于 Hermite 配 
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对 ， 很 明显 
CA) = A, (A*)* =A, 
定理 5.2.7 设 4 为 适当 的 PDO, 4 € LZ, 则 可 以 定义 (4 
与 4* 也 是 1% 中 的 适当 的 PsDO, 测 且 它们 的 象征 各 为 


o(14)(x, $) ~ Y. 二 ƏDL AKE, —E), (5.2.17) 


a(A*Y(x, E) ~ D3) i OfDíe(4 (x... (5.2.18) 


证 “由 定义 (5.2.15)》 5 (5.216) 有 
Can, v) = C, Av) 
= Guy" Mp CAN, tco coasavat, 
(Au, v) — (n, A*v) 
= Quy (| tme), Ew Cr) v0 drayas, 
这 里 的 积分 都 应 理解 为 振荡 积分 。 应 用 Fubini 定理 ( 见 第 四 章 ， 
$1.2. 末 ), 知 它们 可 以 分 别 写 为 : 
(u, An) 
- [ «925 + Quy" (f eco, Eyr Cairat, 
- (w, A*r) : 
ae are 
所 以 ,在 交换 * 与 y 以 后 有 
CANG) 一 (2z || tolay, D«ooasis 


= Ga || dea Ay, —E zodyak, 
在 后 式 中 我 们 将 上 改 成 了 一 8， 同 理 
(4*v)G) 
= Quy" (| és. vo dydt, 
这 里 的 积分 仍 应 理解 为 振荡 积分 ， 
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所 以 和 4 与 A* 325 L7, PsDO, Tu3E P SS ERCCR E $8 1E) 各 
H a(4)(y, 一 8) 与 4)CY，5)， 应 用 定理 5.2.3 的 式 45.2.12) 
部 有 


c('AXs, E) ~ 23 E ODAN, —Eys 


CANE, E) ~ D; = IDANE, D. 


S FAIRE RER "4 与 A* 仍 是 适当 的 ， 这 是 很 容易 的 , 因 
为 若 记 4,4 与 A* 的 分 布 核 各 为 Mx, y), AC y), 4" (x. Y), 
Wir (5.2.15) 与 (5.2.16) 有 

Cx, y), «GOGQvQO) = CAQ, 32, eG0698(0055 
(AG, 0, «(300v)» — (A* Gr. 1), v) u(x)). 
因此 
'AGx, y) = AC, x), AT n, y) = AC, x), 
而 相应 的 投影 算 子 (记号 自明 ) 分 别 适 侣 
Tad T Hans Migå 77 X445 
Tafa 77 Ranas T4*,3 S 45. 
因此 当 4 为 适当 的 PDO 时 ,4 与 4* 也 都 是 适当 的 PDO, EM 
WR. 

注 . 定理 5.2.7 对 一 般 的 , 即 不 一 定 适 当 的 PsDO 也 是 成 立 的 
(当然 :4 与 A* 不 再 是 适当 的 ). 这 是 因为 任 一 个 PsDO 4 € Lia 
均 可 写 为 4 = A t R, 4, 蚌 适当 的 ， 而 RR 是 正则 化 算 子 ( 即 有 
=” 核 的 积分 算 子 )。 但 正则 化 算 子 的 转 置 算 子 与 伴 算 子 仍然 是 正 
则 化 算 子 ,而 对 A 则 可 用 定理 5.2.7。 正 出 化 算 子 相应 的 象征 归 人 
(5.2.17), (5.2.18) BJ" — "7 mod (52:5) 中 即 得 定理 的 证 明 。 

最 后 给 出 引 理 5.2.6 的 证 明 .。 其 必要 性 是 明显 的 ,为 了 证 明 其 
EDE, RAJAT m; supp ALe, y)  Q, (x, y) H y BEH. 
E KeoXx —EU ms m 5.2.6 作出 K'e g 并 证 阴 

zn; (K)fisupp Ax, DTK XK, 
EKE, E xo, ELAK) X K,TE plr, Y) = pits) py) € 
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CECA x 9) 而 其 支 集 在 Cos YO tO Do Anon , 则 由 引 理 5.2.6 
SS fF (Ax). qu G0 (250, B CT(O)O CT (O) dk Cz (OX 
2) HAARE, MaR pla, 3) €cz (o x 0), 当 其 支 集 
在 《xos 92) 的 充分 小 邻 域 中 时 《40xry 92, p, 02 —- 0。 从 而 
z;(K)fsuppd(s,Y)CR X K. H'a HIEMS REX n fR uk 
mHE, SEE, 
以 上 我 们 讨论 了 Bo4,'4, A* 的 象征 。 但 主 象征 的 讨论 是 
十 分 重要 的 .由 (5.2.14), (5.2.17), (5.2.18) 立即 有 
Oo im BoA) = Gm BO, Eom CA), E), (5.2.19) 


GaC A )x, E) = on( 4x, —£), (5.2.20) 
Oa AT )(x, E) — mu C AD, E). (5.2.21) 


特别 有 意义 的 是 (5.2.19)。 从 主 象征 来 看 ， 
om+mt Bod) 一 T5, em, (Cd o B), 
EA ERIR, (BoA) o(4»B),. HEC pL, 8 (5.215, 
(BoA) 与 of 4o B) 的 渐 过 展开 式 , 只 有 1a | —0 的 项 相同 ,而 lel 
一 1 时 就 有 


c(Bo4d). > ; JOE XACEPS — as (A), 
ki k 


i Ld 
a(A B). TÈ 8x, gu, CB )* ug UD 
二 者 并 不 相同 ， 从 而 


Bon (A) Bos CB) 
AoB — BoA S894) Vom 
«C )T 1 IM | Ot. Ox, 


— Tm LA) 8e,,(B) | 十 


Ox, Og 
RUBER RT Sm eo 我 们 定义 (x, 5) 的 函数 了 与 8 的 
Poisson E {fsg} 是 


^ [9L d a. Og |. (5.2.22) 
D5 Oz, Ox, Og, 


FE 


于 是 知道 ， 两 个 适当 的 PsDO 4e LTB EL 的 交换 于 
[4, B] = A°B — Bod (5.2223) 
Æ Loy 38$ PDO, 而 其 主 象征 是 


amam CLA, B1) = " lom lA), am (B). (5.2.24) 


变换 子 ,Poisson ELUEA (5.2.24) 在 以 后 都 是 很 重 Sau. 

4. 微 局 部 的 考虑 ， 现 在 我 们 要 讨论 在 PsDO 代数 中 进行 种 种 
渗 算 时 , 滤 前 集 的 变化 . 

这 里 我 们 内 讨论 PsDO 的 复合 .。 为 此 , 我 们 更 为 一 般 地 提出 
ATAR: RAFE G. Oy, O, 分 别 属于 空间 R, R», R 而 
线性 算 子 4: CO) — £7 (00, B; CIO) — Z'a), [n] de 
FARF FITUE Bod: CP) (0), 而且 WFCBo4) 
与 WFCB),WFCA) 的 关系 如 何 2 这 里 和 以 下 对 算 子 及 其 相应 的 
分 布 核 用 相同 的 记号 。 

为 了 解决 这 个 问题 ,我 们 要 应 用 上 一 章 $5,0%5 的 定理 4.5.15 
Tl 4.5.16, uE CECO), v = du € Z'(O,), 由 定理 4.5,16 有 

WFÓ»)CWE'(4)osuppsi, (5.2.25) 
XERA 

supp vZ supp Aesupp t, (5.2.26) 
这 是 因为 若 wo supp Aesupp s, IAA K—"r 81g U 

Uf|supp 4£osupp& = d$, 
3X ER É Ui upps X UJN supp 4 = p, Pi Ji, Æ X € CSQU), Wl 
supp(«QG9X) = supp # X supp X 5 supp A ZZ 6, 从 而 

(4, uD} = (du, X) = (v, X) — D, 
从 而 加 上 supp v. 因此 ,由 定理 4.5.15, $ 
WF'(B)o(WF'CA)osuppis) CQ, X R^A0 = T*Q9,, (5.2.27) 
supp BANCO, X (supp Assupp #)) 


—. 9, 为 适 当 ， (5.2.28) 
则 B,—Bo4u 总 是 可 以 定义 的 .所 以 为 使 Bod T3 X SU Bodu 
对 一 切 * 有 意义 ， 我 们 韦 雪 讨论 何 时 上 述 两 个 条 性 对 一 切 wE& 
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Cr(Q.) 成立， 现在 对 ulr) € £2'(O. X QD) BEES] S 
WFGOJCUP*G, X 0,) 


引信 两 个 与 投影 相近 的 概念 
WFG = {C7, 1) E T*0 ax € Q, f£ 
(x,0; Y, q) € WF'(u)], (5.2.29) 
WF.(w)-—i((0,5€1*Q.; gy € 9, ft 
Cx, E; y, 0) € WFO), (5.2.30) 


利用 这 个 记号 即 知 ,(5.2.277 £5 (5.2.28) 34 -- H u € CX CO.) 成 立 
的 充分 条 件 是 
(pron WF,(A) = o, 
GuppB X supp) N (O, X diag(Q, X 0,) X 0.) 
-Ža x 0, AEN. 

这 时 Bod: C2(0,) 一 D(A 有 定义 , 而 且 由 定理 4.5.16 90, 车 
u — 0 F CICO) P, HA Bodu — 07 F (0) vh, 总之, 我们 
H 


(5.2.31) 


定理 5.8 dr (231) 下 可 以 定义 Boi COD 27 
(0,) 的 线性 连续 算 子 . 
关于 Bc4 的 波 前 集 我 们 有 : 在 定理 5.2.8 的 条 件 下 ,有 
WF'(BoA)c [WF'CBYoWF'CAM U [WFCBYX (C0, Xx{0})] 
UICQ. x 10D x WFA], (5.2.32) 
这 里 
WF,CB) = {(r, E), Iy € Q, (E (x, 5; », 02 € WF(CB)], 
WF,CA) — (2,0); 3y EO, B (5,0; z, D EWF). 
这 个 结论 的 证 明 可 以 参看 Hirmander {16}. 
现在 拒 这 个 结论 用 于 PsDO。 注意 到 ,由 定理 4.5.10, PsDO 4 
的 波 前 集 应 适合 l 
WF(A4)C((x, Ez 3, — E); Est 0, Cr, x) € supp 4], 
所 以 WFICA) 一 WF(B) = 9, 而 
WF'(B)oWF'(A) = (x, £2, Eh BOU, q) f& 
(x, 5; Yag) EWF'(B); Qoi z, 2€ WF'CA)] 
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= f, E; x, E), Cx, x) € scpp BN supp A} 
= WF(DAWFUD,. (5.5.33) 
又 因 对 于 适当 的 PsDO, dE (5.2.31) 自然 满足 * 故 应 用 定理 
4.5.16 的 推论 《4.5.39) 有 
定理 5.29 设 4, BELZ; <0, pl, 8p) Wu € 
Z/'(0), tif 
WF(Au)CWF'(A)oWF(sg)C WF (nu) (5.2.34) 


而 且 
WC(BoAYCWF(B)n WFCA)., (5.2.35) 
(5.2.34) 显然 是 PsDO WEER REA PRSE. 


$3. 微分 流 形 上 的 PsDO 


1. PsDO 与 变 重 变换 .在 许多 点 用 PDO 的 问题 中 都 需要 考 
BADWE EHI PDO. 一 个 微分 流 形 即 一 个 局 部 Eudid 空间 , 而 
各 个 坐标 小 卖 中 的 举 标 变换 又 都 是 C 微分 同 肛 。 因此 , 在 考虑 
向 分 流 形 上 的 PDO 之 前 ， 先 需要 讨论 Les 类 PsDO 在 变量 变换 
THES. 这 时 , 我 们 不 但 需要 和 前 面 一 样 假设 0<<p,# 一 1， 
s < py 而 且 还 需要 假设 p 十 8 之 1, 从 而 3 宕 1 一 p。 因 此 ,关于 
PHa, 设 

oslepl, (5.3.1) 


因为 > 1 p, 所 以 下 面 的 讨论 实际 上 限于 p 之 二 的 情况 ， 当 


AK. L” = Lin HF, = 0, p> l, (5.3.1) 自然 是 成 立 的 。 
TERA- Lps 类 PsDO 


(AUNE) = Qin "| ento on, EENE 
= xy || etto aCe, DuGDevt, «€ cr C2). 


(5.3.2) 
不 失 一 般 姓 可 以 设 4 是 适当 的 。 


若 朋 一 个 微分 同 胚 e: 0, 0, Qc R^ 25 JE C; 1, 2), 
TESEH P diy uim ESESE XN SET 
Ci (9)- 5 c*(2) 
9*1 top" (5.3.3) 
C10) C (2) 
4, ERD Les 类 PDO 如 果 是 , 它 的 象征 如 何 决定 9 这 些 问 
题 自然 可 以 通过 直接 写 出 4 来 解决 。 然 而 ,我 们 不 妨 更 一 般 地 考 
EARRAN aras 3, 5) 所 决定 的 算 子 A: 
C) x) 


= (Q2) [i e ale y. En{ty ayads e € Q,, — (5.3.4) 


于 是 令 e 中 的 坐标 为 X. wj £= p), m 一 pire = 9 fü 
且 作 变换 3 - plr), MË 
(Aur) 


e Qa) [| emmomssceG), Pe), E) 


«(oa dzd£, 


dy 
dz 


利用 Taylor 公式 
(x) — dz) d'GYG — 2) + ex, 2), prs OC] — 292), 
并 对 上 再 作 变 换 o CO E = n, 即 有 
(4, 46) = Qu" | erm mmaGs n, aCe) deda, 
a, zug) 一 Ealla), (2), C9 GO)7 83). 5.3.5) 
注意 到 ,我 们 已 通过 (5.3.33) pA 8 2 1 — p RIET o-d- 82 
1, 从 而 可 以 利用 定理 4.2.4 的 2° (La €ST(O X Q x R”), AA 
而 知道 A 仍 为 Le 类 PDO, 这 当然 还 需要 作 详 细 的 运算 。 但 
是 利用 $ 2 中 的 一 个 很 菇 本 的 定理 ， 即 定理 5.2.1， 可 直接 由 式 
(5.3.2) 得 出 结论 。 为 简单 计 , 我 们 只 看 Lo = L” 的 情况 ,而 有 下 
面 的 定理 (其 实 它 对 L «d — XB 之 p 世 1 也 成 立 
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T ERII bg. 0, 0,20 UBI L4 € L”, Wh (5:3.3) 
Bis SCA A 也 属于 L”, 而 且 其 象征 有 也 下 的 浙 近 展开 式 


KADO 0 ^ S3 " 02a( AX, gx) - 30DSCe 0 rss 


(5.3.6) 
这 里 
r(z,z,-) = pl) — eG) — (xs — x21 ^m. 

证 。 因 为 4 是 适当 的 , 容易 着 到 A 也 是 适当 的 。 MH EE 

5.2.1, 我 们 有 

e PA eT) om e iem quim | coy), 
以 而 知道 式 堪 是 5 区 象征 ， 而 瑟 有 浙 近 展开 式 (5.3.60. 它 是 由 
A (5.2.2) 中 令 olx, y, E) Xi oun E), 1 一 1 而 得 的 ， 这 里 要 注 
狂 , 因 为 已 设 4 为 适当 的 ,所 以 由 定理 5.2.2 后 的 注 . 可 以 省 去 了 对 
x 有 紧 支 集 的 要 求 而 设 二 i。 定理 证 毕 , 

我 们 要 特别 注意 主人 象征 在 变量 变换 下 的 状况 ， 由 渐 近 展开 式 

(5.3.60, 知 of A4) 的 主要 部 分 即 a CAL 的 一 个 代表 元 是 

au), 7) 一 ou), 'e GG). 
Tuo 中 的 坐标 为 r, HAHBH E, o 中 的 对 应 量 是 ”和 
7， 上 式 告诉 我 们 i 

y 一 plr), n= PPE. 

iX EF EET UD ALB E ARR ERE, TERIER E WE 
定义 在 祭 切 从 T"Q, 上 ， 这 是 一 个 十 分 重要 的 事实 。 相 应 于 
PsDO， 在 余 切 其 上 还 有 哪 一 些 上 共有 不 变 意义 的 对 象 ， 这 是 一 个 
严重 的 问题 ， 在 许多 问题 中 ,我 们 还 会 遇 到 所 请 次 主 象征 ,也是 具 
有 不 蛮 者 义 的 。 这 一 点 将 在 适当 的 地 方 讲 到 ， 

2. 405 XX ri PDO, 证 邓 是 一 个 微分 流 形 (正如 以 前 已 
规定 的 ;本 书 中 风 讲 到 流 形 均 是 指 在 无 宅 远 处 可 数 的 C 流 形 , A 
而 其 上 必 有 一 的 C” 分 割 ). 又 设 0 志 1 一 p 志 了 之 p 所 1, 我们 
AEM ERI Les 类 PDO ÆI: 4, CCM) — CM) T BE 
QCM 是 一 个 坐标 邻 域 , 多; 0> OC R^ EAMA Bf c 3. dl 
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可 找到 一 个 L2409,)35 PDO A, 使 以 下 图 式 是 可 换 的 : 
A 
CECA) 
xit T (5.3.7) 
€i(0)— 7» C*(0) 


CAMEGUR GS ARERGABUGENEOLORAU. HAREA — AS ABER Ad 
(A, X), R4 p = XX: Q — 0, 35 (5.3.3) 与 (5.3.7) 合并 起 
来 又 可 得 一 可 换 图 式 

Ci C9)- » c*(0) 

xt txt 


CG) > c*(9) 
p* tp* 
€:(9)—»- c7(2,) 


4 也 是 一 个 Lea 类 PDO, 

3,(5.3.7) 上 一 行 和 的 4 在 这 里 是 表示 ft9)。Aol0), 其 中 
O): CSCO) 一 C5CM) 是 杠 入 腕 射 ,rCQ); C"CM) 一 C(O) 大 
Ep fe ER E, [EL IETUS Fi. 

定理 5.2. $18 5.2.2 HATHA OC R^. 上 的 PsDO pt rt 
质 , 我 们 也 可 以 利用 它 来 给 出 流 形 上 PsDO 的 定义 .实际 上 ,与 上 
相同 设 3 是 对 的 坐标 分 域 , 则 余 切 从 T*Q 一 T*M |o 可 以 局 部 平 
凡 北 ;从 而 有 局 部 誉 标 (x, E. 若 有 另 一 个 局 部 平凡 化 Cr ,9 UU 
必 有 局 部 艇 分 同 胚 RICO ni p li 一 上 因此 
车 中 ECzE*O) 在 一 个 局 部 平凡 化 中 是 纤维 华 标 二 的 一 次 正 齐 性 
AA, DOT EE FERE EDS FLAG AF E m eG. CBE 1 AA 
亚 齐 性 函数 ;同样 , f € CI(T* Q) 作为 (x, E) 的 函数 属于 525, 
则 它 作 为 ty 22 OAR, 出 定理 4.2.4 的 22, d RE SZ, 类 的 。 所 
以 我 们 就 可 以 将 7*9 直接 写作 人 x R*。 而 有 

定义 5.3.2 LoM) 是 适合 以 下 条 件 的 线性 连续 算 子 4: 
CICM)— CM) 之 集 : 对 企 一 坐标 邻 域 9, 以 及 任意 的 实 值 
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plr, E) € C"(Q x B0) CNT 坐标 为 一 次 二 齐 性 函数 ), 任意 
的 通 数 x, E) € 32400 x R*)( 对 x 具有 紧 支 集 ) 而 且 在 Con 
mppf 上 4,4(x, E) + 0, EA 
e I 4(fe*) € S25*(O x R^), (5.3.8) 
对 于 微分 流 形 , HETEL Lz235, müBonüT — 
样 ,我 们 有 
L 3M) = N LZM) = GUN C" 核 的 算 子 } 


= {正则 化 算 子 }， 

息 可 以 定 尖 适当 的 所 微分 算 子 ,而 且 任 一 个 所 微分 算 子 (modL-")》 
总 可 以 已 为 适当 的 拱 微 分 算 子 。 这 里 的 证 肯 均 从 略 ， 只 是 要 握 和 至 
一 点 ,在 微分 流 形 上 定义 具有 C” 核 的 积分 算 子 时 需要 有 测度 ， 然 
而 , 每 一 个 C^ 流 形 都 可 以 赋 以 一 个 Riemann 度量 ， 所 以 这 是 没 
有 问题 的 . . 

定义 5.3.2 ScEs hEN H T ROBDHUTEBOKXSXE X M EH PDO 
的 。 它 实际 上 是 说 , E 4 是 村 上 的 PDO, W r(Q)o 4o*(0) , 亦 即 
Ala 是 2 上 的 PsDO。 反 过 来 也 是 对 的 .因为 我 们 有 

定理 5.3.3 设 闹 形 好 有 一 个 开 覆 盖 QU. . 证 在 每 一 个 U. E 
各 有 PaE L2,(U), ER U.'YYU, v^ e Wf, 

Pal v,nus = Pslu,nv s(modL zz (Us ^ Up)), (5.3.9) 

Wk PeLZQGMO.W Pio = P.modLl22(U.)), P XE modL * 
意义 下 是 唯一 的 。 

证 。 令 Po 的 象征 为 oCP.), Bi (5.3.9) 知 在 ULT Us E, 

ot Ps) = oC P) modSz5). 

EEE GER 2858 ES Arc id — TM ERU SZ, 象征 ， 相 应 于 
此 象征 的 PDO 即 所 求 的 P. 当然 以 上 所 说 都 应 按 modsa A X 
理解 。 具 体 作 法 如 下 . 

必要 时 将 (UV) dud, miii 上 ,为 相对 紧 的 而 且 这 个 覆盖 是 
局 部 有 限 的 。 作 从 属于 它 的 一 的 C* E iow fa Bo 8 — e. 
VERRE, po € Ca QU.) 使 在 sabppe 上 ps 三 1, T XE 义 算 子 P 如 
EE 
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Pa = S aPosu, u€ CRM). (5.3.10) 


”可 方 的 和 是 局 部 有 限 的 ,因而 是 有 意义 的 . SE PELL) È 
显然 是 CT (M) 到 C"(M ) 的 连续 线性 隐身 。 落 技 定义 5.3.2 作 F 
5 o, RU 


e I PCReP) 一 * pae P pafe), 
石 方 的 每 一 项 都 是 对 上 的 gp 类 的 象征 ， 而 且 因 为 这 个 和 是 局 部 
有 限 的 ,从 而 是 有 音义 的 , 故 知 式 左 亦 属 于 3S2rKT” MT) IUE P 


m 
L2. 


再 证 P|y, = Pas 因为 suppps fl UCUN Us, 所 以 


sP sos|u, = BaP apg Ua (modi ^?) 
= Pps + Cue — 1)P.pg (modL 77) 
= Pape (madi ?), 


这 里 我 们 要 注意 (as Paor 是 一 个 具有 C7 核 的 积分 算 子 , 这 
一 点 只 和 需 写 出 它 的 每 征 的 渐 近 展开 式 就 会 看 到 。 这 是 一 个 一 般 的 
方法 , XR E. KE supp 中 站 supp t= p, ps 中 &CF， 恒 有 
pP ES, HERH 8 RABIA 


了 | nr。 = M Pupe = P.. 
A 


mE— HE REBH TRS. 

5E 95.3.2 与 定理 5.3.3 综合 起 来 ,说 明 LZ,/ Lpa EME 
个 层 ， 这 个 层 性 质 使 我 们 能 对 微分 流 形 相 上 的 PDO 给 出 一 个 更 
自然 的 定义 。 事 实 上 ， 取 可 换 图 式 《5.3.7) 中 的 9, 为 坐标 邻 域 ， 
X: Q— Q,CR* 为 相应 的 同 是 就 有 一 个 等 价 的 定 文 : 

EISI? UE 4: CSCMD — CCM) 是 线性 连续 映射 , 且 对 
任 一 坐标 邻 域 (2, 20, 由 (5.3.7) 所 决定 的 算 子 4 是 Euclid 空间 
R^ ZFR 9 上 的 L2,C0,) 类 PDO ( 按 §1 的 意义 》， 则 称 4 为 
M ERI Les 类 拟 微 分 算 子 ， 

3. 流 形 上 的 拟 微分 算 子 的 运算 ， 在 定义 5.3,2 中 我 们 已 经 说 
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上 明了 流 形 M 上 的 PsDO 4 的 象征 oCAD 是 余 切 从 上 的 函数 ,而 由 
定义 5.3.2', 若 用 计 的 一 个 坐标 邻 域 以 及 T* M 在 其 上 的 遍 部 平 
凡 化 ， 更 可 作出 PsDO 4, € LZ4CQ) (Ot: 0 — 0), EA 4 BRE 
A) ZEAiRJBUAS RARE m D. HRIUIAIDÉR ETE mods 意义 
上 各 同 。 因 此 可 以 将 它们 拼合 起 来 而 得 到 SLOT" MY Sra (TT 
M) 的 一 个 六 ,这 就 是 克 上 的 PsiDO A € LCM) 之 象征 的 确切 定 
义 。 同样 ,在 坐标 令 域 局 中 可 以 定义 4 的 主 和 象征 
oS 4,) € STCO, x R*)/57,(0, x R”) 
= [SPQ X R'/Sz251/ES21/525]Cm. « m). 

因此 也 可 以 在 mod(553) 3 X FE E EDS S da sc im 4d 3d 4€ 
LZM) 的 主 象征 Gu d) € S247 * MMSEICT* M). 特别 是 ,对 
于 经 典 的 所 微分 算 子 , 主 象 征 有 典 则 的 定义 , 即 o(4A) 之 渐 近 展开 
式 的 mw 次 齐 性 部 分 。 在 本 市 1° 中 已 指出 了 它 是 余 切 从 上 的 函数 . 
这 样 我 们 就 可 以 把 定义 5.2.4 和 雇 下 关于 主 象征 的 说 明 移 到 流 形 
上 来 ,而 说 A ELEM) 的 全 象征 和 主 象征 就 是 两 个 同 构 : 

LAJ: LEMY Lz5(M) — SB TM) SESCT*M; 

O4: Lo ( MOI LzuM) — SECT MO/SZUCT* M), 
这 里 我 们 不 再 给 出 严格 的 证 明了 . 

对 流 形 上 的 报 微 分 算 子 也 可 以 规定 其 运算 ,主要 结果 如 下 ; 

EE 5.34 Wb 4€ LZu(M), BELIM) REHE 
少 有 一 个 是 过 当 的 ); 则 Bod € LH (M), 而 且 

Cmt Bo 4) = e CB) :ontA). (5.3.11) 

UE. Bod € LEM) 是 显然 的 ， 而且 只 需 在 一 个 坐标 邻 域 
全 中 证 明 式 (5.3.11) ,为 此 , 取 q ECFA), p € CCCOY sppe 
上 由 二 1, 于 是 

pBo4 一 pBdod 十 pB — $)oA 
= pBh- A 

这 里 我 们 又 一 次 应 用 了 ; BS supp eN suppl -e= Tfj e BO— 
$) EI ”这 一 事实 .现在 完全 可 以 限制 在 坐标 邻 域 OQ 上 和 讨论 间 题 
了 > 因而 有 
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qgCBo4)1a = pB | opA|o. 
ls x(o-o,cR" EEE 
q Gas s (Bo), E) 
一 PLEYT m (B)(x, E) - $6204 CAN, E) 
= pÜG)esu (B) - os C4), £). 
由 eU) 之 任意 性 即 得 定理 之 证 . 
其 它 的 结果 就 更 容易 了 .。 首先 我 们 赋 邓 以 一 个 正 的 测度 ， 然 
后 就 有 
定理 5.3.5 若 4 EL2eM), 则 可 定义 其 转 置 算 子 “4 与 伴 
算 子 *4 4529 LZOM) 之 元 :而且 
on Ay = our, E), au), E) = oC AX, E). 
最 后 ,我 们 讲 一 讲 经 典 氢 微分 算 子 的 主 象征 的 求法 . 
EA 5.3.6 设 4 是 经 典 的 上 2.sCM) 执 微 分 算 子 ， 则 对 Cro, 
ETM, EA 


gu A), & = lim T” e 799 A ae t) ] rera 
T 


iX EB a(x) € C2 CM ) FE r PIEH 1, b € CPCM}, d db(xs) = & ffr 
H.E supp a 上 dptx) = 0, 

dE. ERB 证 的 他 标 命 域 QUI Ka, 8 € CO CO) 使 在 suppa 上 
PP 一 1, 且 a(xo) 一 1。 于 是 用 前 面 常 用 的 技巧 将 4 局 部 化 为 由 
CECO) 到 C") 中 的 算 子 如 下 

eI S Aag" y — ee aA aae y -- eI RA[CY 一 Boery] 
zmoeUA(Baci")modS ?). 

以 下 即 可 用 局 部 坐标 来 讨论 了 . 应 用 定理 52.1 RI 

ee)Kxo) = TnL ANo rddio xy) Coa )(xo) 

zs TI a Ud xe, E modr" , m « m), 


定理 证 毕 ， 

4 流 形 上 的 Sobolev 空间 ，Soboley 空间 HCR") 的 定义 可 以 
试 为 是 以 PsDO 为 基础 的 。 E A 是 以 【1 A EP 为 象征 的 适 
当 的 PDO, 则 A: 多 BR) 一 £z (RO, X e €zz CR) 而且 
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Am € LRO cz (Re), W N 
[Aali = Qe)" eli. 
然而 
Ax) 一 QxY" | e" + 181720548, 

ACE) = Q 十 EAG), 
所 以 式 右 就 是 PRN 范 数 。 这 样 我 们 可 以 用 PDO 的 理论 来 讨 
论 Sobolev 空间 ， 在 本 节 中 我 们 就 将 这 样 来 讨论 微分 访 形 M 上 的 
Sobolev 空间， 虽然 所 得 的 结果 与 第 三 章 是 一 致 的 ,但 是 我 们 可 以 
看 到 一 此 新 的 方法 ,它们 在 以 下 是 很 重要 的 ， 

于 是 令 M 有 一 个 局 部 坐标 邻 域 {9", x”} 所 形成 的 局 部 有 限 要 
EFEX (p) 是 从 属于 它 的 一 的 c7 AR, one cir), 而 
BL supo" E, d? m 1， 于 是 令 we POM), W 

u= Xu Xin. 
u, € (Qn), 4 X: Q — a CR, mE 9: fk 4 如 上 , 击 可 换 
图 式 (5.3.7), 在 好 定义 相应 的 PsDO, 仍 记 为 A, 最 后 作 Are 
FREM, 因为 (upph) 是 局 部 有 限 的 ,所 以 > depot 


有 意义 的 , 仍 记 为 4x。 这 时 我 们 有 
E 5.3.7. MERI Sobolev Zs[R]BD 
HM) = (u€ (M), Ag € Li(M)), (5.3.12) 
Hion M) = HCMN I'M), (5.3.13) 
VL EM ÉQIÓEEM EEZ ETTA EMR, a 
Lic M) J& B XX B9. PRR BUR SIM IE— TERAK ,出 
Hi (CM) = Hay (9), 
Bio 
H'CM) = HCM) = His M). 
定义 5.3.7 BARRARA (uo, 以 及 Lo, 的 选取 似乎 都 
三 有 关 的 ,但 是 用 标准 的 方法 却 容易 证 明 HCM ) ZEARI 
于 这 一 切 , 这 一 点 我 们 不 再 给 以 证 明 ， 但 是 在 定义 5.3.7 中 采用 了 
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一 个 特定 的 4,, 故 应 该 考虑 此 定义 依赖 于 水 的 程度 ， 以 司 会 

H HERH < 阶 适 当 的 PsDO 4, € LÈM) FEE ALL UE Bp 
Ag. mdp TUM [EE IRSE RU HER, DLE 
关于 人 《MD 之 拓扑 构造 与 对 侦 姓 的 讨论 也 均 不 必 wE MARHA 
A, EASTA ER ERTA. 

容易 看 到 ， 由 关于 复 侣 的 渐 江 展开 式 (5.2.14), HT AL 的 象 

征 ( 在 每 一 个 坐标 邻 域 中 ) 与 * 无 关 , 所 以 有 
oA od) ~ ALAD * 0(A,) = (+ EID, 

特别 是 若 a= 一 +:, $s 一: WE 

SCA oA ~ l, ofAoA) — 1, 
但 是 以 1 为 象征 的 PsDO 显然 是 恒 等 算 子 , 所 以 

AoA, = Ap A = id (modL^*), 
所 以 我 们 说 A 是 A MRR MERR”, ATHE E B8 
理论 , 我 们 将 在 下 一 节 讨 论 . 向 时 A 还 是 自 伴 的 ，A4 一 AT. 

设 KEM, RINE HR) = (u, a € HCM), upp CK}, 
CARIERE, 这 是 因为 。 从 定义 5.3.7 看 , Hie (M) 与 
Hiomo CM ) 都 有 朋 豆 的 局 部 性 、 首 先 我 们 容易 看 到 , 若 

u€HQ(M), a€ Cr(M), 
则 an € Hink M), fü E EXE b eoru. e € DUM) 且 对 和 任 
一 点 x, € M Ig np dE SI p(x) € CCMD, eG) = 0 E g(x)u € 
HCM, W) € HCM), 事实 上 可 以 以 这 一 些 gplx) d IB 
一 个 子 集 {qs} 使 {suppgqs} 成 为 村 的 局 部 有 限 覆 益 , 令 色 = 
Ie» P 22e, M C3.) 是 一 的 5” 分 割 ,而 应 于 是 适当 的 , 所 


以 D A GPL) 是 局 部 有 限 和 ,从 而 


Au = D, Au) € LLM). 


这 个 事实 告诉 我 们 ;为 了 讨论 HiXCUM ), 只 需要 对 以 的 每 一 个 紧 子 
RK yie BOR) BP, 
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现存 我 们 就 在 LUCK) 中 引入 Hilber 2 Hl ii., 39 4.20€ 
H'(K), Fi ciEifh H3 39 AR ABEL (C07, X0 ELE Bit — 8 5 
RIENI Hermite pH 


EF v). 一 M ("qiu , CXIE Pab Jes x 一 (x7), (5.3.14) 


现在 需要 证 明 HCK) 在 上 述 内 积 所 诱导 出 的 范 数 小 由 下 完备 ， 
JE HBUCK)GBBEU Cauchy 序列 imh TE 

(X3)* uu, = v, € H(X ppe”) 
feHUOGSUE) 中 的 Cauchy 序列 而 在 其 中 有 极限 v", H supper" C 
suppa”, 将 wr 拉 回 到 前 上: Posto (ter, WHA {spp 
supp”) 是 局 部 有 限 的 , 记 以 wt 一 > 有 意义 .很 容易 证 明 | 和 一 


ull, — 0, 

BEMRdEH'AK) 上 已 有 了 Hiber 室 间 移 造 ， 当 然 就 有 了 一 个 
Hih, 利用 它 即 可 对 Bess CM) IEU SARER FREE: BOUCLES 
BJ 3S E REJ] Kibj-1, 2,2. 于 是 H(KOCH OR) C C 
Hus M, H BAM) 一 UHR) RE Z9 rig 

RCK) —> HinmpCM ). 
IE EB ESTER RE GS ^, 为 连续 的 最 强 的 拓扑 , 亦 即 使 HiomnpCMM) 具 
有 “最 多 的 * 开 集 之 拓扑 。 由 于 要 棵 证 5 之 连续 性 , HLSAQGUM) 中 
的 开 集 必须 在 ”HK;) 中 之 原 象 均 为 天 《可 能 是 空 集 )， 枯 而 
好 no M) 中 的 开 集 族 即 每 个 BCK7) 中 开 集 族 之 并 。 所 以 Cu 在 
Hus (M) 中 趋 于 0 当 生 仪 当 从 菜 一 个 起, 一切 m 均 在 H'CK) 
(CEA KYRR pei. REM HIf. Biom M) — ECE 为 一 
个 局 部 凸 线性 空间 ]) 当 虽 仅 当 foij(j 一 1,2,"…) 为 连续 时 才 连 续 . 

HCM) 中 则 可 赋 以 使 乘法 映射 Mo: HCM  H'CGuppg), 
pEC? (M) 为 连续 的 最 弱 的 拓 陡 ， 亦 即 共 有“ 最少 的 ” 开 集 的 
Hth 这 里 Me: ui pu € H'CGupp 9). 这 个 拓扑 可 以 用 半 范 族 

lahay = dsl. op E CEM} 


MesE M. 
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最 后 讨论 Himi M) 与 HUMO 的 对 侦 性 对 we CPCM) 
Honk M) 与 5 € C™CM) HUM), 可 以 给 出 一 个 Hermite 配对 


(u,2)— | ulee Codal), (5.3.15) 
delr) 就 是 前 已 说 到 的 赋 在 M 上 的 光滑 正 测 度 。 我 们 要 把 它 拓展 
A ER ER Sy 

Hmp M) X Hu(M)—€ (5.3.16) 

且 对 各 个 因子 分 别 连续 . 

定理 5.38 上述 拓 展 是 可 能 的 ， 了 从 而 Hag M) 与 HCM) 
关于 拓展 后 的 配对 《5.3.16)《 仍 记 汐 (ay v)) 是 对 偶 的 。 特别 当 
M SRI] GCM) 是 Hilbert. 空间 ,这 时 存在 一 个 拓扑 同 构 

HM) = [HMI ~ E'M). 
证 。 先 证 明 所 有 尾 的 可 能 性 . 为 此 不 妨 设 4 是 自 华 的 央 
(Au, v) = (u, Ao), #,v ECHCM) 


《车 不 然则 用 > (A, + AT) 代替 A). BUT A RORE A M 
而 


I= AA +R, RQELUU(M). 
R. ER A CRE AA FMAM R: £M) CM), 


(M) C"(M). (着 需 将 A 用 i (A, + AT) RE SUUS PE A 
的 氢 北 一 共存 在 性 见 下 一 节 一 一 全, 的 自 伴 化 L (AL, + AS 


RE AO, TER u€ CK) (X REM INTE R 8v ECM), 
有 


(e, v) = CAL Au, v) + CR, v) 
= (Au, A p) + (Rau, v). 
但 因 A; HOO — LR) (R 是 MM 的 某 一 个 紧 子 集 )， 
(AL. HM) - LM), 
BEEL ERU A53 ROS 
HK) x Hi M )— C, 
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XA His, (OM) = UR'CRD, TE E X urb g SJ Hip (M) 


XHM) EZ. 仿 用 Cu, e) i23 HER BS ROXL, 

现 证 HCM) ERUTE— JEH £& f E SE TE ER IQo) 均 可 写 为 
Cu, o), 而 # € HCM ).. BEER CM) HiatM), 而 且 在 
ACRES.) E C"(M) Endtii£g tEYESETS DEL. ODE u € 


70o Ke) = (u, v) 


4 suppsCK, S UE«scH(K), IE Auc) 由 于 加 将 
Li«(M) XESEBRBRA, H aM). Os v € LiolM), 有 
(Au, £0) — (n, At) = ICA), 

但 因 A,CUOMDOC ALLIUM )C HCM) ERRA» PEDAL ST EA 3 
14e, v € LCM)) 应 用 Ricsz 表现 定理 而 知 As € DR), 从 而 
su € H'CK), 

同样 也 可 以 证 最 HK) EB EE BET PRI 0, d RT 5S 为 (ws 
v), u € H'CK), v € HBM). 由 前 述 Body 之 拓扑 结构 可 
Al. l: HLAaOM) 一 人为 连续 的 充分 必要 条 件 是 它 在 所 有 HK} 
上 的 限制 为 连续 的 ， 所 以 His 0M) 上 的 连续 线性 泛 函 均 可 写 为 
配对 Cue, v) 之 形 . 

关于 拓扑 同 构 部 分 是 显然 的 ， 定 理 证 毕 ， 

对 于 微分 流 形 上 的 Sobolev 空间 ,做 人 定理 和 Rallich 定理 也 ， 
都 是 成 立 的 ,这 里 就 不 再 讲 了 . 


$4. BEATHE PDO 


l.S EIPSDO X JC die 3e RIOT ESEREREIBUD. MH PDO 
XÉIEBUEXOEJCC —RORGEÉERE AUI ECTOSGCAEKNe. RERN 
对 这 个 问题 就 PSDO 的 情况 来 加 以 解 决 . 首先 要 给 出 

XX 54.0 RAEL D, Spl, 为 R* 的 开 
集 ( 或 0 为 流 形 MM 上 的 开 舍 ,这 时 还 要 设 1 — o 3), 如 果 它 的 象 
征 ot AD, D 适合 以 下 条 件 ， 对 4 之 任 一 紧 集 下 K 必 存在 常数 
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cm 60mr—- 0h 
{oat 40x, | Ze eC1 + [E], x € K, |E| 20 r, (5.4.1) 
就 说 4 是 糊 贺 型 的 . 
这 个 条 件 当 然 也 可 以 用 基于 主 得 征 oC), E) 的 条 件 
(oaar, Dl Z6 eC1 + [ED x € KR, |E| r+ C412 
RA. 
准确 一 些 说 ,也 可 以 说 人 妊 何 一 个 与 适合 定 交 5.5.1 的 4 只 相差 
一 个 工 三 算 子 的 拟 微 分 算 子 都 是 吏 圆 型 的 ， 这 个 宏 义 当然 也 包 
斤 了 通常 的 栖 圆 型 偏 微分 算 子 P(x,D) = D) as (zx)D" 为 其 特 


(alam 


例 : EDO Pale, E) = Mia o QA go IS |PC, 


ILI 
£2 eO EDA QU |#| 充分 大 时 ) 显 然 是 等 价 的 ， 
HAR PDO 最 重要 的 特点 就 是 它 有 氢 基 本 解 存 在 。 确切 些 
说 ,可 以 证 朋 
定理 5.4.2 设 4E1%s(0) 是 粮 贺 型 的 ， 则 必 存 在 Bie 
Lr3CO)(i 一 1，27 使 
Biod =I +R,, REL, (5.4.2) 
doB, = PR, R€ Lows (5.4.3) 
WH B; Æ (mod L2) EA FEER. B, 称 为 4 之 左 拟 基 本 解 
CEHE), B. 称 为 右 执 基本 解 ( 右 拟 道 ), ill B. B, = B; — B (mod 
Las). AR B XEHEA RECH). 
W. KEERT EARME EM E TEA B= B. 
(mod. 75), 因为 只 要 用 B, 从 左 方 作 用 于 《5.4.3) BIUÉT 
B, cr B,- R 一 B,odo B, — (I 十 R)oB, = B, + RB, 
TEREA QCR 的 情 训 证 明 堪 拖 基 本 解 的 存在 。 这 时 
我 们 需要 一 个 引 理 . 
引 理 5.4.3 * 设 A E LL, ERBA, WES S IE, E) 
当 | 大 亮 分 大 时 适合 下 式 
ODELA, Eo(x, E) € Sp te, (5.4.4) 
WE. XE EXEAT (dd 9j(A)0),» 一 《zy E) r= 
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(a, 8) TE 
8,[050C A)€93/0C A501 


= 0pe( AJY JAO) aD DOT" 


做 此 类 推 应 有 
951030 4) fa C461 
E & 
ILOCANO) TT Bo ANYY 
t=0 es Pent e(4)0) jsi oA) 
由 于 lal) > cO + ED”, EKER, [g] 充分 大 ， 故 得 
式 (5.44) ， 
定理 5.4.2 证 明 的 完成 . 先 作 一 个 B € Lo ge El 0 7 20 
时 以 [oCAD(x 二)] 为 象征 而 且 是 适当 的 。 于 是 出 复合 公式 
ot Bo 4) ~ 14- 2:2 » atol 47 Do 4) 
=1+ 1 oA”, Dial A) 
TIETE:H AY otA) . 


用 证 明 引 理 5.4.3 的 方法 ， 很 容易 验证 (4) E S2, 所 以 由 此 引 
理 知 


1 QoL AY? . D ‘ok 4) € Sz 79a, 
at o(A4)^ o( A) 


id 


me) o(4)" ola) 
以 它 为 象征 的 适当 的 PsDO 为 如， JE Ro € LZ ,而 有 
Bod =] + R (modb; a). (5.4.5) 
再 作 一 个 适当 的 PsDO Co € Li, 如 下 ， 


~ 之 ， (—1YRi 
Dj) toC RD] € Szde7? 所 以 这 里 的 渐 近 展开 式 是 有 意义 的 《定理 


4.2.12), MEF E EU: 
Co 了 -+ Ro) = f ( modLz5). 


1 BAN! , DlA) (Xs, E), 
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用 €; Jc" 98" A (5.4.5) 即 得 
Bod = I(modLz3), B, = Cio B, 
于 是 左 氢 基 本 解 得 名 用 芭 法 可 作 右 拟 基本 解 . 

再 证 唯一 性 。 设 有 两 个 左 所 基本 解 B,, By. 任 取 一 个 右 氢 基 

本 解 8,, 由 前 疝 关 于 左右 氟 基 本 解 相 等 的 证 法 有 
B, = Bo(AoB,) = (Bo 4A)oB, = B, (modLz). 
E Bi = Bi, 从 而 Bi = Bi CmodL™™). 

最 后 再 看 QCM (M 是 一 个 微分 流 形 ) 的 情况 。 这 时 ,如 本 节 
开始 时 所 说 的 , 还 需要 加 上 1 — o # 的 条 件 。 我 们 还 是 用 前 面 
一 鞭 使 用 的 方法 , 即 用 一 族 局 部 有 限 的 坐标 邻 域 CO", Xr Q8: 
Qr— NCR) ERE 9, 并 令 Up") 26) RES 96r dL, fu e 
C$CO) 适合 和 = 1 F ppp 附近 ， 在 每 个 Or ha aE Hed 


E B, 4B O^ tB 即 是 所 求 ， 


APTAS FG ASI OC CT" AEL"; 
aCA, E) ~ Pas A), E), (E) Z0 02 0, 5.4.6) 
i-0 
as (n, E) E BU m — i RER PERDE, ARTERE EIT 
以 疏 为 
anfd)(s 8) 0, [EL Z0 r2 9, (5.4.7) 
这 时 拟 基本 解 显 然 也 是 经 典 的 PDO. 实际 上 作 B c L^", 而 
且 令 


a(B) ~ Dio (EX E), 


设法 求 出 9 iB), £&) 为 E 的 —m-—j 次 正章 福清 数 . 为 使 
BoA 三 1 (modL-”) 应 有 


D, + oo A Di (Bn, E) — 1= 0 (mods™), 
将 正方 按 章 性 的 次 数 展 开 , 妈 有 当 El 之 时 
au d )o SB) —1, 
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as Aoma kB) S Otes(A)DSo CB Yn, &) — 0, 


a. (430.4 (B) 二 2) 3.826, CA) Dto CB) — 0, 
ME 

由 于 在 |E] ZA eQ04)550,8IEDRBI— Uo (B). AA 
适当 方法 在 El mr 时 将 o-_-m-:(B) 补充 定 尺 即 可 使 所 得 的 BE€ 
L "为 4 之 所 基本 解 。 这 样 求 出 玖 6_w-_j(x, 5) 在 |E| 充分 天 时 
XE X 一 m 一 j 次 正 齐 性 的 。 因 此 提 应 的 下 也 是 经 典 的 PsDO. 
下 经典 的 偏 微分 方程 理论 知道 ， 查 圆 算 子 的 显著 特点 是 具有 
正则 性 , 即 当 方程 右 方 光滑 时 ， 解 也 应 该 是 光滑 的 ， 对 椭 贺 型 的 
PsDO, 类 似 的 结论 也 成 立 ， 具 体 说 ,我 们 有 

定理 5.4.4 (Weyl-Schwartz) i A4EL”; 昨 椭圆 地 的 , 则 

sing supp Au = sing supp u, «€ (OQ), (5.4.8) 

若 了 是 适当 的 * 则 上 式 对 uc 2200) 出 成 立 ， 

证 ， 当 uE 可 (9) Bue 2 (9) AKE BU. du dd AK 
X ifm HA SUE P) 与 (9) vm, 

由 PsDO 的 拟 局 部 性 ， 

sing supp Au Tsing supp n, 
AAMAR B: BoA =] +R, REL", 有 
4 = Bodu -— Ra, 
但 Ru € C” ATi sing suppRu = $, Mfg 
sing supp # = sing suppĒ o Au Csing supp Au, 

因此 定理 得 证 ， 

利用 这 个 定理 到 方程 


Au = 0, 
KAWAH 0€c7(0, 故 它 的 一 雪 «aca ES c 8. 这 一 事 
实 首先 是 H. Weyl [1] Æ 1940 年 对 As 一 和 证明 的 ， 该 文 在 应 用 
Hilbert 空间 方法 于 偏 答 分 方程 上 起 了 重大 的 作用 。 甚 后 约 1950 
年 Schwartz [1], 【第 五 章 ,$6) 又 对 一 般 的 具有 C? 系数 的 线性 
头 圆 型 方程 证 明了 它 。 所 以 我 们 称 之 为 Weyl-Schwartz 定理 。 其 
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3,5 ppa AWIE] Bernstein 19043 T HE VAL 75 ES RE RS RTT 
性 的 工作 (这 是 他 对 Hilbert 第 19 问题 的 著名 和 解答)。 因 此 我 们 
形成 了 一 个 概念 即 左 贺 型 方程 的 正则 性 .这 个 定理 即 这 一 概念 的 
具体 内 容 。 以 下 的 定理 5.5.8 则 是 它 的 进一步 展开 ， 推 论 5.4.10 
则 是 它 的 微 局 部 形式 ， 关 于 Hilbert 问题 的 历史 发 展 可 以 参看 
Browder [1]. 

2. REHE. TEXT EE SE eh, lAr, 
&|zcQ-c-jizix—svdierusEBERUUER]. XXE AUD AA 
上 的 条 件 。 因此 自然 提出 , OUR IER FETER EU LARTER 
T 内 成 立 , EALE HERRERAS. 为 简单 起 见 , 我 们 设 
T= xX D, RRRA ERR, M 是 RAOR Eh E, 
AixIpOUmSETSE.:20,072 0g 

le(C49€x, EE ze eA HE [8], (5, EK X To | 二 | zr, 
就 说 4 在 中 是 椭圆 型 的 。 现 在 我 们 要 来 求 一 个 微 局 部 的 氢 基 本 
KE. WES DET. 是 了 的 任意 的 紧 锥 形 子 党 。 我 们 有 
定理 5.4.5 在 上 述 条 件 下 ， 必 在 在 一 个 在 0 X T, him 
型 的 适当 的 PsDO B € Lis 使 得 
oC(BoA)} — 1, olAoB) ~ 1, (x, EYEQ XT, . (5.4.0) 
B8 称 为 AXE Q XT 中 的 微 局 部 基本 解 , 
UE. 设 ot4) 在 工 中 有 如 下 的 亲近 展开 式 : 


eCAXx, E) ~ >` PAE ER 5) 


i=D 


oA € S2A(D), mi = m — ilo — EYNI, mo — m. 
于 是 在 


o(B)Xs, E) ~ Do( Bx, E), 


一 由 
aB) ESC), nw— 900, m 7m = —m 
的 形式 下 求 (By)。 伪 照 上 面 求 经 典 的 椭圆 型 EDPpO (5 dUL s A MR 
的 方法 ,可 以 等 到 
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: of Ho; A) — 1, 
e Dos 4) + 2 BE oo B Dio 4) + a B)o( 4) = 0, 


因为 mw; 一 m— jlo — ), PILLE ol A) ÆT HK X TOT > 
时 ) ,可 令 n 一 —m—i(o—8), 由 以 上 诸 式 可 以 依次 求 出 on B)€ 
SU CIEL Ze E, ERA XECRO 使 其 支 集 在 mn 
ilg 225p, REDERE, MAETH GEIE 充分 大 时 
X(E) —1. 于 是 X58)oKBYE S534(Q x R")， 而 可 以 作出 一 个 
m 一 —m 阶 适当 的 所 微分 算 子 B 使 


oc(B) ~ i X80(B), 


TABEN 中 是 藉 圆 型 的 ,而 利 适 合式 (5.4.9)。 — 

作为 这 个 定理 的 直 搂 推论 可 以 把 定理 5.1.11 改进 为 

定理 5.4.6 diucd'(0), 4€ Lo, tg Ga, &) B d - S 4n 
域 中 是 椭 贺 型 的 ,着 Aw € CoA), W (8) € WF). 

证 。 作 4 的 适当 的 微 局 部 氢 基 本 解 B、 因 4u€ C" (0), d 
Bodu € C^, (B3E (xv, E) ARRP (Bo (x, E) = 1, 故 由 
定理 5.1.11 即 得 定理 之 证 ， 

alae, E) 不 适合 入 加 忆 条 件 的 点 自然 引起 人 们 极 大 的 兴 
ER. 事实 上 eC, 5)| Z8 e C1 4- [810m 这 个 条 件 可 以 改写 为 
lim r"lo(4Yx,:8)| v* 0. 因此 破坏 这 个 条 件 的 点 (xos E) RE 
适合 lm |aÇA)Xao 1E) 一 0， 对 于 经 典 的 所 微分 算 子 (自然 
包括 偏 微分 算 子 ), 这 个 条 件 就 是 oCaXxo, &) — 了， 所 有 这 样 的 
Ces ED 都 称 为 特 证 点 。 特 征 的 概念 是 偏 微分 方程 的 基本 概念 之 
一 * 现在 我 们 可 以 理解 , 它 是 一 个 微 局 部 的 , BIASEU AA ERO E S. 
因此 我 们 给 出 

定理 5.4.7 4€ LOGCM 2 的 特征 集 Char(A) 是 | 

Charl A} = (x, £) ETM; lim” lot Xx, :£)| = 0j. 


(5.4.10) 
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利用 这 个 概念 可 以 看 到 , 定理 5.4.6 可 以 改 述 为 : iue d" 
(9) 而 且 Adu € C^, 则 WE(w)CChsar(4)。 利 用 这 一 点 和 定理 
5.1.10 可 以 改 述 波 前 集 的 定义 如 下 : 

定理 5.4.8 WF(u)-— N Char( 4). (5.4.11) 


Ae Ioaug C 
证 。 前 已 证 明 W F(u) C Char) 38—89] A € Lz4 H du € C7 
成 立 ; 自 然 对 AE Lio, Au € C^ nx. Br 
WF(s)C 门 ^ cuo. 


EZ (wos E)E WEC), 则 有 一 个 4€ L^, 使 
aA) n E) 71 
于 (xy 名 的 某 个 锥 邻 瑾 中 成 立 ( 即 (my £o) £ Char A)) 而 且 
As € C^, FRE (xo, Eo) € D _Char( 4), VA 


f| ChrGCDcWF(). 


A€L' que co 


定理 证 毕 . 

定理 5.4.8 的 好 处 是 , 它 给 出 了 WF (s) 的 一 个 与 坐标 无 关 的 
定义 ,因而 可 以 适用 于 微分 流 形 上 的 广义 疗 数 . 

定理 5.4.6 与 5.4.8 ZE s € £2'(Q) 而 4 为 适当 的 PsDO (从 而 
An 有 意义 且 属 于 8 (20)) 时 也 成 立 ， 

至 此 可 以 进一步 讨论 * 与 tu 的 波 前 集 之 词 的 关系 。 我 们 设 
we € (0), AE Lo,(0) Bou € WO) 而 4 为 适当 的 PsDO, 

定理 5.4.9 | WF(Au)CWF(u)C WFCAu)U Char( A). 

(5.4.12) 

证 先 证 堪 方 的 包含 关系 。 设 (xo, &) f WF(u), 出 定理 
5.1.10 必 存 在 适当 的 P € L ff o( P) = 1 (mods) ECs, E) 的 
某 个 锥 邻 域 中 使 Pacc”, MAH o0 EA PDO O 使 在 (xo， 
E JOREALE Cros &) 的 一 个 充分 小 锥 邻 域外 8) E57 ™, 
因此 
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PoQ — Q, QoP = Q CmodL 7). 

于 是 易 证 2ed — QodoP, [HIM Pe € C", HEU] Oo do Pu 
C” M Qodu cec”, Diu BB 5..6 A (x, EOEWF(Au), t WF 
CAC WFC), 

AA CU. WE Ceos 5) € Char 4) U WF Au), W) (x, 5 € 
WF(Au), Jfipixesdgi 5.110, %6 Pe L 为 适当 的 , HE Cos, 
&)B3 XT SAGE D CP) = 1, 使 得 Pod)u € C? X HH Cros 52€ 
Char( A5, Mtt o(P) z 1 易 证 Po4 XE Ce, &) 的 某 个 锥 邻 域 中 
ERRAR. HE 5.4.6 BIA Co, EDE WF(u). WEE. 

这 个 定理 有 一 个 重要 的 推论 : 

推论 5.4.10 A JE UBL BU ULP ETE , 则 

WF(4u)— WF(u), 

这 基 关 于 糖 画 型 PDO 的 正则 性 的 定理 5.41.4 的 微 局 部 的 推 
D. ATHAR PsDO 的 正则 性 的 更 进一步 和 的 结果 将 在 下 一 节 讨 
ib PsDO 在 Sobolev 空 旬 上 的 作用 时 再 讲 。 

3. Gárding 不等式， Girding FEW A air HE EL; P5 
Dirichiet [8] ALS] , 1. — Ar Er] A56 150 RC 

Au = D aDtu, D) avr)" s 0(E 5 0) 
labem 1al=m 


中 分 出 一 -类 所 谓 强权 网 算 子 >, 即 适合 条 性 
Rc $5 a(x)E* Ze elil", 0270 (5.4.12) 


iaceo 


的 算 子 . TA- EUER LS 7-3 Jc RR IB PR EE FE HC Ro p Yr. 例 
如 著名 的 Bitsadze (Brnanse) 算 子 01 = + (8i + 2/0,8, —01) 是 
MBA, ARERR. XOISRHOB NET. Girdng 给 出 了 一 个 


极为 重要 的 不 等 式 : ”对 任意 实数 UREE KE UF 在 常数 
C > 0 fist —B]I ue CFCK)， 


D x bE.Buragk 在 0951 年 就 提出 了 这 个 概念 ;出 Enua 和 Jlanpoxeuckam 
11]. 
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Re( 4a,u) = Cllull,, 一 ill, (5.4.13) 
Ie LRT Sobolev 空间 H'CO) 范 数 ， 这 个 不 等 式 可 以 说 具有 时 
程 夏 式 的 重要 性 . 它 入 但 可 以 用 来 解决 Dirichlet [p 题 的 存在 性 ,而 
且 还 可 以 导出 许多 重要 的 先 驴 估计 ， 还 可 以 月 于 导出 关于 观 典 型 
向 题 的 能 量 估计 。Gairding 在 1953 年 提出 它 的 时 候 , 是 用 所 渭 " 冻 
H REE ORRIRA Kom 技巧 ) 去 证 明 的 ( 见 Gárding [11). 后 来 
发 现 , 在 氢 微 分 算 子 的 框架 中 证 明 它 更 为 简单 .这 个 证 明 以 下 述 引 
38 5.4.11 为 基础 ， 而 引 理 的 证 甘 久 与 构造 经 典 的 椭圆 PsDO 的 所 
基本 解 的 方法 如 出 一 酸 , 所 以 也 可 以 看 蔬 那 个 方法 的 基本 重要 性 . 
引 理 5.4.11 Æ PCr, E)E SiO), Rep(x, £) Z2 e 2 0, Dll 
CEET BELa) 使 em 
ReP(x, D) 一 B*oB € Lpa), (5.4.14) 


这 里 Ref 一 > (P + p*). 


证 . 我 们 从 构造 B 的 象征 (x, 5) AF. exi 
Hs, E) ~ D bss E). heat 


注意 从 $2 开始 我 们 都 是 假设 了 5 < 之 Pp 的 。 所 以 上 面 的 渐 近 展开 
式 是 有 意义 的 。 很 明显 应 该 取 
Bx, E) = [Rep(x, E) 2 2» e" > 0, 
很 容易 证 明 ECx, EJE 524, 以 它 为 象征 作 算 子 (x, D)E Lha 
则 由 复合 的 公式 
Fx, D)obKz, D) 之 象征 


~ 3 二 Ot Cx ,二 )D3ao(zy E) 


= [AC E)? (modsa a), 
TE 
RCx, D) = Rep(x , D) 一 Bx, Dobar, Dje LZ”, 
假设 已 经 作出 A, PL H 5,,44i 138 2B 1E bat, E) € KY Si 
使 
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- l 
Reps, D) = p2 b, D) 十 FG, D)| 


a [> bx, D) + bius, D) | Riss 


k-ü 
-U+ pi) 
及 区 xs D)€ Lo no . 


他 上 式 右 方 等 于 
fF+1 j41 
Repr, D) + Rix, D) + btao 2 b, 十 M, tobin 
kmp 
+ Ra, D) 
所 以 bie, D) 的 象征 应 该 适合 i 
b$ -bot bie bu. — RiCx ,E). 


认为 如 (x, E) 一 bi (x, E) = ERep(x, £)]7 Ze e? z 0, 所 以 可 以 
RE bus ia HL BUEeu € Sto. DupBUnIWEH B. 
ZA BERERE TTAF Rep(x, D) 的 平方 根 。 
定理 5.4.12 (G&rding FER) 设 46 LX 适合 以 下 不 等 
式 
Rec( 4)(x, E) 77 a El", ay 25 005 — REX, 
则 对 任意 6 >>0 ULDETDECESR KEO, TE; fpipuScco 
使 对 wt CCK) 有 
Rel Au, u) > Cao 一 cles — Cl. — G5) 


证 .我 们 不 访 设 eT. 因为 车 对 这 样 的 。 已 经 证 得 (5.4.15)， 
那么 对 5 > T. Hos c T, 则 了 显然 


luli, s ull, 
故 有 
ReCAu , u) Z8 (a, — &)lulZa — Chella 
zm (as 一 Eu 2s 一 C |uli2,. 
有 取 Asa EA CL | E [727^ 2938 AERJXE EJ PSDO , 当然 4.ak 
CLUSCLZa. MECE PER). H A-aa4Ans AERA, 不妨 设 
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AE Sp, B)m-—0, TEASE 
Cm LEA) ( ; a 
CURAT Lt. 对 它 应 用 引 理 5.4.11 可 以 找到 适当 和 的 Be Lx 
使 
C — B*B = Re LIS, 
因此 
(Cu, u) — (B* Bu, u) 一 > (Au, u) 十 1 (A*u, u) 


— (Bu, Bu) 一 ( ao — È) (u, u) = (Ru, u), 


因此 


ReCAu, w) = ( ao — 5) Mili + VB*ulli + (Rus 1) 
. E 1 
> ( a — S) leli + Gu «) 


> ( a — 2) hali — I(Ru, 1. (5.4.16) 


得 由 Schwartz 不 等 式 易 证 
[CRw, es s hel- Rell 


= lel + C Reli. 


又 因 RE Lz5, 故 对 于 固定 的 天 当然 又 有 常数 CL 使 
Reli s Cillullz. 
RRA (5.4.16) 即 得 
Re( du, u) = (ay — eJleli — Cli, C = C.C 

而 定理 证 毕 . 

4. EAD PspO、 上 面 我 们 看 到 本 图 型 PDO fr GECRURE TE E 
它 的 正则 性 (定理 5.4.4): 

sing supp # = sing supp An, «€ F'O), (5.4.17) 

BEHTERA WHARF, MELAS GCXCETI RETIRER 
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B) 4E TRA GAP ft ER IG RICETTA EHA H 
定义 5.4.13 AEL) EAA (5.4.17), Wik 4 Qin 
BUE RS LE T-. 
现在 重 费 的 问题 是 给 出 4 € L7,CO) FC ERRENA (c 9 
据 . 注 意 到 由 于 拟 微 分 算 子 具 有 氢 局 部 姓 ,sing suppu Citing sppe 
总 是 成 立 的 , 而 在 定 里 5.4,4 中 证 明 肥 向 的 包 合 关系 时 内 是 用 到 了 
于 的 氢 基 本 解 ; 竣 此 ,我 们 容易 地 看 到 
定理 5.4.14 i 46 LZ, AMER BEE, WAS 
网 的 . 
证 。 由 假设 有 
Bod = I+ R, Rer", 
HO we do) 
u = Bodu-— Ru, Rue C", 
bspie 
sing supp # == sing supp Bo.4uC-sing supp Aw 
布 定理 证 毕 . 
第 七 章 中 还 将 证 明 ， 有 时 4 必定 是 枉 圆 算 了 于 ， 但 是 只 是 在 氢 
基本 解 属于 L” 的 条 件 下 .。 
但 是 我 们 希望 有 一 个 更 方便 的 “代数 的 " 判 据 , 对 此 ,我 们 有 
XH 5.4.15 若 46 工 ?DO) 道 台 以 下 条 件 p 
(H) am x mif re KEO, BIEN R, Cu Ca FEWE 
ClEl™ x loCAXx, 801 m Cigi”, [EL > R, xe K;(5.4.17) 
CH) — [0:010 4)€x, £D)faCAD(x, EN S Cag (ETAR, 
全 | >R, x€K, (5.4.18) 
Wu] 4 Z2 E RY. 
. E 我们 及 需 证 明 适 合 (HO, H) 的 算 子 4 必 具 有 拟 基 本 
BPT 4 x(5) 6€ CAR") 而 在 | E] 充分 小 时 为 0 [8] 充分 大 
时 为 1 以 如 (zy E) 一 XC(#)ot 4) "x , ES) 为 象征 作 一 个 适当 的 拟 
微分 算 子 B,( 它 显然 属于 Lra), M 
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o(B4) S14 V3 Ope, DDSo(4)G, 1) — 
" "Eli . 


=} + rlr, §), |El 充分 大 时 ， 
这 个 渐 近 式 是 有 瘟 义 的 ,因为 rz E)E S a 
sd) - 
C 2 Xie(oC AY OPICA Y) CC 4) IPLA ))0( 4) Dto CAL, 
这 里 Eleal s jel. RRI wE, OR EAT. 
E) 为 象征 的 适当 扬 徽 分 算 子 ,再 考虑 算 子 C~ > (— 1YRi e 


BEI + REWER). FF CB 一 8， 则 明显 地 有 : BEA 
的 拟 基 本 解 。 大 家 可 以 看 弄 , 这 个 证 明 与 定理 542 完全 一 致 。 

JAA- STEARAT A: | 

911. 热 算 子 9. 一 入 的 象征 是 i£ LES 这 里 m 2, m1. 

$82. 1 [x l*C— AD Ca, » 为 非 负 整数 ) 的 象征 是 工 + 
leE pe, m = 22, m, = 0, 而 且 不 难 证 明 p= 1,8 — u/v CH 
Wb ac»). 所 以 它 是 亚 椭圆 的 , 特别 是 当 ， 关 2 时 ,1 一 [eA 
RE HIS AT. 

我 们 不 妨 将 适合 (H), CH.) 的 算 子 类 记 作 HLT, 这 个 类 
有 许多 性 质 使 之 类 似 Lz, 可 以 很 简单 地 证 明 : HLIT 中 算 子 的 
RN ITSHARTDIHLZDO Xd AEHL” n BE 
HLLU 且 至 少 有 一 个 是 适当 的 ， 则 Bode HL I om ; 此 
dh Epot RMK pol, HLA E 
变 章 变 换 下 不 变 ， 因 此 在 这 个 条 件 下 。 可 以 在 微分 流 形 上 定义 
HLZQ". 这 些 结论 的 证 明 与 $2。 $ 3 中 相应 定理 的 证 明 并 无 二 
致 ,所 以 在 这 里 不 再 重复 . 

我 们 还 容易 看 到 椭圆 型 L7, BRE HLD 

RUE HLE r EEE CARGA UXHENRTI. 著名 
的 Komworopos 算 子 
E l Bu eu 


Au O6 Tox, -一 一 一 一 | (5.4.19) 
xi Ox; Ox, 


就 是 一 个 例子 。 它 其 有 基本 解 ( 见 A. H. Koaworopos (11) AmE 
亚 枉 圆 的 ,但 它 的 象征 是 ， 
aA), E)  — Ei b inba — iEn 

EEP = (0, j ja), Walaa, EP) = 0, H |j — o0, FR 
此 不 可 能 满足 (Hi). 

Hörmander 在 [8] 中 详细 碧 讨 论 了 一 类 二 阶 仿 微分 算 子 有 亚 
酉 图 性 的 充分 必要 条 件 ， 这 一 类 即 

A — 5 Xi + X t eG), (5.4.20) 


i=l 


其 中 
X= M'aQG) DIe m, 6420) 
k-1 Ox, 


2; € CO0) EKER, c (3) € cra) 可 以 取 负 和 值 ， 

为 了 表述 Hürmander 的 结果 ， 需 要 一 些 关于 向 量 场 的 语言 。 
A X, Y 是 两 个 向 量 场 ( 即 两 个 C” 系数 的 一 阶 线 性 偏 微分 算 子 )。 
可 以 定义 一 种 反 交换 的 乘积 ”一 一 交换 子 积 

LX. Y] = XY -— YX, 
一 切 向 量 场 的 集合 (作为 一 个 线性 空间 )， 关 于 交换 子 积 构 成 一 个 
Lie UE, EE Xes X,,…* Xa 生成 的 Lie 代数 ( 指 实数 域 上 的 
REOS, CEH 
EX. Xis [Xi 上 0E ] CHTRD 

所 张 的 丸 线 人 性 空间 ， 客 的 元 素 尖 然 是 一 些 C” 系 数 的 齐 次 一 阶 线 


性 偏 微分 算 子 ,它们 的 象征 询 可 写 为 > alein 如 时 将 它们 的 


系数 “冻结 ”在 某 一 点 me @,， 则 考虑 > ,uifz)5 它 们 是 R? 的 对 
$21 

侦 空 间 之 元 。 因 此 ,“ 冻 结 ” 以 后 , 多 将 在 每 一 点 对 应 于 (BRE)* 的 

一 个 子 空间 , 因而 有 一 定 的 维 数 G) RIRES E 

r(x,) = r = const 过 0 的 情况 .Hirmander 的 结果 就 是 著名 的 “ 平 

方 和 定理 ”如 下 : 
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$38 5.4.46. 3: LX ET à m 9 X; 9 0, 1, m) Boi 
成 的 多 在 各 点 的 维 数 不 变 : r(x) = r 0, WU) CES ERE EA PEE RI A 
诸 充 分 条 件 是 > =n, 

这 个 定理 的 证 明 较 长 ,我 们 在 此 不 再 重复 ,读者 可 以 参看 上 面 
引述 的 Hirmander 的 原著 或 F. Treves [4] E 1 3B — Xx $ 5X 
Kumano-go [1 第 四 章 。 我 们 这 里 只 来 看 一 下 它 应 用 到 Komoro 


pos 算 子 上 的 情况 。 这 时 总 一 2, X =n rA —-8. Wu 


IX, X) = 2, 


由 此 立即 可 知 多 之 维 数 为 3 — n, 因此 Komwaropoe 算 子 有 亚 精 
mH. 

Hörmander 定理 的 证 明 主要 应 用 的 方法 是 所 谓 。 fiih. CE 
次 精 贺 估计 《Subelliptiz estimates) 类 型 的 。 次 横 贺 估计 是 一 个 很 
重要 的 工具 , 读者 可 以 参看 Eroposil],[2]/$ Héórmander [14]* 
这 里 讲 的 算 子 是 所 谓 具有 重 特 征 的 算 了 。 关 于 重 特征 算 子 与 亚 着 
图 性 的 关系 可 以 参看 Taylor [1] 第 十 五 章 . 


55. 关于 有 界 性 和 紧 性 的 结果 


1. 有 界 性 定理 。 拟 微 分 算 子 4€ LR) 是 一 个 连续 线 
HEAT 


A; CHR")—> c=(R"). 
车 4 还 基 适 当 的 , 则 4. C3CB?) 一 CGQORU). AERA a 
RAH LR) 一 LOI) Bgex& ERRATE 
hasil x C lulle? (5.5.1) 
对 这 个 问题 的 回答 可 由 以 下 定理 得 出 : 
定理 55.1 ik 4€ LEM) 是 适当 的 ,0 «8 «os l0 
MjÉ—BUÉRIWO0x1-pu-pz«1),H*fE—3XR KEM 
有 s 
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lim suplsC As, EX —€, (5.5.2) 


ALAT RR —4-35 35 B9 EJ PESE UE (REC R (S 
llis s Cel: 十 《Re u), «€ CoCMD. (5.5.3) 
WE, Fd39 (Au, Au) — CAT An, u), 我 们 只 需 证 明 存 在 一 个 
适当 的 Be LiM), fi 
A*A --B'B—(C!-—R 
是 正则 化 算 子 即 可 ,因为 这 时 即 有 
l4] + IBe = cia + CRas u), «€ CIM). 
C — 4*4 有 一 个 主 象征 为 C — 1064, E), 因此 定理 的 证 
明 归 结 为 l 
”定理 45.2 若 CE Lp (M) RGo& A B. ELDER). JEUDS TEC 
REKEM 有 
lim inf Rea( Cx, E) 20, 


[1 . 
则 必 可 找到 一 个 适当 移 BE Li,s 使 B*B8 一 C 一 RR 是 正则 化 算 
Td. 
WE. S x € 下 而 [5] 充分 天时， 很 赛 易 找到 实 值 的 象征 bE 
StM) 使 
lx, £)|^ — Reoc( x , E) = 0, 
以 向 为 象征 作 一 个 适当 的 Bo€ Lo, C MD, Un 
a(B* B)(x, E) = bakr, ) (mods f CM))., 
[i 
C 一 BiBye Lo" (M). 
um REB Bos Bitte B; 使 
R; =C —(B} + Bi + eed BD) 
(B+ Bit or t BE Lu P (M) 
现在 要 求 作 Bae Lyt OM ) fi 
Rin=C (Bit: HBC Bt- -二 Bin) E LPE M). 
实际 上 , 即 要 求 
Rin = R; 一 B4B, — BiBins (modL i 97 (M), 
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因为 Ri 是 自 伴 的 。 从 而 Ims(R;) e sz 97^, 因此 Biu 的 取 法 
仅 需 使 

2o( Biol Bo) = ce(R;), IE] FARK „ré K 
BIT E loB.) — ICE) 即 知 这 是 可 能 的 。 现在 作 一 个 适当 的 


Be L2, M) S (B) ~ S o(B)) BH F BOR, 


请 读者 把 这 个 结果 与 引 理 54.11 比较 。 这 里 的 结果 更 为 精 
Be. 

下 面 看 一 个 特别 的 情况 。 设 和 相应 于 4 的 分 布 核 4(*,y) 在 
M X MM 中 有 紧 支 染 天 XX KEM x M. lfEuECS(MDIBAEK 上 
x 三 0, 则 4u 一 0, 而 可 以 选 R# 使 Ra 一 0 因此 ,在 以 上 的 作法 中 ， 
当 AC 有 紧 支 集 时 ,我 们 可 以 设 民 之 核 R(x, v) 也 有 紧 支 集 . 
于 是 可 得 

定理 55.3 若 4e LLQ(RO,0-8-e«l, Alr, Y) 在 
R" x R* 中 有 紧 支 案 , 且 

dim. lo(ANx, E) < C, (5.5.4) 


则 必 看 在 算 子 Ais 使 A— AE LR), supp Ax, y) 也 为 紧 ， 
而 且 | 
Aul s Clu, «€ C R°). (5.5.5) 
证 .我 们 现在 作 — D E XG € C3CR"), 使 得 不 但 有 
xo) 20, (Xde = 1, 而 且 还 有 0 < 30) < 1， 事 实 上 如 第 
一 章 $ 1 那样 作 魔 光 核 Xx)。 风 只 能 有 


ICE | 一 | e" "SX adx s | [Xx dx = | Xirax = 1, 


但 若 取 xf(z) = [3G + ydy, 自然 也 有 X(x) € CER). 
EROE EZOZ =i, | ZO |) X + 3X G0 dy— 
[x coo = WEER EC) 一 IAN, 而 得 0« £6) « 1. 
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At 


I5 24-44 


SEA X) 一 eX] 6), 并 定义 算 子 
Au = du — A(X uu) (5.5.6) 
这 里 
Asula) = Quy" È eta AN, EXC — CED JACE dE (5.57) 


XE) = Ces). 
定理 5.5.1 pE o 
JA? xz C'ha — Xk ul? + ORG. — XH u), Cu — Xo). 
(5.5.8) 
因为 4Cx， Y) ARER, 所 以 RCG, y) € C8CR? x R'), i8 6.5.7) 
之 第 二 式 还 可 见 到 le 一 Xu «dap. EE R.QOS 
w Rau = R(u — X,*u), 


Ra) = | RG, Y) "T. [xo - x)uGdx | dy 


RE 


| 
- [[s6. ») — { RG, oxG-— yydz| u (y)dy 
人 ee， y)— | Riz, y+ es yx Cds uy 


= |, ywGyy. 


很 容易 看 到 ， 当 8 充分 小 时 , supp R(x, Y) 位 于 某 个 固定 的 紧 党 
K,€ R^ x R" 内 部 ,而 且 当 5 一 0 时 ,R(x, 9) 一 致 趋 于 1. 

我 们 可 以 选 一 个 充分 小 的 5>0 而 将 (5.54) 中 的 局 换 成 
C-8, XX FE th (5.5.7) 可 得 , 当 e 充分 小 时 

[LA ul? QC 一 BY + Rwtlal < lal. 

我 们 就 可 以 用 4. 为 所 求 之 4,， 因 为 4 一 4 之 象征 为 ol.4) 
(xy 二 ?Ce X(e8)€ Ses, BIA 4 一 41€ L^, 直接 验证 也 不 难 
看 到 A 的 分 布 核 有 紧 支 集 . 

上 而 的 定理 假设 了 分 布 核 有 有 紧 支 集 ， 这 个 限制 不 难 在 下 一 段 
中 解除 , 当然 所 得 的 结论 要 能 一 些 。 和 但是， 限制 > 5 却 是 很 严 
重 的 ,例如 在 证 明 引 理 5.5.2 中 利用 定理 5.4.11 作 五 时 利用 了 渐 近 
展开 , 这 时 ?P 之 6 是 不 可 少 的 。 在 本 章 一 开始 就 指出 过 在 各 种 各 
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FERI Szo 类 中 ,有 些 性 质 很 好 ,例如 假设 了 e > e 则 可 以 得 出 拟 微 
分 算 子 代数 的 种 种 定理 ,再 加 上 0 二 1 一 pg 所 86 二 p 筷 1 又 可 以 
dE OKAY NUÉE Dot VDO SE T. (ODE 6-5 时 ,S53 就 是 一 个 
"W Æ, MESHA AE 例如 i. 的 ?有 界 性 定理 
(Calderon-Vaillancourt 定理 ) 就 是 很 有 用 的 开具。 我们 将 在 本 章 来 
Eri. 

Bih E MRAR 上? 有 界 性 。 这 方面 也 有 了 许多 工作 ， 例如 
可 以 参看 C. Fefferman (11, ERR [1], 王 骤 怀 各 李 成 章 [11. 

2. 拟 微分 算 子 在 Sobolev FALRA, A Ber M REHIULTE 
R" ij— 4 JEBCGR, ty SL ELIB — hA WEE A € Lo, EM LAJIT 
DEFT, 当 MCR? 时 , 我 们 没 0«858-psl, MM SRM 
JXÉRHmURO1—posB05«oesl. 3 MOR 有时, 可 以 对 任意 
实数 :定义 HM J, 而 当 M 是 微分 流 形 时 , 则 可 定义 HM) 与 
HomM) UEM DORÉ RME 

HÈM) = Hik(M) = Himpl M). 

MAER, MUERT DREES ARA WARE 
ERIE 4, 《相对 于 Lebesgue 测度 而 言 ), 从 而 可 以 定义 
L(M, d s 而 且 因 为 NM 为 紧 , 它 的 定义 实际 上 与 4, 的 取 法 无 关 ， 
AERA LCM), JkBE HOC MD, RET AQ, 9) 自然 有 紧 支 集 ,从 
Tis HE 5.5.1 BEAD 

- 定理 5.5.4 在 上 述 条 竹下 ，4 可 以 拓展 为 连续 线性 算 子 
L'C M) — LYM). 

对 一 般 的 好 ,我 们 则 用 

定理 5.5.5 设 4€ LZM), MERER HERS 


A: Hu M) — Ho"™( M ). (5.5.9) 

Xi 4 是 适当 的 , 则 还 有 
Ai Hion M) > Hos (M), (5.5.10) 
4; HOM) —- HM ). (5.5.11) 


证 . EEX Sobolcv 空间 HuasM) 与 HCM) 时 ， 我 们 是 
利用 了 AE Lio C Laes 的 ;而 县 利用 一 的 分 割 不 难看 到 ,可 以 设 A, 
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是 适当 的 (在 给 出 定义 5.3.7? 时 , 我 们 就 已 看 到 An 是 定义 为 有 限 
H D, ouAquu 的 ,而 每 一 项 du. 自然 是 适当 的 ), 则 AL, JE A, 


的 殷 基 本 解 也 是 适当 的 ,所 以 
A A, = i + R,, 
R, 也 是 适当 的 。 现 在 w€ Hump M), PEL s, = A € Limp M) 
而 由 上 式 
Hoc A Guy d- r, ve CIMO, 
A, adu = AmA A i t AAY, 
AE A, 4A, € LMY A, S4 A tE LIUM ) CA 为 适当 时 由 
BTF Limi M), Ade € CMO LiM) CA 为 适当 时 由 属于 
Lig M), IR IE A; uda LiM) CA. 为 适当 时 属于 Limp 
COM). FEASA 
A: Hoa (M ) — Hiz" (M ) C Hz M J)e 

HE EAU BBUPPIEXEEPUdBU. ERRONEA 

35.5.6 ib 4€ LM), WE THEE EAE 8g 

Higop M) — Hin M). 

MA. == O fa 8] BL 4: Liompl M) —> Lil M). XX BR dE SE PE 
5.5.3 Jr. 

在 讲 到 微分 流 形 上 的 Sobolev 空间 时 , 我 们 曾 指 出 定 多 5.3.? 
实际 上 与 4 无关, 事实 上 ,作为 定理 5.5.5 的 推论 ,我 们 有 

F557 3E YL5.3.7 可 政 为 一 个 等 价 的 定义 车 ne ZM), 
且 对 任意 适当 的 4€ Lia (M) 有 Aut Lis (M) Ñj «€ 
Hiel M). 

FARDE, xn ID SB EU A FEE EEA F7 
的 推进 . 

定理 5.5.8 若 除 本 段 开 始 鸭 假设 外 , 再 设 4€ HLE, 则 由 
uE ZUM) ULR du € HioAM), A € Hi" CM). 特别 是 , 若 4 
为 台阶 椭圆 型 PsDO 时 有 we Hit" (M, 

W., PE ARREA B, 它 是 适当 的 ,而 旦 是 一 mw 阶 PsDO, 
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AH u = Bodu + vve C*( M), BoeMduc Lit"^(M), EER, 

特别 我 们 可 以 看 Aue C~MD) 的 情况 。 这 时 对 一 切 : 有 
Aué HiK M), 从 而 #€ HOM) 对 一 切 : ixr. dil AL EE, 
u€ CPCM), PARERE T 46€ HLZ T Hue PODAR 
Aue C"(M) aJ we CMY) BERTIL- EE IERT 
到 


sing supp n = sing supp An, 

以 上 证 明了 4 在 HUQCM) R HomM) 上 的 连续 性 ， 但 这 两 
个 空间 均 非 Hilbert 空间 ,因而 没有 得 到 有 关 4 的 更 精确 的 知识 . 
现在 , HO KEM 为 一 紧 集 , 则 HCKD 是 一 个 Hibe: FH. Ri 
在 H'CK) 上 引入 一 个 与 原来 的 数量 积 等 价 的 数量 积 。 仍 用 原来 
88 AUN 

AtA, = i+ R, RE Les. 

若 ? 之 了 为 一 自然 数 , 令 Qo, 9» 是 所 有 阶 数 不 超 过 了 的 微分 
算 子 所 成 的 C" 左 module 的 生成 元 ,定义 


w 
Cu, v); = (Au, Au) + > (Q,R,u, O,R,v). 


因为 Q,R,€ Lz5, 因此 (Qu Rw, O,RaO| xx Cli 3€ ak Hi 
HJCEW. Piu 
li? = CA, Aue) C Hull? S Cul. 
BRA 上 与 ded er. XP Ke M og RETESI— T RS BS CE 
R ÉTM 使 due HCR), ifi B 4: HX) 一 正光 有) 是 连续 
的 。 这 里 我 们 设 4 是 适当 的 。 E 的 存在 是 很 清楚 的 , 事实 上 可 取 
Ê = x,Gupp A(x, 3) m;!K) = supp4(z, »)eK, 为 证 明 4 之 过 
F, RRAGA -la 而 问题 归结 为 用 lel 5 d O'Ru[| 来 
估计 lA -4zl MOR -mde XX EL ORI Q' 是 任意 的 微分 算 子 ， 
但 是 
A nha = CA SA A CA) — CA, AR, 
QR, du — (QR, ,AA (Am) — COR, nA R Ja， 

右 方 的 PDO 都 是 适当 的 , 故 这 些 算 子 的 分 布 核 虽 非 紧 支 集 的 ,但 
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当 它 们 所 作用 的 «具有 紧 支 集 K 时 ， Ne 895 TERES CHE 
在 上 XK 的 某 分 域 中 ,因而 可 以 利 用 关于 L 有 界 性 的 定理 5.5.1 
得 到 这 里 的 结论 . 
我 们 仍 设 4€ HLZPM) 而 且 是 适当 的 , 则 因为 有 拟 基 本 解 
BE HL p TCM) 也 基 适 当 的 , 利用 
u = Boda + Ru, RE Lz 5, u€ Co( M), 
即 可 得 到 
定理 5.5.9 dS 4€ HLZLTuMO 为 适当 的 , 则 对 任意 实数 * 5 
REKEM 必 有 常数 C > 0 使 
llrm S CENAul; + lul3s &€ CELK) — C5.5.12) 
特别 是, 当 /为 椭圆 型 时 ,有 
helem © C GAl cR du. «€ CHCEY. (5.5.13) 
对 HL RT, mem, RERE C5.5.12) ERS 
heltn- 8 7 m — mo 77 0, ELEY 6.5.12) 5 (5.5.13) 比较 ， 
可 以 说 光滑 性 损失 了 5。 iX RYCIH tEBUdA A ETE A EE BU A FR 
都 会 发 生 . MARIER FERNET 
uE Z'(M), Pue Hi,(M) > ue HU (M), 08 « 1, 
TEXQEONUEOECT. WE? —1 是 为 了 使 以 上 的 性 质 与 上 的 低 阶 项 
无 关 。 有 关 次 精 圆 算 子 以 及 次 精 圆 估计 的 文献 前 面 已 经 介绍 了 . 
3. RIE., Fredholm 性 与 指标 。 本章 一 开始 就 提 到 ,PsDO 是 
线性 偏 微分 算 子 的 自然 的 推广 ,这 种 推广 之 所 以 有 价值 ,在 于 它 有 
助 于 解决 集 徽 分 方程 理论 中 的 重大 问题 。 60 年代 中 期 ，Atiyah- 
Singer 指标 定理 的 出 现 是 偏 微分 方程 理论 的 重大 成 就 ， 这 个 定理 
说 明了 PsDO 理论 的 巨大 力量 . 正 是 由 此 , 还 由 于 它 有 助 于 解决 
其 它 一 些 重大 问题 (如 Cauchy 间 题 的 唯一 性 )}, PsDO 才 得 到 了 公 
认 ， 在 本 书 中 不 可 能 介绍 指标 定理 ,读者 可 以 参看 Atiyah, Singer 
[1] 和 Shanshan [1], 下 面具 讲 一 些 有 关 的 一 般 概念 ， 第 七 章 中 再 
进一步 介绍 ， 
两 个 Banach 空间 E 和 下 之 间 的 线 柱 算 子 为 紧 的 定义 是 清楚 
的 ;但 现在 Lim OM ) 58 LioCM 2S HEPL SE BR ZS A; Limp (M) 
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-> LiM) 为 紧 的 定义 是 : IRURE KEM, 4 限制 在 

Li(M) = ife LM), suppIC K] 
FRPR CAERA FUR 20 Lil M ) 的 预 紧 (precompact) $, iX 
时 有 一 个 经 典 的 结果 : 车 4 将 LECM) vmi usse oe T. o 的 序 
9] (fj) 均 变 为 LiLCM) 中 的 强 政 化 十 0 的 序列 。 即 对 任意 紧 集 
K'E B 


MEDIIS 


则 4 为 紧 ， 这 蛙 第 一 个 重要 的 结 朱 是 : 

定理 5.5.19 xb T EX KEM, WEMA 4: 
LkCM) 一 Li COM ) PERN. 

证 ， 令 4 之 分 布 核 为 ACx, y)€ CM Xx M), fi LKCM) 
中 弱 收 化 于 0, 则 对 每 一 点 x€ K', 

| ac y) G2 dy | 一 0, 
XAR UT BAR MAXXE 
| ac, Hay |" ^ |. [4ACx, 9) Udy, 

右 方 是 * 的 Lebegue 可 积 函 数 。 所 以 由 Lebesgue $ë (Bü ie QE 
38,041] 在 Lio(M ) 中 强 收 筑 于 0. 定理 证 毕 ， 

ATARE Y4eLnODUsl—es«8«cp«lC: 
M CR" WRES — e « 1), 有 了 以 下 的 基本 结果 : 

EA $511 4€ LIUM) 为 适当 旦 使 对 任意 紧 集 天 包 M 
一 致 地 有 


lim Ae CX, E) — 0, 


IERI 
BB 4; Loa (M ) — LiCM ) EREI 
iE. £105 FUB ATE LIM) 上 的 限制 ， 由 定理 5.52, 存在 
一 个 正则 化 算 子 R, 而 对 任意 正 数 有 ,对 任 一 紧 棠 KEM 
lA sinas S 8llelinen + (Rey nn, 8€ LRCM). 
JR — 88 m 在 L&CM ) nsu Scr 0, 从 而 Cell SAR hals 
C, MIRER 6, 因 Rwi 强 收 人 请 于 0 在 LXK') 中 , 必 有 (ey 之 0 
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使 了 Jeb 


HR; x a 
再 取 «77, 则 由 上 式 有 


E 
c C? 4 | Rallies Mtn «EB, 


lA; [HOPES =< 2 


Mf 4: Lis M) Li M) ERN, 

这 个 证 明 无 论 对 M CORO SLM Re r8 A OE EE E HB. n 
再 好 本身 为 紧 时 :定理 的 结论 可 改 为 4: LM) 5 LCM) POKER. 

对 于 Sebelev 空 何 的 情况 我 们 则 有 

定理 5.5.12 设 有 适当 的 4E€ LIM) 而 实数 :与 "适合 
Sas — m, 则 对 紧 集 KEM, EEESECM,GIB 4: HCK) 一 
H'(R) S. 

1E. R 的 存在 以 及 A: HK) > HR) 为 连续 的 , 这 点 从 
定理 5.5.8 的 证 阴 即 可 看 到 , 令 e HEARS HR) -> HT CR), 
则 由 Rellich 引 理 (定理 3.2.11》。 是 紧 的 ,而 4 则 是 以 下 两 个 算 子 
的 复合 : 

HK) —» wn (R)—— H" (R), 
故 定理 得 证 . 

仅 次 于 紧 算 子 的 重要 算 子 是 所 谓 Fredholm WF, i$ EMF 
是 两 个 局 部 紧 的 Hausdorff hR iE, LCE, FO 表示 让 EE 到 
FERRERI ZE., RTA 

3E 5.5.13. iE 4€ L(E, F), Æ dimkerd < 7 «0 ,dimcoke, 
A « oo, WijER 429 Fredhoim 算 子 ,其 指标 定义 为 

index.d 一 dimkerd 一 dimcokerA, (5.5.14) 

coker 4 RA 4 之 余 核 ,其 定义 为 

coker A = F/ImA, 
BERERA E XUI ER I Am AARAA. 

把 这 些 概 念 应 用 于 紧 流 形 MM 上 的 椭圆 算 子 4€ LZM) 

0Osl—pos«pzl,HJG ES AE LZICMD. TÉ id AE 


| 3137 


C” 上 的 限制 为 Ao, Æ LOM) 上 的 拓展 为 4m《 这 是 定义 在 D 
H"(M)CL'(M) 上 的 无 界 算 子 ), 则 有 以 下 的 重要 结果 

定理 5.5.14. 对 于 上 述 的 4， 

1) ERAT (Am, D) 之 伴 算 于 CAZ, D*) 是 A* 在 二 中 的 
HE HESR D* 仍 为 H"CM ); 

2) A4, Fredholm AF, H. 

kerd p = kerd C CPCM), (5.5.15) 
LM) = kerso CDimAZ; 
3) MBD A = A" Rf An — An E 
L'(M) = Redo Pimi m, C* = kerA a PDImA o, (5.5.16) 
WE. 1) AA C^ 在 H" 中 稠密 , 故 A 8 SUSUOS 
D* = {ve LK M), WA] C"(M) — € 
u> (Aun, v») XE LESTES], (5.5.17) 
{ER u€ C", Anu = Aun, 且 4*: DM) -* DOM) 为 连续 的 。 
[4 
(Au, v) = (Meu, v) — (du, v) = Cu, A*r) 
RA (5.5.17) BIA 
D* = {rE L'(M), A*ve LCM Y). 
{H L? — H, i ps A* RE ENER re H"(M ). 

1) # ue D = HCL {E Anu —0, 因为 Amt du, AE 
Ler 3829 DM) 一 CM) AA, H AZARAE, € C7, 
从 而 ker, — kerde A BAAR A AR. Bo4-—1dTR, 
RE L3 I — T X WT LAE aC kerdu kerde A Ct R)u—0, 
但 这 村 af Lac kell + R2)JCL'(MO. 因为 在 Hilbert Æ 
[B] E Fredholm 理论 对 + FR 是 成 立 的 ;而 dimker(] -R OR) < +20 
dE dimker4, < +,  HiiE dimcoker An = codimIm 4, < - co, 
为 此 利用 B 还 是 4 HAERE LRR: 

AsB— I4 R, R'€ L7", 
dt mAy im. Dilimde B = Im +R (这 里 R' fE CM) 
上 但 codim Im(1 + R') « +20, Ami codim Am « +00, Ee 
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EHARA An HE Fredholm wP 

同 理 4X 也 是 Fredholm $€&-F. 

再 证 LCM) 的 直 和 分 解 ， 由 于 4.081 475 p hb Bog 02. 故 
L*'CM)—(InA4t) OImAA, kim 5 li (Im 42) = kerd mm kerA as 
故 有 


LM) = kerA wDBDImAx. 

3) 当 4 二 4* 了 时 ,显然 4。 一 Ah, MEF Au 一 ATQUE 
在 C"(M) 上 时 ,自然 有 Ao = (Aa), 从 而 4 一 4*。 ERTE 
BUE, 我 们 还 有 [mAs 一 ImA%， 利 用 (5.5.15) 之 第 二 式 , 对 wE 
C*"(M)CL'(M) 有 

u = m t m, mE kerdo, mE Ims, 
得志 一 # — «€ C>, Kg 4 REUE us 应 是 某 个 CCM ) 
之 元 在 de FRIZ. Mat 
C"( M) = kerd pim d w, 
LYM ) = kerd 直 md 是 自明 的 - 

4. Calderon-Vailancourt 定理 与 强 Gürding 不 等 式 ， 
以 下 提出 的 次 于 二 有 界 性 的 精密 结果 首先 见于 Calderon 和 Yaillan- 
our [1], 并 且 立 即 在 局 部 可 解 问题 上 得 到 应 用 ( 见 Beals 和 Fef- 
ferman [3]).. 它 的 证 明 以 著名 的 CotlarStein 2|38 29 3E Ql, rft fei 
者 又 在 许多 问题 中 有 应 用 。 Calderon 和 Vaillancourt 定理 指出 
Le <p <l RETE L 有 界 的 ,而 这 个 类 是 一 个 AA 
它 没有 ? > 的 性 质 ,所 以 不 能 作 新 近 展 开 , 而 在 定理 5.5.1, 5.5.2 
的 证 明 中 这 孝 是 本 质 的 要 求 ， 现 在 我 们 内 以 下 的 引 理 开始 ， 

引 理 5.5.15 il, y) Æx Ea W.,QcR"29—JH, 
mH 


fj lax, y3é(x, y )|dxay' e L7(Q), 


则 算 子 Bule) 一 | ble, ud» 是 ECO) — LO) 的 有 界 算 


PREGA <C = (sup ess ff lèir, WE ideas) . 


iF, 直接 讨 算 , 令 Blr, Y, y^) = HER ylar, y) 有 
fi Bula) [3da 一 (i b(x, Yle, YUE )axdyay' 


« dM EGI UOL IgG ys Ee lay 


< 1 GEF Y, Ol Iu Cy) l2 ydy'dx pw C? | laty) |y, 
引 理 5.5.16 (Cotlar-Stein) 令 台 为 一 测度 空间 ，a5 为 其 测 


RH% Hilbert ZE], BE) 是 值 在 SA CH, H) 中 的 5 € 号 的 
TRER d 

[, EOB a « c, f BG Et GO. e e, 

(5.5.18) 

则 对 再 中 之 任 次 元 1 与 8，(B(#)j, 8) R8 名 的 可 积 函数 ,而 
Es G1, 8) 一 | BON, 26 所 定义 的 算 了 了 Be LCH, H), 
lal « c. 

证 . 令 X 为 s 的 有 限 测度 可 济 集 ,而且 在 其 上 

[ECE < M < 十 oo 

又 定义 (Bxf,8) = | (BEY, 2048. 


MEA P Bs, Bié ZH, H), 并 令 Bi 一 了 若 /一 
2P， 则 


Il B * ‘Bil < | B. . 18: ,[ tt -J| Bao Bara ll , 
IB, + +Bil < BL BS E Boo Ba lii Biol; 
将 两 式 相 乘 得 
18,- -B s BIĦ 8,07] BB - | 2, BPB A, 
再 注意 到 B 一 EZB sli 即 有 
上 了 xz = (CBX By "n 
=- sup, | | CEGOBQUCETE Y, itas 


Xxx 


= Sup | GO BQQ- B*(E,) BC )n, u)dE,- Ah,, 


Pulm 
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Ei» — 2/7, 因此 
EAH 


< { Bs BCs) BY BAED B Crie 
Bp E dq, 5 M(mesX YC”, 
FBL IB, s [MCmeX) T Ic, 4 joo RAIBE c, ET 
于 式 右 方 与 性 无 洋 * 故 有 Bl sc. 
定理 5.5.17 (Calderon-Vaillancourt ) A€ L2, (Q) ÆE 
Lia (9) 到 Ll(0) 的 连续 线性 算 子 ， 
证 .我 们 可 以 更 一 般 地 将 4 用 振幅 函数 向 不 是 象征 表示 如 
T: alx, y, E)E $2,(Q x Q x R”) if 
Au(x) = (20)? if e^ Paix, y, E)uCy)dydE, | (5.5.19) 
并 暂 设 s.usuppa(z ,9, £5) € Q x 9 为 紧 ， 注 意 到 ,着 令 Wp(5) 一 
{1 十 E”, MAER ERRAN 
[1 oC I ADY le iS pE | e y IN] n8 
Mi e —[l dc p EES AD el d eGDYNIx— 
Y 717, RA C5.5.19), 并 且 对 专 反复 作 分 部 积分 即 得 
Aula) = Quy" [[ eth. y, «Odd, (5.5.20) 


这 里 

blæ, y, E) — [1-- e(EY*C— Zu)" Ma(s, y, E) 

-LLH pE” — yp} 
(E A ESL SERE RRS ERDE, 这 是 由 于 当 LE] ~ 00 
时 pt) 一 OCELO BUB, mssuppeé(x, y, £) 当然 也 在 号 X O0 
中 紧 。 若 记 P(x, y, E) — e"? Cx, y, E), RU du Cr) 可 以 写成 
Aula) = | BG«GOde = | d&- Qu" Vins ys «Gay, 

这 正 是 Codar-Stein 引 理 中 算 子 BOER, A E BERE IU C y, 
£) 以 确定 可 以 应 用 这 个 引 理 ， 

H eE 52,(0X Q x R") 的 假设 以 及 1+ 8 ee CL jE 22, 
有 
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IDIDfa] + IDDA] « CPG, 
对 于 e(D 一 LEl), PE) 可 以 展 为 up HRANE W M 
351, 易 见 
Die 一 sD set 
= S oG De me) = oXI + 12D Iw). 


aa 
因此 有 
[DEDI] + | DEDE] s Cg(S ^ "LI g(GDNIx — y|)7. 
(5.5.21) 


在 计算 过 程 中 ,我 们 要 用 到 Q+ JED m Q+ DEI B 


G py int ~ onem, 
ik 6.521) 4& a =p = 0d 2|5| « C.E1 + pE 
yPN17 Elide SEHR 2N > n^, 即 有 


íf l2(x, x, E), Y, £)|dxdy' & Cip(EY ™, (5.5.22) 
因此 ,于 引 理 5.5.15 即 知 
BE JaC) = Cx)" | 8G. Y, D«G00 


= Qe" | er sb(r, y, E)uGOdy (5.5.23) 


定义 了 一 个 连续 线性 算 子 BEL -> L’, HIB s Cep, 
这 个 BE) 是 值 在 Z(H, H) (H= L’) 中 的 可 测 函 数 《 实 
际 上 对 二 无 穷 可 微 ) 无 疑 , 所 以 为 了 应 用 Couar-Stein 5| 28, R A i 
WE (5.5.18) 成 立即 可 . 

B (5.5.23) W, B* C32 RES 


B*(n) (a) = (22) | e n(Y, Xa 5e CyM»y, 
Bj, BC B") 应 是 以 下 式 为 核 的 积分 鼻子 
cCx, Y, $o y) 
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= (2a) tecto f eT l ar, ss EJE(Y, x, dz, 


现在 引信 算 子 
L = [eGY + p+ lE — a PEY + eG? — A, 

Wl] Le 167? e e, RÀ c(x, y5 y m) ZAHA C5.5.21) 
则 对 性 意 正 整 数 了 有 

L'|5(z, 2, E)5(Y, z, 3)] 

€; CI IoGD-EeGDT !£—38| E?! 

[E+ Ex — 2|] T?"D1 plyty — 2! T. 

于 是 在 e(r, Ys E, p 之 式 中 对 = 反复 作 分 部 积分 , 则 有 


là 


| {ji le(x, Y, E, men Y. 6, DIDA 


« C' c letop Ilia) rpl "o(nY7. 
因此 利用 引 理 5.5.15 即 知 BCE)B* QD € SCH, H), H — L’, (fi 
县 其 范 数 即 是 上 式 右 方 ， 


再 来 计算 | l|BCE)B*QDIU?22..— 3x p ELSE S TET AXE n dH 
积分 : 


FE, Le FD TE) En) 
SEE al dn] /2 时 ， 
El = 1E—m- 3l & Il 4E — nl IE — nl, 


13 (e C5) 十 pal IE — vl 
Z2 + elë— nl) TE — y] 
zcO c mal), 


a XX ES 
F(E, 2)  C(1-b [m] ) "0? Toe, 


而 当 J EAD XH EC DE LE — ul Ph! 上 对 #9 的 积分 小 于 
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一 个 与 无 关 的 常数 ， 
E jE anl S jal? 处 ， 有 El Inl m 1531/2 和 1x1 一 
HESUITEE WC) CP PEN 
LECE, Dl S CLL | pS pts) ". 


| LECE, n) lda < € fpg t1 H1E— n/P) PCE "dn 
[1 4 
= C fpg +t IDAE Go G — eG) 


所 以 Cotlar-Stein. 引 理 中 的 条 件 成 立 . 

余下 的 就 只 是 要 解除 rsssupbafry Y, E) dE Q x Qi o8 XE 
的 限制 。 我 们 的 定理 是 要 证 明 4: Lia, Là. 为 连续 的 。 因此， 
若 给 出 se Liao, E 4] REWE educ LC), 0X PB € C8(9), X. 
设 supp u = KER, 作 $c CIO) 使 在 suppu L6 1, FË 
pau = pádu, 而 我 们 可 以 用 pdo REA. qo 的 振幅 逊 数 
是 pleal, Y, 5)6 GO, 自然 适合 riya iE O x Qr «RS 
求 . 

至 此 Calderon-Vaillanmcourt 定理 的 证 朋 完 毕 ， 

M Calderon-Vaillancourt 定理 可 以 导出 勇 一 个 有 用 的 不 等 式 
BISE Gárding 不 等 式 ， 在 Gárding 不 等 式 (5.4.15) 右 方 有 一 个 
fEXBJ e, 现在 问 , 能 不 能 将 8 2:192. 我 们 不 妨 用 4 一 oid 代替 
A, 这样 使 m = 0, 而 要 求证 明 这 样 一 个 不 等 式 

Re( Au, u) = — C ulli. 
强 Gárding 不 等 式 首 先 基 由 Hi-mander [6] 给 出 的 ，Beals 和 
Fefferman [1] MIAA Calderon-Vaillancourt 定理 导出 了 它 。 BriBum 
Girding 不 等 式 就 是 

定理 5.5-18 设 4€ LL,CO) 的 象征 alr, E)E Siaka) 1E {E 
fA,UUXI eZI ATERATER C> Og 

Re(4u, 4) + Cisl 22 0, «€ CHK), (5.5.24) 
^ THAT EXEEPSEUA [Bg 
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BIF 5.5.19. o LRR ARIK eC 0 使 
A + [E lala EJL + A E END diae, E)| 
< Cale, E), (5.5.25) 
这 里 re K, eR”, 
O. 我 们 只 需 在 9 x R" RIR RRE R HERE, 2i 
用 一 的 分 岩 即 可 知道 它 在 站 x R^ pgERGE. c4 dex, B XL ER 


(ms E f [E — Eol «x IED 利用 Taylor 展开 式 以 及 


ae St, 即 有 
0« efan E) S alr, E) Cn — aoas, E) FEE )acCr, E) 
HM OM Kece Eir O + 1g, 


latt 2 
取 & 充分 小 而 各 一 * 十 eaer, DO + LELY", Eo 0 E + eagles 
£X t JEDRA ERA 
ELl + [E| as + eC1 9 JE lael? 
Sel D teM D) datl LaL O1 + [entren 


la +!Ala? 


= «Cx, £) H €'MEla, IO + 05] Jel + EDE. 
4 8 JE ^y ORE LRSM. 
EE 5.5.18 的 证 明 . 作 算 子 BB 使 其 象征 为 
blr, E)—gGO[1-2-a(5, E72, ge coco), 
s= F Q' 附近 ， 
利用 链 法 则 和 引 理 55.19 容易 证 明 , 存 在 正常 数 Ce 使 
|D£D£b| « Camell + at iat] 十 Jej uea (5.5.26) 
4 cC = B*B, 经 直接 计算 有 


Cr, £) = (2y ff e H7 Be EECa, InJdzdm., 


XE bz, 3) 对 yË AEH, 
Ale, g) — b(x,£) + Sig —EY 
IL 


|, OCE, Er B) 


= bíz, E) + > Ci — Pyb(,R, 3)» 


Tim 
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代入 上 式 有 
a(C)Cs, E) = bx, Ey — f(x, Š 


— (1 + 2g G) — (22) [emm E, y)dedn 


—( a) G)— Qa)" ff emm S e Diele, E) 


IF|] 
Ble, E, n)dedy. 
ILIE r E 594,400), MITEA Calderon-Veillancourt 定理 即 知 以 ， 为 
象征 的 算 子 RR 将 LhQQ00)0 ERA LíQCO). {ES hN 
glr) 三 1, 故 知 对 sE LCY, 有 
= + 4-— B*B, 
从 而 定理 直接 可 证 ， 现 在 寺 rtx ,5) 作 一 些 估计 ， 
DDr, D = 3 (7) Qe J| emm 


a'a 


: DE DEDI p(z, E, q)dzdn, 
BRE pH k, 表 出 后 可 知 上 式 是 以 下 形状 的 项 之 线性 组 合 


jJ ea tg , E, m)dzds, (5.5.27) 
gx, E. 1) 一 [DpDi'b6, EE DE DD Cz, Š, a)l, 
(5.5.28) 


m 十 a; 4-4, =g, pte — Bg, Iv| — 1, 
t (5.5.26), i& Ea] « 1 |/2 将 有 
DDE as, E, 2| CO + EY TD (5.5.29) 
现 令 9 一 站 十 9 soppa 在 1 一 7| [E] /2  , supp 4; Æ 15 一 
7| zz |£1/4 中 , g 3& & (5.5.28). 利用 分 部 积分 可 将 (5.3277 中 
相应 于 4, 的 部 分 写成 
K(x, Ẹ) 一 íi e TG ENG (s, £,m)dzdq, 
L — [1c pF] — 2|! t pts) | ni 
[1— 9D A, — PE) ^L], 
PE) 一 《1 十 EP 
利用 (5.5.29) 由 有 
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|L*4,| CO +t i:E[ DP Pj Y oC) px — z]|* 
+ pl LE — [T 
KEEA e, 积分 可 得 
| &i] = c1 + | E [| yetel- lena, 
Xt (5.5.27) PMT qi 的 部 分 ,有 
Kx, E) 


= ( elt [E84 oA gs, E, n)d£dn, 


但 是 易 证 

[O — Atp sS CÓL E 1E m g| J, 
EEE k ARAKEA [Ku] « c0 + [8j 717 900, 这 里 还 要 用 
A lal &5|£ —«]. HrT |E —»l 2 ]E1/4, 这 是 明显 成 立 的 ， 
综合 关于 EK K; 两 个 估计 即 得 定理 之 证 . 

UEF Calderon-Vaillancourt 定理 与 强 Girding 不 等 式 之 
证 明 都 引咎 Treve[4] 卷 一 ， 第 四 章 ， 其 它 的 证 法 例如 可 见 
Kumano-go [1] 或 Taylor [1] 第 七 章 , 在 那里 证 明了 , 若 ale, E)E 
$2508 «posl, Bale, £) z 0, 

ReCAu, 4) + C€llullz 4 pa zz 0, 

在 结束 本 章 时 应 该 指出 ,对 PsDO 作 种 种 精密 的 估计 是 很 重 
要 的 , 它 与 古典 的 调和 分 析 的 近代 发 展 有 很 密切 的 关系 。 这 方面 
文献 众多 ,例如 可 以 铺 看 Cofman 和 Meyer [1], Stein [ 2], Stein 和 
Nagel [1], Feffermsn 和 Phong [1]. 关于 各 种 PDO 3$, Beals 和 
Fefferman [2], Beals [1] 对 S7 作 了 重要 的 推广 。 Hirmander 在 
[15] 中 又 作 了 进一步 的 推广 ， 
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第 六 登 、Cauchy [uj 题 
$1. 解析 域 中 的 Cauchy 问题 


1 概述， 本章 中 我 们 将 要 研究 线 蔡 偏向 分 方程 


Og k—t 
Aa 7 2a PGs x, 0,01 + fr, 1) (6.1.1) 
i=0 
的 Cauchy 问题 
| | 
T aU S0, 1709,1,:-:,£— l, (6.1.2) 


Th PERO. 的 各 一 了 次 多 项 式 。 这 个 问题 由 于 它 在 物理 上 的 重 
要 性 一直 是 偏 微 分 方程 的 基本 问题 之 一 ， 直 到 十 九 世 纪 中 于 ,人 
们 对 于 偏 微分 方程 的 研究 ， 可 以 说 都 是 就 各 个 物理 问题 中 出 现 的 
具体 方程 ， 寻求 这 个 问题 的 解 ， 询 人 们 的 注意 力 一 直 是 放 在 具 
体 的 解法 和 解 的 显 表示 式 上 . 十 九 世 纪 四 十 年 代 ，Cauchy 第 一 
个 给 出 了 相当 一 般 的 存在 定理 , 其 后 又 为 俄罗斯 女 数 学 家 Kosan- 
egckas 所 敢 进 ， 这 可 以 说 是 偏 笋 分 方程 领域 中 第 一 个 普遍 性 的 定 
理 ， 

其 后 ,具有 卢 大 意义 的 一 步 是 Hadamard 的 《Cauchy 间 题 3 
这 一 名 著 的 出 现 , 他 第 一 次 提出 了 适 定 性 的 概念 ,可 以 毫 不 凌 张 地 
说 ，Cauchy 问题 的 真正 历史 是 从 这 里 开始 的 。 在 Hadamard 的 这 
一 和 名著 中 还 提出 了 发 散 积 分 的 有 限 部 分 的 概念 ， 开 广义 函数 论 的 
先河 ， 在 稍 后 一 点 的 上 时间, 以 Hilbert 为 领袖 的 Göttingen 学 派 是 
偏 徽 分 方程 的 另 一 个 主要 中 心 . 另 一 部 名 著 ，Courant 和 Hilbert 的 
数学 物理 方法 3》11] 是 这 个 学 派 的 代表 作 .。 他 们 不 仅 首 先 把 
Hiber 空间 的 理论 应 用 于 偏 微 分 方程 , 而 且 首 先 所 出 系统 的 能 量 
积分 方法 (Ul Courant, Friedrichs, Lewy[1]1) jÉ— p dE BS x. 
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到 三 十 年 代 , 在 苏联 又 出 现 了 一 个 重要 的 学 派 。 Soeboiev 一 方面 站 
承 了 Hadamard 的 工作 作出 了 二 阶 线性 变 系 数 双 曲 型 方程 的 基 
本 解 ， 同时 又 在 研究 双 曲 型 方程 Cauchy 问题 唯一 性 时 提出 了 广 
义 解 的 概念 这 又 是 直接 与 Gittingen 学 派 的 工作 相 联 系 的 。 
Sobolev 的 已 表 作 是 CoGozes[1]. — 苏联 学 派 的 另 一 个 代表 人 物 
Petrowsky (H. T. Ilerpogcknit) 在 Cauchy 问题 的 研究 上 又 作出 
T XHETBEBUNA. fbt Tlerpopcrn[2] 中 详尽 地 启明 了 Hadsmard 
关于 适 定 性 的 思想 ， 对 相当 一 般 的 线性 方程 组 给 由 了 适 定性 的 条 
件 ， 而 和 且 把 适 定性 的 研究 与 特征 多 项 式 的 代数 性 质 联系 起 来 ， 他 
所 用 的 工具 是 Fourier 变换 ， 这 也 是 后 来 研究 这 个 问题 的 基本 工 
R. 

广义 函数 论 的 出 现 开 始 了 Cauchy 问题 的 新 的 历史 阶段 .由 
于 广义 函数 论 将 Fourier 变换 的 效用 推 向 新 的 水 平 , 使 得 Leray 
”可 以 用 它 对 Petrowsky 的 工作 作 更 深入 的 探讨 ，Garding 外 则 对 常 
系数 的 线性 双 曲 型 方程 给 出 了 系统 的 理论 苏联 的 Gelfand (H. 
M. Tempar) 学 派 的 贡献 也 就 在 于 应 用 广义 函数 论 对 Petrowsky 
的 思想 和 方法 作 了 系统 的 发 展 、 这 些 工作 系统 地 总 结 在 他 和 他 的 
学 生 们 的 五 卷 集 (Texpgasn n mos [3]), VE E EE — xk, 
我 们 还 应 该 指出 Leray[2]。Leray，Girding，Kaotake [I] 这 一 系列 
论文 的 重要 性 。 它们 所 采用 的 方法 的 核心 来 自 Fourier 分 析 、 多 
和 揽 变 函数 论 以 及 拓扑 学 知识 ,其 中 莉 含 了 丰富 的 思想 ， 

下 一 个 阶 且 的 标志 是 氢 微分 算 子 理论 的 出 现 。 这 个 理论 的 寺 
接 来 源 之 一 就 是 Cauchy 问题 唯一 性 的 研究 ， 这 里 最 重要 的 贡献 
应 归功 于 Zygmund 和 Calderon, W, Calderon[3], Calderon 和 
Zygmund[l]. 他 们 提出 的 奇 灌 积分 算 子 是 把 微分 算 子 的 直接 前 
禹 ,所 微分 算 子 理 论 的 巴 现 不 但 使 问题 深化 了 、 而 且 世 使 穴 此 的 
发 展 更 清晰 了 ， 在 某 种 意义 上 说 是 更 容易 懂 了 . 但 是 它 并 没有 绪 
R Cauchy 问题 的 研究 ，Fourier 积分 算 子 的 出 现 也 是 直接 与 这 项 
研究 相 联 系 的 ， 

A Cauchy 最 早 的 存在 定理 至 今 已 看 将近 150 年 历史 了 。 一 
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个 重 大 局 题 对 整个 数学 的 推动 有 如 此 之 大 者 ， 在 数学 史上 上 上 先 俱 不 
算 很 多 《也 许 储 微分 方程 的 另 一 个 基本 问题 Dirichlet 问题 也 
算 一 个 例子 )， 可 以 说 , 偏 周 分 方程 理论 几 百 年 米 在 旦 个 数学 宝库 
中 鳞 然 作出 了 形形色色 的 贡献 ， 再 其 核心 一 直 是 一 些 最 基本 的 也 
B LARGE. 本 章 的 计划 是 首先 介绍 抽象 形式 的 Cauchy-Kosanee- 
ckas 定理 ;然后 转 到 常 系数 方程 的 讨论 和 拟 微分 算 于 理论 的 应 用 * 
并 以 半 群 理论 的 简要 介绍 告终 。 至 于 Fourier 积分 算 子 的 介绍 则 
ERA FH. 

2. 抽象 的 Cauchy 问题 ， 对 于 常 微分 方程 的 Cauchy 问题 


= fs) 


: yl 一 0， 
我 们 可 以 采用 化 为 积分 方程 以 及 利用 不 动 点 原理 这 个 标准 的 手续 
来 解决 。 甚 实 , 化 为 积分 方程 还 可 以 如 下 进行 : 4 ye) 一 aO, 
网 由 初始 条 人 性 
yCO |" scat, 
把 原 间 题 化 为 
a) = / |, | ncn], 
黄 余 处 理 的 步骤 则 与 通常 的 教 本 上 一 样 ， 
对 于 Cauchy 问题 《6.1.1), (6.1.2), 在 化 为 方程 组 后 ,也 可 以 
HE 
^ — Au = f, t| os = 0, (6.1.3) 
AJE—" NAR. 是 一 个 向 量 ， 或 者 更 一 般 地 考虑 一 个 非 线 


性 词 题 


A — Au = fi, Au), ulis = 0, (6.1.4) 
这 样 ,我 们 就 得 到 一 个 * 算 子 系数 的 常 微 分 方程 > LR ARA D RC 
分 方程 的 方法 来 处 理 ， 因 此 ,我 们 令 
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r= an Ata 
di 


考虑 到 初始 条 件 , 则 我 们 形式 地 有 
POR f e "My 0)da 
代 人 (6.1.4) 即 得 一 个 “抽象 的 积分 方程 ”: 
"ORE |^ f evayio]. 


PREGL, Hr Hoe WIS t EELIXRESEREER, A 
此 ,我 们 不 妨 更 为 一 般 地 考虑 


"OR [a Jj KC, ov(o)da| ， (6.1.5) 


而 视 vt 为 + ARR KO4ESAUUIEXt—sdBbprgh, KCO, o) 则 取 
慎 在 由 EE 到 上 的 线性 算 子 空间 中 。 这 样 我 们 就 得 到 在 抽象 空间 中 
取信 的 函数 eG) 的 积分 方 稳 (6.1.5). 
但 是 对 于 (6.1.3), 4 是 一 个 微分 算 子 ,因此 很 难 找到 一 个 合适 
的 空间 EF 使 得 4:E E 是 一 有 界 算 子 ， 在 定义 了 所 以 后 ， 一 
般 也 不 能 保证 它 是 有 界 算 子 ， 更 不 用 说 一 般 的 核 KU, o) Y. 为 
了 解决 这 个 问题 ， 我 们 引进 Banach 空间 的 阶梯 及 其 上 的 奇 完 算 
TC. 
Yt so > 0 (ETHE s 一 十 ec) 以 及 一 族 Banach ZEX, hoeren 
适合 以 下 条 件 : 
XS Xp, 0L ms Esa. WAER PRAE 1. (6.1.6) 
则 {Xjocrs ROS Banach 空间 阶梯 。 这 里 的 例子 (也 就 是 下 面 
将 要 用 到 的 ) 是 : 令 量 为 C" 中 的 重 轴 域 (polydisc): Q, = {s = 
(estt taza) E C^; iz m d, PREX 
X, — ilz) fCO E O, nist B eT. 
Ifl = supl f€), (6.1.7) 


X, C X, 是 显然 的 ,嵌入 算 子 的 范 数 <1 ERRERA. 
BE T: UX, 一 UK 是 -一 个 线性 算 子 ,使 
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FEX’ >S Tie Xo (0c s n 
4 T€L(CX,,X,) ih. 
Tilen = Chs 一 Syt, (6.1.8) 
W]r$k254B8re ET. 对 于 (6.1.7) 中 的 Banach 空间 阶梯 ， 


* (=i; -,0) 就 是 1 阶 奇异 算 子 一 一 这 一 事实 其 实 就 是 Cau- 
chy 不 等 式 ， 而 癌 阶 微分 算 于 就 是 加 阶 奇异 算 子 。 (0517) 中 的 
U X, 就 是 在 < 一 0 全 纯 的 函数 之 芽 erm) 的 集合 ， 应 用 JE 


SERA 2- 就 给 出 了 抽象 处 理 Cauchy 间 题 的 一 个 合适 的 框架 . 


BARRER OM| | KC， oyvCo)ao| 对 :的 光 


REER, AARI Caeuchy-Koeareackag 定理 中 要 求 数据 与 解 对 
+ 和 对 其 余 变 县 一 样 的 解析 性 。 这 当然 对 涉及 不 变性 的 问题 天 有 
好 人 处。 然而 采用 抽象 形式 时 的 优点 正在 于 它 可 以 大 为 放松 和 w 
对 * 的 光 消 内 要 求 。 这 一 点 将 在 下 文中 看 得 很 清楚 

至 此 我 们 可 以 将 抽象 的 Cauchy 问题 陈述 如 下 ; 设 {Xsjocser, 
是 一 个 Banach 空间 阶梯 ; BR) = («e X,, < RY 由 证 
X, iios So ; f, €): L0, T] x Y BG,R) UX, 是 连续 函数 ; 
K(1,0): (0, T) X (0, T) 一 L(X,, X,) 也 是 有 界 连续 函数 ; 此 外 
重要 的 是 设 1f:[0, T] x BG, R) 0 X(0 m s sus) H 


Mfr a) — fr, vM = £0. ls — vlies (6.1.9) 


)€[0, T], æ, ve B(s, R), CDe LI'[0, T], 


MG, Ol, « E, MOE Lo, T] (05 m so). (61.10) 
fp 一 了 
并 在 这 些 条 件 下 求解 抽象 积分 方程 
viej =f g i KC, cjz(o)ae |， (6.1.5) 


并 要 求解 "9 在 :一 0 附近 对 * 和 连续 且 取 值 于 Xik0<5< n 


= 348 * 


3. Cauchy-Kosasesckan. 定理 ,Nishida 的 改进 ， 在 下 面 , 为 
简单 计 ， 不 妨 令 s = 1, 而 有 昌 作 变 境 变换 


c 9G) = [ie com Ye,  — o. 


于 是 4 = dr) P Es de 8 LA MORAES: 


mir) = elelr) lp ir), 
ECE, £) = Kid), d(o)], 
Flr,- ) = d'GOflé(zr), - 1. 
3k REC. 1.9586. 1. 10) 85 CC 和 M GO) 均 可 以 设 为 1 因此 ,在 
讨论 (6.1.5) 时 假设 CO M CO 均 为 有 界 亦 不 内 一 般 福 ， 现 在 提 
出 本 节 的 基本 定理 . 
定理 6.1.1 在 假设 (6.1.9),《6.1.10) CRDI BS CQ) 5 M Q) 19 
DEL 2.9991 
sp IKG, Olax — mo — (ell? 


üt Decet T 


之 下 。 必 存在 唯一 的 v(t)， 合 对 :在 [0, all 一 5) 中 连续 ,在 
X HRE. MLA S: a 时 适合 方程 (6.1.5) 以 及 


sup Ir KG, os(o)do| « R, (6.1.12) 


Os li) T 
这 里 # 是 (,T]rmpgyit 一 实数 ， 
这 个 定理 的 证 明 将 归结 为 几 个 引 理 ， 在 这 里 再 引入 一 个 Ba- 
nach 空间 的 阶梯 [E Josmar: 
E, = {#():[0, a) > Ya Xat) 在 TD， e(1 一 :)) 上 连续 ,而 且 


lell] = orca as OIRE 一 SA — ifall — $) o, 
很 有 明显 ,车 * Sb S Ti E EMERARA T ZG 1. 
引 理 6.1.2 设 a€ (0,T],ve E,,0-s Z 1,0 xr a(1— 
f)» 则 


lU Kli, ozfo)de| s Imal lelles (6.1.13) 
xXx d ECEVESEJT FHCO. LDR, 


8|H 6.1.3 i$ 4€(0,T],»7€ E,,0 Es — 1,0 Er a(l— 
PSU 
(Ilolle) — 172» 


< gallloll, 二 。 Jre ; (6.1.14) 
这 里 Co) = 7-01 s — oa). 

证 ， 由 定义 直接 计算 有 

[helen) — 740 


< lil. | t1 — cor" DG) — 37 a s asd do 


< Melle [4a — 2 07500 — 9 — a-tao 


= sll a= 5 [77^ ae 7^0 — 07a 


< Sall. T= SNEED 3, (利用 (1 寺中 YD 
KIW 6.1.4 i$ 4€ (0,7/2),0 «5 — 13,0 «i a(1— s), 
xs v 分 别 适合 wE E, lul, < E- ,ok Ens lella < -CR Æ 
áma 8ma 
《6.1.12) 中 的 常数 ), 则 有 
lr] C «e. eysCoyta| — 1| V KC, oso)oe] | 
C, | lela) — 2Coo Mas Do) — slde, (6.1.15) 


Xe) = cr afa), 
W g am jmo, voy 出 有 


He KC, oJutozo] — tlr, Kl, eeCoae] 
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tia 了 
一 2D | Kuda 十 | Keda| 
s9 PAM 
由 (6.1.13) 有 
f. t E 
(^ Kudo 十 | Kvdo| COR. s 0 inf sa), 
EL tj dy fj æ 


ML CL 


了 一 l, ten r, 


再 用 (6.1.9 并 其 中 的 和 BOO ER CA EIDRCO 111) 
l; |z» 1 KC, cx(o)do| — Í l^ t KG, oz(o)az] 


E] 


« Mt 


i= $ 
«C. S1 (360) — 17a) — (ruote 
fmi 5 
这 里 Sa) A NES za Co) = Sis fjal mug iis i —]1,-:*5,. 
令 # 一 co 求 极限 见得 引 理 之 证 . 
定理 6.1.1 的 证 明 归 结 为 证 明 映 射 
Gel) = tla Jj KC, cv(o)dc| 


是 E, 的 沫 个 闭 子 集 上 的 压缩 映射 ,a 充分 小 。 但 是 任 取 5&e O, 


T) u€ E, B. lel < 5,01 ori M s) 
nm 


l Gul. | Gel — fr, Dl + ifi Ol 
HiC6.1.100 CECIR BJ M O 改 成 常数 MARSA 6.1.3, 6.1.4 8 
1 py M 
l|GuCOll < 86mC usi — d Rc 2s eq E. 


IGal < 85mCilsll, + M. 


T ， R : 
Mo ae (o, T), we Ro Mel E. oe EL, Dl, <2- 
2 4ma Bon 


h K(1, o) (u(a) 一 wo)ao| 


时 Ge 与 Gv 仍 分 别 在 E,, E, HH 
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lll Gall, < 2€R 4- M, 
HGe'la < 2CR +M. 
用 上 面 的 方法 估计 Gu 一 Gr 又 有 
lll Gu — Gell; s Sam Ch — ell. (6.1.17) 
现在 E, PRIE S, — («€ Ens hella 所 R/8ma]1, WIR 436 
分 小 : 


(6.1.16) 


0 fT R 
< ( ) 6.1.18 
CT Z^ BusGCR-E MY ( ) 


由 (6.1.16) 可 知 6:5,— Se HiC6.1.17) 881 

llG« — Geh < CCR/2CR + Mle — ella. 
由 于 SXCEQCE, 从 而 是 一 个 完备 距离 空间 的 闵 子 集 。 所 以 G 是 
HEHEA, 从 而 有 唯一 不 动 点 在 5, 中 . 

以 上 我 们 在 S 中 找到 一 个 解 , 且 向 引 理 6.12, (6.1.18) 40 JERE 
适合 (6.1.12)， 上 面 提 到 的 不 动 点 的 唯一 性 只 说 明 在 $, 中 解 叭 
一 ,我 们 要 证 明 的 则 是 适合 (6.1.12) 的 解 唯一 今 设 是 这 祥 一 个 
解 而 且 对 应 某 个 ae (0, TT)， 因 此 由 (6.1.9),C6.1.10) 有 


re V Glo] —16. o] e tios oti 


he COM. ez 


c semel, e 


<ER p M (<e) 
— s a 


ss 1 
LLLL2CR M 
S a(1— 5) —1 1—s"' 


IJF 53/2, 由 |] - o 之 定义 有 


£ 
Well & Sep, (010 | BED 


x (De + 1-3) 
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JI ecR/a — 2b + M « R] 8mb M XAMR S ha m 
只 要 aint (Z, rey) B. 6 一 of/4 时 上 式 总 是 可 以 
PERL MAH a 适合 (6.1.18) 时 , 原 方程 的 适合 《6.1.12) 的 解 总 
ÉE S, Poad = ajA, BIS ESUEJH 24 s 适合 (6.1.18) 时 ,$5 中 的 和 解 
是 唯一 的 。 现 在 5 二 a/j4 当然 也 适合 C6.1.18), 从 而 5 中 的 解 是 
唯一 的。 定理 证 毕 . 

这 个 定理 的 畦 点 是 对 方程 古方 关于 z BIG S VES SK GR. T BT 
得 到 的 解 eG 对 * 了 地 只 有 连续 性 ， 但 车 韦 定 fz, #) 及 KG, o) 
对 :有 相应 的 光滑 性 时 ， 在 方程 《6.1.5) 双方 对 上 求 导 即 可 得 到 
v(D) 对 :的 光滑 性 ， 特 别 是 有 i 

#615 #(6.1.9), (5.1.10) (6 LIDE LETECH 
KG) Æl m Tue] 天 了 中 全 纯 , 而 取 值 于 LXE 
s « 0) m s Gus Ro ous ss luie C, lr 一 了 一 
BCs, Ry : 全 纯 时 ,1 一 > 1G.) 是 在 X» ria R9 P DRUK 
这 时 必 存 在 常数 = 以 及 唯一 的 e():[ee €, [e] -a(1—2] — X, 
C0 «sc 1 对 * 全 纯 历 且 适 合 方程 (6.1.5) 和 

CA Kt, zuo ER, 

v, 是 复 平 而 上 连结 8 和 * maT [x| < 工 中 的 曲线 。 


现在 将 定理 6.1.1 HA 6.1.5 用 于 证 明 Cauchy-Kopazxescgan 定 
理 ， 我 们 可 以 只 考 亏 执 线 性 方程 组 
. Bn 一 5 a, r, De 十 akt, xu), (6.1.19) 
PPM = 0 
的 情况 ,这 并 不 损失 一 般 竹 ,于 是 有 

E HB 6.1.8. (Canchy-Kosanesckaa), 设 在 Cauchy 问题 
《46.41.19) 中 ,aoswi 在 上 一 0 附近 对 上 连续 且 取 值 为 在 (nu) = (0, 
0)€ RH 附近 解析 的 函数 , 则 必 有 了 唯一 wl1,x》 对 :一 阶 连续 可 
微 , 取 值 为 x — 0€ R^ 附近 的 解析 函数 ,适合 (6.1.19)- 

证 。 采 用 前 道 例 子 中 所 作 的 Benach 空间 阶梯 {Xjocsm DÀ 
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Ra SH T. 8,,, 则 
fü, 9) = Y aki, x, HOt + ax, t), 


J-1 


i A98 (6.1.95,06.1.100.. XE e = bu, 由 初始 条 件 
ul = | v(o)da, 


Bl KG, o) 一 浊 。 显 然 满 足 46.1.1t)。 因 了 此 由 完 理 6.1.1 直接 可 得 
定理 之 证 . 

TIR (BERE a, a; 对 : 是 解析 的 (在 上 一 0 附近 ) 值 为 * 一 0 附 
近 的 解析 函数 , 则 由 系 6.1.5 立即 可 得 经 由 的 Cauchy-Kopazrenckan 
AE, 

O ERRER Cauchy 问题 首先 是 由 Yamanaka 提出 的 , 然 
后 和 由 Omesunuxos, Treves, Nirenberg 可 以 推进 。 从 形式 上 来 
看 , 它 比 Cauchy 原来 所 用 的 忧 级 数 法 要 容易 得 多 ,但 实 质 上 ，, 它 
所 采用 的 奇异 算 子 概念 是 以 _Cauchy 不 等 式 为 基础 的 .所 以 与 优 
级 数 方 法 是 相间 的 .这 个 方法 的 真正 优点 在 于 它 可 以 应 用 于 许多 
不 同 的 问题 ， 而 且 大 大 地 减弱 了 对 z 的 光滑 性 要 求 ， 第 一 个 看 出 
可 以 减轻 对 * 的 要 求 的 是 南 云 道 夫 , 他 的 工作 发 表 在 1940 4, A 
战争 关系 而 少 为 人 知 , 他 用 的 方法 是 Leray-Schauder 不 动 点 定理 . 
这 里 所 讲 的 基本 上 是 西田 (Nishida) 对 Nirenberg 的 工作 的 改进 
和 简化 , 所 采用 的 讲法 来 自 Goulaouic 的 [1] 《在 那里 有 详尽 的 广 
献 ) ,但 是 我 们 慌 设 的 条 件 略 强 ， 这 洋 就 避免 了 对 取 值 于 抽象 空间 
的 函数 花 更 多 的 力量. 

4. 抽象 的 Holmgren WH. Holmgren 关于 唯一 性 的 定理 指 
出 ， 其 有 解析 系数 的 方程 的 Cauchy 问题 不 但 在 解析 函数 类 中 而 
且 在 足够 光滑 的 函数 类 中 也 是 唯一 的 它 可 以 说 是 Cauchy-Kora- 
nesca 定理 的 对 偶 的 定理 ,因为 它 把 Pu = 0 的 唯一 性 问题 归结 
为 转 置 方程 Pr =F 的 存在 性 问题 . Holmgren 定理 的 抽象 形式 
也 是 一 样 , 将 问题 归结 为 一 个 对 偶 的 问题 . 因此 ,对 我 们 将 要 使 用 
的 Banach 空间 阶梯 作 以 下 的 规定 。 令 上 为 中 心 在 名 中 而 半径 为 
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* ERRAR: U {zE C^ ,sup| aima) 53, X, 表示 0, tést 
"Em EBESC Banach 空间 ,其 范 数 i M ls = supli * il. F, 20 


C 上 的 整 函 数 在 89, 上 之 限制 利用 l 完备 化 所 得 的 Banach 空 
[B]. id FF# 为 之 对 偶 空 间 ，{F?jerar 就 是 我 们 需要 的 上 升 的 
Banach 空间 阶梯 ， 它 与 {X pea 不 同 ,因为 RA w 
有 FRCFIG «3. 所 以 是 一 个 上 升 的 阶梯 . ap PC (Gu 


5) 的 转 置 算 子 (S -); Pto FAS < 站 仍 是 一 个 一 阶 奇异 算 子 . 
实际 上 , 取 we Fe 则 对 任意 的 je FUN 


(ei e) 


« Moli? " jl. 
| Oz; 


Li 
Piet : 


这 里 站 7. RE PT 中 的 范 数 ， mus 
[< 


了 2 | » 
Cmm nm et. 


情 得 注意 的 是 , d (O)C FICO <: x3) m Box HE A m i 
EAH. 

这 个 Banach 空间 的 阶梯 虽 与 前 面 介绍 的 不 同 (HERE EG 
到 ,定理 61.1 几乎 可 以 屎 宇 不 变 地 将 其 证 明 移 用 二 此， 从 而 这 定 
AEPA. KEE, 我们 就 可 雇 提 出 并 证 明 抽 象 的 Holmgren 
定理 如 下 ,这 里 我 们 是 对 线性 方程 组 提出 的 : 

EA 6.1.7 (Holmgren) E AG, r), AGa DG S 1+， 
9 均 为 KxX N 方 阵 ， 其 元 是 对 :在 [0,T] 上 连续 函数 而 取 * = 
0e R^ Wirt g mix. ee CHOT LZ (oa 
对 :一 阶 连续 名 微 的 N 维 向 量 函 数 而 取 值 于 Le CO)" 中 ,如 是 
0& R” 的 某 一 邻 城 。 若 
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bs 十 »3 Ailt, x), + dit, xju = 0, (5.1.20) 
i=l 
AEP T ) 一 0， 
RÆ re [0,8) 是 一 适当 小 正 数 ) 时 ，x 一 0， 
证 ， 在 证 明 经 典 的 Holmgren 定理 时 , 作 一 个 变量 变换 ( 即 苦 
名 的 Hohngren AEW) 
T=: + |l’ 
是 很 重要 的 ， 在 我 们 的 情况 下 则 将 用 一 个 截断 过 程 代替 它 ， 这 样 
作 , 可 以 容许 * 对 上 有 更 弱 的 光 谓 性 , 弱 到 很 难 作 上 述 变 换 ， 因 此 
取 pec CICR") 使 supppG2 CQ. CQ, 而 在 x 一 0 了 9 的 一 个 更 小 的 
Ra 上 p(x) m PER sG, x) 是 上 述 间 题 之 解 , 则 vti， 
x) 一 pG)ui, x)€ C([0, T], (4709), mE r 适合 


dv + > Alt, x)D.,r T oA, xrjv 一 fG, x); (6.1.21) 
PjT1 
s(0,-) = 0, ， 


这 里 f(x) Hou, x) 及 plr) REHE, ECI, TI, 
(4). 

这 样 令 KG, o) 一 过。 即 可 应 用 定理 6.1.1 而 知 (6.1.21) 在 
[F*Cw)]* rj fWE—R XH o = Qs 由 于 在 Eg) m 1, 
Ak Kz) dE o. E35 0, mf PG, € [4 (9)]" CL F2(9)]h.. 但 
Ros(2) 是 这 样 一 个 解 ，wE ET (RN, Bie, Holmgren 5E 
理 最 后 的 成 立 将 依赖 于 以 下 的 引 理 : 

Sim 6.18 WoE R 的 有 界 开 集 , @@ 为 R"'— s 的 相对 紧 
集 , 则 必 存 在 一 个 正 数 7 > 使 得 若 vE€ VOR 适合 以 下 条 件 : 
FE L> 0 使 对 C 上 的 任意 整 范 数 了 均 有 

to PH LsoplfGO) |, 


WjedE c p» 0, 这 里 
o, = (J tee C, sopls — ol < rh 


x co 
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v | WA 


WE. RERBA A) — K'exp( — E27), 2 — S, a 然后 
i21 
3r {E Eon acO 时 
inf((a — rF — y) 220, z —x-Fiy. 
因为 e€ [PCR], BrEÀ ek fa. 总 是 有 意义 的 ,而 
sup | Ce F3 C3)1 = supl(eGO ,fle — x» 


x Lsup supA?e 89727 —» Q g 
uem EG. 


ie. 


BU CexfOGD 在 zx€ 多 时 一 笋 朴 于 0, 而 因 BCR", 在 其 上 


fice 是 麻 光 核 的 变形 ,从 而 vv 一 0 于 如 上 .， 
把 这 个 结果 应 用 于 (6.1.21) 的 解 z BAE c. 的 尾 一 紧 子 集 上 
”至 0， 但 在 m Epto 二 1, 从 而 在 c, 上 * 关 0 而 定理 得 证 . 
以 上 我 们 用 Banach 空间 阶梯 及 其 上 上 的 奇异 算 子 讨论 了 解析 
的 Cauchy 问题 。 类 似 的 讨论 还 可 以 参看 Treves[3]. 在 Hërman- 
der [4] 中 还 讨论 了 Beudon 定理 的 证 旷 以 及 Goursat 问题 等 筹 。 


$2. H RAO HAA E 


1. 代数 学 的 预备 知识 . RNE AREL A EIC: Cauchy 
问题 时 ， 最 简单 的 情 癌 就 是 党 系数 方 释 。 这 时 可 以 用 Fourier 3E 
换 把 问题 化 为 一 个 代数 问题 。 具体 地 说 即 偏 徽 分 算 子 的 象征 的 和 根 
之 件 质问 题 .。 循 着 这 样 的 思想 。Cairding [2] 给 出 了 一 个 相当 完 
备 的 理论 ,我 们 先 从 讨论 代数 方程 根 的 性 质 开始 来 介绍 这 个 理论 ， 
我 们 所 需要 的 有 关 知 识 ， 主 要 是 ”Tarski-Seidenberg 定理 和 Hör- 
mander 的 一 个 定理 ， 

设 有 = l7ESE:€Csz(uun)6e Ct 的 多 项 
A PO, 2), T PG, x) 一 0 A 6 ES ROR PON £20 m x. 

P(1, z) = akay + a (0607 P os b amke), (6.2.1) 
ala sé 0, 
Bi d CHER dE ARE SU, pd x pm nG.c.3246)0- 
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ARITE SEA BEUR o JE v GJ PRSE, 因为 对 不 同 的 x 值 记得 的 1， 
不 知道 把 哪些 上 值 联 起 来 视 为 一 个 了 本数 uGO. — 当然 可 以 应 月 隐 
函数 定理 ,但 这 是 需 归 一 定 条 件 的 ,而 在 这 个 菜 件 每 到 满足 的 情况 
下 ,又 可 以 更 简单 地 应 用 Rouché EE. TEE (5.2) E P(A, 
5) = 0, (8 -D- P(r) 关 0， 可 以 找 公 s > 0 (i6 0 ec e — nl 
«se WB] PG,n)e0. Bocinle— 4] — 6), NARH 5 
10, 使 当 |; — 5| =e ffi 0 iu — enl «8 f| P(,z2)s250, W 
由 Rouhi TE 


iG = (x)! | 


r- Pfr, zr [P(v , 2} (6.2.2) 
It—fa[x6 Or . 
是 PUC, 2) 一 0 的 适合 [x — ml 8, al « e 的 唯一 
解 ,而 日 (m) = ww， 这 个 解 对 = 是 解析 的 ， 
上 述 条 件 表明 Cos m) 不 是 Pr, 2) = 0 5-5 PGu e) 2 
公共 解 ， 但 两 仿 代 数 方 程 有 公共 解 ( 亦 即 两 个 多 项 式 有 公 因 子 ) 的 
条 性 为 是 其 结 趟 为 9 《准确 的 陈述 可 网 Van der Wacrden ,代数 学 


[， $26, 31). P R -Č P HARE 
fd 


RCP, P.) = ai" I (i — n). 
Pu 
因而 我 们 得 到 | 
定理 6.2.1 车 Ri 2) 一 0 对 于 :没有 重 根 , 则 一 项 x 点 , 凡 
使 aRCP, PIGO 关 09， 必 有 一 个 分 域 使 在 其 中 存在 wm 个 解析 
画 数 02， ,tmz) 而 


Ples 2) = a) $1 G- nGD), se V, (6.2.3) 


i=l 


关于 代数 方程 的 根 可 以 作 一 些 很 有 用 的 估计 。 现 在 设 
akg 5 0, 


故 可 用 a G0 RZ PO, e) — "十 D>) ox) mm"1。 这 时 可 
i=1 
以 证 希 


EF 


Emm -—77- 


一 A 


引 理 6.2.2 对 上 述 方程 PU.) m (mm beo m 0 BR nO 
有 lae! « 2max | a4 A, 


证 : Hbc malal e RANE AATA a) | 1. n 
由 方程 有 
[zr] = |E aer] Litlir] t re 


[4 €t uer UU a&div| xg 


我 们 以 后 经 带 会 对 一 个 常 系数 微分 算 子 PCD) 考 虚 PE 十 
r0) = P(r ,5), 这 里 6 是 一 个 固定 的 * ERU ro c6 C" CR R7), 
di PO) 之 主 部 为 PAD) 则 将 P(E 十 rO) 对 t+ 展开 有 

PCE + r9) = PON” 十 
车 8 不 是 特征 方向 虽 Pw(8) 0, MRIH P.C) — 1 而 将 上 式 
写 为 


PCE v8) sm cU >, a, 
i= 


ai 是 的 了 次 和 多项式, 应 用 上 述 引 理 有 
- [ri s MCE + D: (6.2.4) 
车 8 是 特征 方 岛 , 则 车 PE 十 v0) 关于 7 URINARE ERIR 
数 恒 不 为 0, 一 定 可 以 找到 一 个 > 工人 使 
[zt EMCEE + 1). (6.2.5) 
应 用 3| 理 6.2.2, 订 以 得 到 以 下 的 
定理 6.2.3 设 ra r (4,2 99 1, c m). 分 别 为 方程 


vob Satin 0, r+ rid (62.6) 


T in 
之 根 , 而 且 存 在 常数 MMM,8 0f 
lal & M*, [aj — aj | M6, 
BÜUSPEE— ví 必 有 沫 一 个 5) 存在 使 In. oe S 2MPBVT, 
WU. WE va AA r: MERDE, HA 
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IEMET: + »E TE s SG 一 ajyk *. 


im] j=1 


但 由 引 理 6.2.2 A ril m 2M, dA 
TI Ir, — ri | m M"8 S277 e 2M Y"a, 
Pc] i=l 


AREH B3 m pP ERI P EE — B2 r — 0 XXE 
|v; — ve| e: 2M8'*, 

RAER RAIER Heldee 连续 依赖 于 系数 。 这 个 
结果 自然 失 之 太 能 ,因为 用 前 述 式 《6.2.2) 蕊 知 单 报 是 系数 的 解析 
衣 数 ， 至 于 包含 重 根 在 峭 的 请 况 如 何 处 还 将 在 下 而 讨论 。 现 在 我 
们 先 将 这 个 定理 应 用 于 常 系数 伪 微 分 算 子 PCD) (其 主 象 征 和 前 
面 一 样 , 仍 记 汶 PL) 而 有 

系 6.24 车 6 不 是 P 之 特征 方向 ， vO AG aeS 
程 PE 十 59) = 0, PG + 10) 一 4 的 根 , 则 

IraCE) — r£GD1 x MOE + 077, 

证 ， 不 站 设 PQ(8) 一 1: TÆ reri ROSE uC6.2.0 BS E 
之 根 ,而 且 a.a; C) 29 CBS PIX SIGN OLISSUQ CRg;— 1 
次 多 项 式 ， 责 存 在 二 之 0 与 8 > 0 使 

[aC SE EMCIZ| + DI, 
lag) — ai te)| « EMCIZI E 1)]77. 
仿照 定理 6.2.3 的 证 明 过 程 并 应 用 引 理 6.2.2 F c. 而 有 


JERO = RO SEM + DPM l2] + 0177 
i=] 


S 2"M"Clz| o D 
Iria 3E 24 RU EAAS 
[v4 一 vEGD I «m 2MCI|EI + 1». 

现在 加 到 定理 6.2.1, 在 那里 我 们 有 aoR v 0 的 假设 。 当 它 得 
REMER, G 对 # 是 什么 关系 ? 若 # 二 1， 即 为 二 变局 的 
多 项 式 Pt,，z)， 我 们 有 以 下 著名 的 Puissenx SECRET SC: 

定理 6.25 $ Ps) 29 — dE RE UC 6.2.1 ) os 关 0, 则 
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Pj nem ME ABI 


对 每 个 GO ARER o > 0 KE G0) Xp s? dg 0 uz qat] ort 
C8 通 当 取 ) 站 的 解析 函数 ,和 而且 有 以 下 展开 式 
n 一 GU NAER, (6.2.7) 
k=N 
WE. eR 在 z 一 0 时 可 能 为 0, E OH CCo dE 0 
[z| « 8 中 aR 55 0, TELE a G0 26 0, 作 变 换 ra (3) 一 w, 
Bj «e 3& & 
am 十 ` bj(z)w"7 —0, bj = ag la, 
UERBO Hist trati; mÆ? =ù 处 其 重 数 各 为 Mist" "a, Mh > 
Raie — 0 是 一 个 上 重 堆 点 ， 则 在 0 al 二 8 中 必 有 此 方 
程 & 个 很 与 w = 0 相当 接近 ， 任 取 其 一 w(x)、， 由 定理 “6.2.1, 它 
是 x 的 解析 呐 数 ， 故 在 绕 # 一 0 解析 拓展 一 周 后 仍 应 得 原 方程 之 
一 根 。 (REEXEO-Iz| 8 中 ,在 w 一 0 附近 只 有 产 个 很 ,因此 
拓展 POP o ARAR e. Eje m) fE0- [z|^ 8 
中 单 值 解析 而 且 有 界 , 信 而 


wat) = S east 
E) «C EUR | 
NON Mes 入 为 整数 ， 
从 而 定理 得 证 | 
式 (6.2.7) 称 为 Puiseux ZUR A Rd afe > ast, 它 也 
可 以 适用 于 = 一 co 附近 的 情况 ,这 时 有 
ns) = > ele? ys (6.2.8) 


RAI x0 Hc 02:4 jE a) 的 极点 ， 
Puisseux 展开 式 给 出 了 当 ER C- 000) Hp UI HR RN 


"3il. 


XX. WEC6.2.8) TR E — TOR 26 0 的 系数 是 ev, 则 
tjr) = enla *) CI E o(1)5. (6.2.9) 
Puisseux 展开 式 不 适用 于 2» 1 的 情况 ， 因 此 得 不 到 类 做 于 
(6.2.9) 的 渐 近 展开 式 ，、 而 它 却 是 至 关 重 要 的 ，# 1g, Terski- 
Seidenberg 定理 是 一 个 有效 的 代替 二 是 。TarskiSeidenberg 定理 实 
质 上 蚌 一 个 未 定 元 的 代数 方程 的 Surm 定理 的 推广 (关于 Sturm 
定理 ,Van 和 Waerden [1] 第 九 章 $ 69 中 有 -- 个 家 好 的 介绍 ). 下 
面 我 们 用 羊 代 数 集 的 语言 来 叙述 Tarski-Seidenberg 定理 ， 详 尽 的 
讨论 可 以 参看 H5rmander [16] 第 二 着 之 附录 。 
SHAKKAR” ARETE = (Ee tc. ED 的 代数 多 项 式 
PP), PPG = 1,2, 5, N)， 我 们 定义 
E, — (€ R”, PPG) = 0, o, PEG) = 0; 
PILCE) > 0, ++, PPE) > 0; 


PECES) > 0, o4, PPCE) ze 0). (6.2.10) 
于 是 给 出 
定义 6.26 LEE ERRA RH 
EU- UEy (6.2.11) 
称 为 半 代 数 集 . 


IRAT. FRAR AF ARAR ROS D FRAR. 
TR 328 YR ERjEGEÉJUEGE. 

定理 6.27 (Tarski-Seidenberg) 设 AC R^ x R” = ((£, 
1); EER, 1€ R"} 为 一 半 代 数 集 ， 则 它 在 R" 上 的 投影 4 一 
iae R",35, (5, 20 € AY 仍 是 半 代 数 靠 。 

RIIKE A= 105,3); PG, 1) = 0) Bt. XXE A 
邑 是 PGD — 0 ROSE HE uH. VEDI FBORERIIB , A 时 常 是 参数 ， 
而 我 们 的 间 题 将 是 讨论 PE) — 0 【对 参数 1 也 是 实 多 项 式 ) 有 
实 根 二 的 必 权 充分 条 件 ， 当 然 GE EG A) E A «1€ An AE 1€ 
4i B à 适合 有 限 多 个 条 件 E, crs Ex 30 (6.2.10); 所 以 PE, 
à) = 0 He 4 有 实 根 VASE ALD AERE 1 BOUERETÉ 


这 个 定理 证 了 明 的 实质 是 : EE E O0 EQ S (5 HELD 而 将 
后 者 归 到 参数 1 2p, TRET ERRE 4 的 实 系数 多 项 式 看 
作 扎 的 多 项 式 而 利用 讨论 一 变 元 的 Surm 定理 的 方法 :然后 再 对 
En rs En 依次 进行 。 但 是 ，Sterm 定理 是 将 实 根 的 位 置 闻 题 妇 
结 为 多 项 式 符号 变 北 ,所 以 我 们 先 引 进 讨论 符号 变化 的 一 种 入 号 . 

设 ROO... AGO Ære R 的 实 多 项 式 . 它们 的 实 零 点 按 
大 小 次 序 排 列 为 x. 2o xw. dd —00 一 xz 十 oo 一 zw 于 
E nandou ors 将 实 贺 民 分 成 N 十 1 个 区 间 天 一 
xa, x44.) (& —0,1,---, N). 其 EU 与 Ix GERE. 158 HH 
EEST h bA 不 变 号 , 其 符号 函数 之 值 不 变 汶 sgn£; (Hu. 
于 是 每 一 个 Pi(x) 对 应 于 2N 十 1 个 符号 数 sent, sgn£ Gn) 
一 1,-……-N)。 将 Dios PL 和 的 这 些 符号 数 排 成 一 个 QN. 十 
1) 维 向 量 , 则 其 元 尽 为 0, 土 ]， 于 是 对 应 于 h, 0,3 AAE 
i w = [sgnP;(x;) , sgnpA Ti)} = SGN(D,, 04t 52), 

i= l,e N10,1, f. N, 
qixibw2cdW. BERES., HERAA 0, c0 为 元 的 
KN +1) IETREEEIS 2G EM HH. fistre 之 SGNÓB, tts P). 
例如 若 sgnir) se 0。 则 必 有 l 
sgo; Clj-D = sgnP;CH i) 一 sgnP(x;). 
利用 这 种 符号 数 , 则 秽 如 x 所 适合 的 一 组 形 如 《56.2.10) 的 条 忻 
fix) > 0, e. PX) I, BOX) — 0, 

则 视 * 二 xi HE relh MEX 

sgnP.(£) = 1, + sgnp CA) s —1, ***, sgap, C — 0, 
rer HE l, TÆ Tarski-Seidenberg 定理 归结 为 

定理 6.2/7. 设 P. A), Ps A) GE E, A 的 实 多 项 式 ， 
EER, ae R”, 而 且 它 们 对 的 最 高 次 数 为 1, 出 对 一 切 ww€ 邢 

E = {16 R”, SGNCP(C - , 2), PCO:, 1)) = wi (6.2.12) 

均 为 半 代 数 集 ， 

定理 6.2.7 是 对 # — 1, ATE — E 叙述 的 。 其 原因 已 如 上 
述 ， 为 了 证 明 它 ,我 们 需要 以 下 的 
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Sim 628 $ a, e 50) 是 xeER 的 非 零 实 多 项 式 ， 
其 最 高 次 数 为 1,H degt, =i, WP 用 Petts Psa Pi 除 的 
SU £15 * 7: gll SGN(P,, P) 完全 由 SGN Pta Peas 
Pis Eo ccc 决定 。 

HE. 设 Fi PoavP amico g BUS ERE cx 
xw ORE o SGN ÈP tt Pn Pigo t’ 已 完全 决定 了 SGN 
G.S Pao P). MATARA Aure Past ZAFAR 
Aix, < Laa c xw) 余下 的 只 是 要 决定 
SGN(Cp,)。， 除 在 每 一 个 * 上 以 外 Pi 不 会 变 号 ， 内 而 在 这 些 点 以 
外包 是 单调 的 ， 因 此 , 要 想 决 定 p, 的 全 部 实 零 点 的 位 置 《 内 需 知 
道 它们 在 哪个 区 阅 (x, rpd) 中 或 是 否 与 基 个 r, 重合 )， 只 需 定 
出 sgap, Ce) 与 s8np( 土 co) BUT, S P, Bod E OCT COO 4, 则 
显然 sgnP,(—00) 一 sgn(( —1)'4), sgo? +o) = sgn4, 每 一 
个 zi, EM P; GAP; 之 零点 ， 内 而 sgnp(xi,) — sgn(g;Cn,). 或 
gn) uni Ae wEIB. 于 是 P(x) 之 实 零点 位 置 亦 可 完全 定 
Hi. 证 毕 . 

E 6.2.7 之 证 明 。 REA Po :己基 于 5E 有 的 最 高 次 
数 ? 以 及 已 ,… 只 中 次 数 为 上 的 多 项 式 个 数 来 归纳 池 证 本 它 。 
当 工 一 0 时 定理 是 不 足 道 的 . 设 当 最 高 次 数 p 或 最 高 次 数 虽 
?9 1, 但 次 数 愉 为 上 的 多 项 式 个 数 较 少 的 情况 已 证 明了 定理 . 

$ httk 3E THERE CRI] {14 E R™,degsP; = 7;) 即使 得 
Pi 关于 专 的 景 高 次 数 汶 n. I BOE 7; PORK O EZMA) 不 为 
0 的 4 所 成 之 集 , 当 然 是 半 代 数 集 。 当 4 变化 时 , degseP; 当然 在 变 
化 ,但 只 能 有 有 限 多 值 (不 超过 i 十 1 个 ), 所 以 只 有 有 限 多 组 人， 
不 超过 十 1) 组) 能 使 [16 R”, degP; = h) 非 空 ， 若 
它们 的 每 一 个 与 EC(6.2,12)) 之 交 均 为 半 民 数 集 , 溃 E 妆 然 也 是 半 
RAE, 

于 是 令 l=], = max; , ifa EE P, 写成 


PICE) — GOE” He e> 


我 们 所 说 的 交 就 是 
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UO) rs) 9*0, SGNOU 3), P6 AD = wo}. 
(6.2.13) 
用 只 :PP ER P 并 令 所 得 之 商 为 四 :fs 并 在 必要 
时 用 qu ZAREE, DRHE Ko tes 0529 1 的 
多 项 式 , 则 由 引 理 6.2.8, SGN(P,,--:,P,) 一 w 与 SGNCP ---, 
Ps Pis gu ttt go 一 tw 等 价 。 政 所 说 的 交 因 
[ige "q, 55 D, SGN(P,, -eP aP; 3513" SE) = wj. (6.2.14) 
但 PL PVP ans ZEBRA 一 上 或 虽 为 上 但 次 数 丛 
为 了 的 多 项 式 个 数 较 少 (P, 被 次 数 BIA AXE. nisu nS 
震 ), 歼 由 归 负 假设 ，(6.2.14) 是 半 代 煞 集 , 从 而 《6.2.13) 亦 然 ， 证 
毕 。 
因为 半 代 数 集 之 余 也 是 半 代 数 集 , 因此 定理 5.2.7 中 4 的 表 
达 式 之 习 可 以 破 为 ¥。， 所 以 ， Bn E = CELEO, Bü EE 
数 集 可 得 
lac R”, v£'e€ R^, 3:" € R", (E, E”; A)€ E} 
BEFRA., 采用 这 种 运算 ,对 于 RU" —i1(2,5.20) 中 的 半 
代数 集 王 可 得 一 个 重要 的 结果 : 令 
FCE) = supin; (5, 33 ME E] 
(车 右 方 为 如 , 则 规定 KE) = 一 co )， 我 们 有 
. 系 6.2.9 在 以 上 的 假设 下 HE) E R BEERA, ME 
次 图 象 (subgraph). 


F = ((5, 50: m S E (6.2.15) 
是 半 代 数 集 ， 

UE. F = ((5,30, Ye > 0, Ay > n 6,223,080» ,2)€ E}, 
然后 由 Tarski-Seidenoerg 定理 即 得 。 

现在 来 证 明 在 入 下 很 有 用 的 

定理 6.2.10 (Hórmander? $ fC) 让 有 上 的 半 代 数 通 数 ， 
则 R 必 可 分 为 有 限 多 个 区 间 (有 的 可 能 缩 为 一 点 ) 使 f 在 每 个 区 
HERI +00, ROSEA IER. XE x) 对 充分 大 的 x 守 00 
E AIRA EROS 0, 出 
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f(x) = AC o(1)), x o0, 
4350, a 为 有 理 数 . 
dE. 9 fíEFAu(62.15)8— Fr [A SRE,— TER 革 的 投影 也 
f — 3A PUBRCBS , 玉 而 是 有 限 条 个 区 癌 之 并 ,在 它们 的 余 入 上 开打 一 
一 co ， 这 个 人 尔 集 当然 也 是 有 限 个 区 闻 之 半 ， 五 的 余 集 是 半 代 数 集 
{fx y), y > Kx)) 它 在 R 上 的 授 影 当然 也 是 有 限 个 区 间 ， 它 们 
的 余 案 即使 f(x) 一 十 oo WARAKA, 除去 K(x) — to 的 
”区 癌 妈 得 f(z) 为 有 限 的 有 限 个 区 间 , 令 了 为 其 中 之 一 。 我 们 想 证 
明 在 了 中 ,最 多 除去 有 限 个 例外 点 ( 即 定理 中 所 说 的 缩 为 一 点 的 区 
间 )s f(x) 是 某 个 代数 方程 的 根 ， 
五 既然 是 一 个 半 代 数 桌 , 则 必 由 俩 如 
Bx, y)zm0,---, Pr, y) — 0 
XE X. EDI Pix, y) 写成 ?的 多 项 式 , 其 系数 为 的 多 项 式 。 
我 们 设想 其 *) 将 是 Pix, y) 一 0 的 解 ,为 此 就 应 从 中 除去 一 茹 
Pix, y) 的 最 高 次 系数 的 实 零 点 ， 因 为 这 种 点 可 能 使 fU) 变 为 不 
定 ; 为 了 应 用 隐隐 数 定理 就 应 除去 Pj 之 每 个 既 约 因 子 的 判别 式 ( 即 
该 因子 与 其 对 y 的 导数 之 结 式 ) 的 零点 ,这 就 可 以 保证 8 产 0; 最 
FUB ER EAA P; 之 两 个 不 成 比例 的 既 约 因子 的 结 式 堆 点， 这 
就 可 以 保证 由 稳 冰 数 定理 确定 的 函数 — fO & —1,2,---, K 
在 了 工 之 任 一 点 不 相等 ， 这 里 总 共 除 去 了 有 波多 个 点 ， 而 使 了 工 再 次 
分 为 有 限 个 小 区 闻 , 取 其 中 之 一 为 六 则 在 关中 Pry) = 06 一 
1,2, -, 7) 58 CT BERE HIPS y — 5460. H 
fito) “< hx) «oct xm hoo. 
有 曲线 y 一 (wx) 将 (x,y) 平面 土 的 带 形 {(x,y);xE r} 分 成 
LE ur 
Ux, y xel',y —hG)T, 
{Cr, yh x EI, fi m y « fin 
f(x, »)ix€ ' fa G8 < y]. 
它们 或 者 全 启 于 FF 或 全 不 在 FF 中 (但 最 后 一 个 不 在 FF 中 ,否则 由 下 


* 346 9 


之 定义 ( 式 (6.2.15)) 应 有 (#2 = 十 ce ，rf 了 而 这 是 马 经 否定 了 
的 .曲线 段 = f) (一 1， 2 天) 也 是 如 此 ， 至 此 ,由 下 
之 定义 知 , 在 中 x) 必 等 于 某 个 f(x) 而 这 是 一 个 连续 的 有 限 
的 代数 函数 . 

最 后 宗 下 的 是 要 证 明 渐 近 式 f[(3) — Ar Q 十 oC1))， WX 
E, r >o 充分 大 时 ,r 成 汐 半 无 限 区 闻 (xx, toe), E EGO) 在 
其 上 连续 月 有 限 , 则 它 是 某 个 二 实 变 之 实 多 项 式 P(x, y) 一 0 的 
根 , 故 由 Puisseux 展开 式 即 得 所 求证 的 结论 ， 定 理 证 毕 ， 

2. 双 曲 性 的 定义 和 双 曲 甸 项 式 的 性 质 . 现在 讨论 一 个 常 系数 
线性 偏 微 公 算 子 PCD》 的 Cauchy 问题 ， 六 设 支 柱 为 超 平面 《x， 
N) 一 0， 这 里 六 是 一 个 非 夫 向 量 ,而 且 超 平 面 不 是 特征 超 平面 , 即 

P(N) x 0, 
而 我 们 是 在 半空 他 Hir, N) 20 poR TE, WRR RTA 
BTE. 就 会 发 现 。 为 使 这 个 Cauchy 向 题 适 定 , 对 了 要 加 .上 很 
强 的 限制 . 

在 讨论 这 个 限制 之 蕴 汽 对 _ Cauchy 问题 的 提 法 作 一 些 说 明 . 
这 里 并 不 限于 常 系数 算 子 。 在 经 典 的 Cauchy 问题 中 总 是 分 出 一 
TRENE WEL KEMER P(x, D) 是 R 一 
[Gm x2) 中 的 算 子 ,而 不 失 一 般 性 可 设 N — (1, 0, 
0], Æ €x, NYS: > 9b EE Cauchy 问题 P(x, Du 一 了 4, 并 


在 + 一" 上 给 初 给 条 件 ČE] =o Qm, m, Rf 


谓 这 个 辣 题 的 5” 适 定 性 即 带 对 f€ CRH), pE C"(R), 44 
有 唯一 的 角 «€ CARH), EHE a A GN) — 5 为 支柱 的 
Cauchy 问题 均 为 5” 适 定 。 则 说 对 十 P, Cauchy 问题 在 N 方 向 上 
C^ 适 定 ， 

HER Cauchy 间 题 还 有 男 — $25: 

引 理 6.2.11 i$: = 0 对 D(x, D) 是 非特 征 的 超 平面 ， 则 
Cauchy 和 问题 在 1: 守 0 中 cC 适 定 的 必要 充分 条 件 是 ， 对 一 切 
f€ C"(R"") B. supp5 C R?*' —((6, 35; 222 0 者 ， 必 有 唯一 
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解 me cR) B suppi, Rgt! 使 得 Pu. > fo。 
证 .由 非特 征 条 件 , 方 程 Pw 一 了 可 写 为 
Diut $) as DEDI tt Ditu = f, 


CE i 
Ag 


昌 它 以 及 初始 条 任 可 以 算出 五， iel — (a rib m) s m. 
将 方程 双方 对 + ox 求 适当 的 导数 又 可 算出 ~ 二 D'# 在 :一 0 上 


的 值 。 而 且 这 些 值 线性 地 依赖 于 f 和 AR Os 1 m — 


1)8) KE RZ TAE. 
DEDE. 设 已 给 定 fü€ C7. suppfjC- R3", MA — H o, 


Ë 
Dhim 一 0， 于 是 以 初 值 TU! mo — 0, erm DE 


RU HRE Cauchy 问题 Pu = f (2220). PIAI AE E 
«€ C"(R2)5, WAE = 04b, « 2u 0 GAA 
称 为 在 + = o 处 是 平角 的 《Per Ẹ m =u G0), 0 
(Q0) 即 得 Pu, — f, 的 唯一 交集 在 R1". 中 的 解 内 ， 

FPE. 设 有 Cauchy 问题 Px — f, | m rnm 0,1, 

e, mod. 如 前 记述 ,可 以 计算 届 一 声 Dulo fH. PH Borel 

技巧 可 以 作 一 个 ecec"GUU) 使 Dulo = D ph Td 
sca — p, A Ps f Pp, Dv|i = 0, (Va). 于 是 容易 得 
知 f Pp 在 上 一 0 处 是 平坦 的 .将 它 拓 展 到 * <0 处 ， 令 其 值 
Ax, fF- IRTE RI" HAJAR hs TAE B BU 可 得 v eor iE 
tSo 的 限制 是 v, 很 明显 w 一 ”十 中 MÆ Cauchy 问题 之 解 。 

我 们 可 以 称 Peo = fo B) Cauchy 问题 : suppf CRZ", supp 
多 + 为 平 境 的 Cauchy 问题 。 引 再 6.2.11 H C” 通 定 的 Cauchy 
疝 题 可 化 为 平坦 的 Cauchy 问题 . 

为 了 证 大 关于 Cauchy 问题 适 定之 必要 条 件 的 论断 ， 迹 需要 
一 个 重要 的 

BI 8.2.12. i P(x,D)f)Cauchy 问题 在 非特 征 方 向 N 上 是 
C" X&3E R9, B 5E + 的 任 一 紧 集 天 必 有 常数 C 沁 0 REOR 
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0 使 得 对 一 车 wx ECRK H 


juja SC Pr|t, (6.2.16) 


这 里 |el|t = sup [Do]. 
MS 


证 . 设 je Cz, 对 及 — Hat" 用 Sede iE (HZ RER 
34.3), 在 那里 拓展 算 子 记 作 P})， 得 出 Sf € CERT"). 而 且 可 以 
Wb suppSjf CC V ,V eio n 因为 拓展 算 子 s 旦 连续 的 ?， 


AO EISE & I0, i ac> oA XE 0d -u 
feci 有 


1) 在 第 二 章 定理 3.4.3 后 面 的 注 中 所 到 Seeley Sg EREE RI. 现在 证 


明 如 下 ; 对 1E CR， 我 们 定义 
S) = D A GR - 258, x), (c0, 


* 
SGH — fa. x), tz40, 
4 METCR ET 40:9 在 0 HEE ly jfi Ar EAR UER EAR; 有 


È A425 = (—1y. 
为 正明 适合 此 式 的 和 存在 Eid p cp! 
> AyN2* (1y, j=0 1 Nel 
它 的 系数 行列 式 是 v andermonde HIA IA 
Mas y = n (LL. 


eese J] O + 25. Q 一 27) 部 是 收 前 的 , 且 丰 常数 C 与 < 使 


ji! CE ZEC, -«TI Q 一 255, 


P-1 i1 
Bri 
Itas se [T 11- 2717€. T e- += gy 
iet "m 
cU -83 -$iXA- n" 
ET m PU T 
P-a 
N— - 
TE lun c A 一 i C it 2 L Ae zE Ey IERTE E ES D 
jl l= 
izt 


HAARAA 
[She eC at- 


Fr BOSCSÉGENSMBURIBS fa AERE V h, 
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ISH: l 95 Ciji l2. 
更 在 令 uec, {=Pu EC, E= ShEC, 定义 
j= 8j t (1 — 6,28€ C7 Ce >i EEEN) 
8: = je), Gc C" 3 ra —1 Wu I, e o R G aa 
super, Wf ZZEE «ern. HAPE Cauchy 间 题 的 适 定 性 
某所 得 出 唯一 的 x, € C", suppe Cf s a). 使 Pu, = f 因为 
太一 了 于 :>0 处 ,应 有 号 一 # 于 上 >0 处 ; 坡 
jaft = Jeg €- ule (6.2.17) 
由 关于 POE Cauchy 问题 为 适 定 的 假设 ,知道 了 是 Fréche zm 
iR] E = {uzu € CORT upped app 到 其 自身 的 连续 的 单 
满 射 , 因此 由 江上 映射 定理 ，P 5 — E 也 是 连续 的 ， 利 用 王 中 的 
FERA Dog ed HE C MR k S 0 ARRE RK 使 


sup|s,(2)] «& C sup | D'Ps C] (6.2.18) 
利用 (6.2.17) 有 

Iud, < CI la, ECR (6.2.19) 
另 一 一 方面 ， 24 s -— 0 Ht, Itl leie E 对 为 fa — g —6.(f— E) 


而 且 8. 2 x Hen 0 mre. Ermo EER 代入 
(6.2.19) 8-4 
LIMES C'l, 
然而 8 二 5f. H. S 是 连续 的 ,从 而 有 
[zt s C |Paul, 
现在 就 可 以 给 出 基本 的 结果 了 : 
E 06.2.13. 设 常 系数 线性 体 逢 分 算 子 POD) 的 Cauchy 问题 
在 NN 方向 是 适 定 的 ,这 时 必 存 在 一 个 与 无关 的 沉 数 v. 使 得 对 一 
E EER"! PREG [mr ov, Hj T, 
PCE + ND) x D, (5.2.20) 
WE. Kiin UAE ON —(1,0,:--, 0)， 由 引 理 62.12, 
fon (E 1E BU A ERR -H RRE K AF dcs I AETRE EE RA, 一 个 党 
dC 0 UR- T EIE K 使 得 对 一 动 &E C'CR' 2, 22 supp C 
«350» 


R” BU 
sup[uCx) | s; € sup | D'PCDOu(x)|, (6,2 213 
i v 


设 若 有 复数 使 得 对 某 个 EER 有 PE, 0) 一 C, r 
£ 1T(62.200chBg E+ rN, EIME E eR", Bil t —(£,2)), 
今 证 必 有 某 个 r 存在 使 Imr S re FEED. PERDE T = 一 名 
AEA lmr > yo 于 是 可 以 设 imnr c0, H (6.2.20) 村 K = 
la j}ER", dn &GO0 — ee :90),Xx B. 60) ECR) 1 


FRIES 1,: sc 0 B2 0,429 (2 dE (zm A IER PC(D)« = 0, 


HB w(a》 一 1， 所 以 
] « C(CI 4 |z| 关 er 
取 对 数 即 得 : 当 PE, r) 一 0 hf, 
biog(l + [D+ € & Imz £09, 

但 若 将 5 分 为 Rer,Imr, 而 视 CE, Rer) 为 参数 , 则 imr 是 实 多 项 
X [PCE 一 O BS5C IB, PRU h Hirmander 定理 (定理 5.2.10)， 
它 应 与 Umr) 同 阶 而 不 可 能 与 log 《1 十 Iti) 同 阶 ， 证 毕 ， 

由 于 这 个 定理 的 重要 性 ， 我 们 应 将 适合 它 的 一 类 党 系 数 钱 性 
仿 微 分 算 子 分 离 出 来 而 有 
| XX 6.214 (Gürding) X; N —(1,0,---,0) CK E PCD) 的 
特征 方 同 ,而 是 .适合 (6.2.20), 则 称 PCDO 是 六 方向 的 双 曲 型 算 子 ; 
PCE) 称 为 双 曲 多 项 式 。 

定义 6.2.15 XE POCO 对 于 5 的 最 高 次 项 不 依赖 了 (5 ……? 
£5, 而 和 且 适 合 C6.2.20), 则 称 PCD) Æ N= C1,0,**-, 0) 方向 是 
Petrowsky 3&5E BJ. 

例如 对 被动 方程 口 x 一 0， 


PE EIN) (tr) 2 8 


Gk JU BET RIEN = C1, 0,---0)), itl. PE 十 rN) 一 0 有 
r= (M gy — Bs 


i=l 
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ffi Imr 一 0， 因此 波动 方程 在 N 方 向 是 双 曲 型 的 。、 对 于 热传导 方 
程 ， 
PGE ETN) m KE) NE, 


aL 


以 而 


EN [mr 一 5, Ez 0, 但 


3-1 


P + END) =i — D) S, 
m 
t = i ($ 8) + s. Imr = — Xs, 


mr 
3X SCR SIS E EEA TSIRORC6.220), D EdfESOETRENOE 
向 是 Petrowsky 送 定 的 , 但 在 —N 廊 向 不 是 。 3X GRADE 
它 的 正 向 Cauchy 问题 为 适 定 而 逆向 Cauchy 问题 为 不 短 定 ， 对 


于 Schrüdinger 方程 273 — Au = 0, P(EX«N) 一 — (Etr) + 
I 


Dn, 故 Imr — 00, WEENR 一 N 方向 均 为 Petrowsky 适 定 
imi 
By. 

从 这 些 例 于 可 以 看 到 定义 6.2.14 7 6.2.15 对 Cauchy 问题 的 
适 定性 有 密切 的 关系 。 但 在 讨论 这 个 问题 之 前 ， 先 讨论 双 曲 多 项 
式 的 一 些 代 数 性 质 . 

EM 6.2.16 PO) 在 闵 方 向 是 叉 曲 型 的 ， 则 在 一 立方 向 
世 是 , 它 的 主 部 在 六 方向 也 基 束 明 型 的 ， 

WE. PCE + rN) — 0 的 闫 个 根 的 和 是 点 的 线性 函数 或 者 是 
9, 因为 PCE 十 TN) 对 5 的 展开 式 是 PCN)r” RV PON) om 
0。 但 这 个 和 的 碰 静 不 小 于 mre BETE RIBONE SD 1e DOE EX, xx dE 
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不 可 能 的 ， 因 此 有 > Imr; - cons, 由 假设 ,每 一 个 mr; Y. 


所 以 必 有 一 个 有 限 数 7 使 每 一 个 [mr Sr, 或 Im( —75) Z 一 
v. 4B. 一 三 是 PC 十 区 一 如 2 一 0 的 根 , 从 而 了 对 一 N 也 是 双 曲 
型 的 . 
BEXT Ps 的 论断 ， 我 们 有 
ATUPE + MY) — PCR + ND. 


式 左 的 根 全 在 带 形 也 = flm Yi 中 ， 由 定理 6.2.3 3 5808291831 


TRA 1 sel 的 根 全 是 实 的 , 因 
E P. 也 是 双 曲 型 的 . 
出 定理 后 一 部 分 还 可 得 到 一个 推论 : 对 于 齐 次 多 项 式 PCE), 


e + . co > 4 


RHEMP PE + rN) = 0 只 有 实 根 ， 

这 时 当然 就 有 一 个 问题 ”向 PCDY 的 主 部 PD) JO gl? 
的 ,PCD) 是 省 也 是 ? 一 般 说 来 ,答案 是 否定 的 ，Svensson [1] 已 有 
了 上 反例 ,但 是 在 一 个 重要 的 情况 下 它 却 是 下 确 的 。 这 就 是 

定理 6.2.17 项 Palë t rN) 一 0 只 有 相 异 实 根 , 则 PCD) 是 
双 曲 型 的 ,这 时 称 PCD) 为 严格 双 曲 的。 

汐 了 让 骨 它 ,需要 以 下 的 

引 理 6.2.18 洛 呈 为 严格 双 曲 前 , 则 必 存 在 常数 C>> 8 使 对 
seRr， reCHE |Imrl ^ 有 


[PCE 十 ND Z8 C |Ime (Ei 十 Inl Y, (6.2.22) 
WE. 因为 PQCEROTNO BARERA, MAE 62.1 可 以 
设 它 们 是 所 的 解析 函数 1050, 7. s ED, TU H.E DX Ar RE 


PQCE - END) = PUCN) I (7 — r5). 


Uo Jerem 


= [PAD S [r — KE) GC, E), (6223) 
i7) 


* 353 5 


Gr, ë) = [T I — &4(O01. 


k*: 


Gí(r,E) E (Ep) e (R° x C088 20» 一 1 次 齐 次 多 项 式 , 而 
且 »3 Gir, £) && 0 (CE, D) = 0), AEA (62.23) PRERA 
让 一 上 


上 
P, XE imei CIE! 十 Eel 907. 


a-m, < COL re, Hel 
er 


IPLCE 十 END) | zx Clim (El 十 de], 
但 对 C 充 分 小 面 IImzl > È j, PuCE 十 rN) 是 PC 二 IN) 


主 部 ,从 而 引 霸 得 证 
定理 6.2.17 的 证 朋 ， 令 PC 十 IN)  PLCE E END E O+ 
TN), 则 因 基 次 数 不 超 过 一 1 的 多 项 式 , 而 有 
oc +N 所 COE + IDT, 


因此 当 |Imr| = 二 而 C 充分 小 时 ,Ps 是 了 之 主 部 ,从 而 由 引 理 


6.2.18 知 
IPCE + zND| = C|ImriCIEI + 1012" * 7 0, 
定理 证 毕 . 
对 于 双 曲 型 方程 ， 特 征 锥 面 是 一 个 重要 的 概念 ， 以 下 我 们 特 
型 融 要 它 的 包 售 了 方向 六 的 一 个 连通 分 支 ,并 记 之 为 
I(P, N) 一 EC R^", P,C2) 750] 的 包含 
N 的 连通 分 支 . (6.2.24) 
T(P, N) 自然 是 开 锥 形 集 ， 在 疲 动 方程 的 研究 中 , 我 们 称 指向 特 
征 锥 内 的 方 庙 为 时 窄 方向 ， 而 一 个 超 曲 面 着 各 点 的 法 线 方向 均 为 
时 向 的 就 称 为 空间 面 ， 以 空 向 面 为 支柱 的 Cauchy 问题 是 适 定 的 . 
这 些 鬼 盒 对 于 一 般 的 常 系数 双 曲 型 方程 也 都 是 成 立 的 。 很 清楚 
T(P, N) 的 边界 是 特 钙 锥 面 的 一 时， 其 内 部 的 一 切 方 向 我 们 将 证 
ERRESA 相 灿 位 的 性 质 ， 因 此 与 时 向 方向 是 很 类 亿 的 ， 有 基体 
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B MEHET T(P, N) 内 的 方向 是 稳定 的 , 即 有 

定理 6.2.19 T(P,N) E—"r Rh nE PCD) 对 T(P, N) 
HERA Ea TEE. 

为 了 证 有 明 这 个 定理 ,我们 需要 以 下 的 结果 ， 

引 理 6.220 rT(P,N)--IEC€R^"N0, P(E t rN)=0 

只 有 严格 负 根 *}. (6.2.25) 

UE. iA LW$—— CHIRE R pI E Tr, WB 
T= 0R EEr RE Pw(# HIN) 一 0 之 根 , 故 PQOD 0, E 
然 还 有 和 NET'。 现 证 T'CT， AGHAR T AART. EA 
切 地 说 , 我 们 来 证 明 若 £ ET， 则 连接 5 与 NET 的 " 线 展 ”1 一 
WE + OAN 也 在 中 ,这 里 Oa md, 事实 上 作 因 式 分 解 


Pals + eN) = PAN) ]] Cr — 00). n 0 


(注意 ,我 们 不 能 说 Pw(# 十 EN) 一 0 BU nOD) — 1,0. m) 
E E HA, 理由 见 定 理 6.2.1 前 的 说 明 ， 但 一 切 rE 的 对 称 多 
HARAXE E DEAR ,我 们 有 
PaL TINY = PQLE + uN + rN) 
一 PON) II c +r — 1r(s)), 
a=l—i, 
显然 它 的 根 邵 一 49 e0, HETT, 

为 证 明 TCF ,我 们 征明 OT Cor, $ Eear EEr, MAT 
Pu 舍 十 ri 一 0 不 可 能 只 有 严格 负 实 根 , 但 作为 齐 次 双 曲 多 项 式 
它 又 只 有 实 根 ( 定 理 6.2.16 的 推论 ), 由 于 根 连 绪 依 赖 于 系数 (定理 
6.2.3), 知 它 必 有 至 少 一 个 零 根 , 亦 则 Pet 一 0。 因 此 £ € OT 而 
引 开 得 证 ， 

BÆ 6.220. 设 了 在 总 方向 上 是 双 曲 的 ， 则 对 一 切 mn& TP， 
N) 有 

P(E + TN + an) 556 0 Unt Z Ya, Ima & 0, £c Rh, 
UE. AE Ima — 0 ER, RE un AHS E HRES RE 
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之 证 .再 看 Impe 0, u” 的 系数 是 Pal) 90, 所 以 方程 PCS 十 
TN + xq) = i HT sBgITECORE. 234 imt < oz kh EA 
Im < 0 的 根 个 数 也 不 会 三， 办 为 根 是 连续 依赖 于 系数 的 ， 所 以 
若 有 一 个 很 从 Ima 0 变色 半 平 面 ma 之 0 中 ,一 定 有 一 个 
Tt 适合 Imr < y, 而 使 相应 的 上 适合 Ime — 0, 但 这 是 不 可 能 
的 ,因为 把 这 个 向 e E, 上述 适合 Imr cov, 的 7 将 与 (6.2.20) 
矛盾 ， 今 设 这 些 根 的 个 数 不 为 0, 并 取 [71 充分 大 而 e ir, WA 
E 


PCE d rN + uq) = 0 x cUUP(E M CON + 132) = 0, 
4 Imr 一 一 如 将 有 PN + in) 一 0. Mmi 6.2.20, 1 25 
严格 负 ， 但 由 一 ir 有 img = Abnz, 而 Inr 一 一 o 从 而 
Img — +% 而 与 Img — 0 FJA, 

定理 6.2.19 的 证 明 . 设 O5 €TCP, N), Nite A Po) 2 0, & 
WERE r, 存在 使 得 Imt < or, 时 PCE -+ rat, 为 此 先 证 明 
M sl oo PE 5 十 8N 方向 上 是 双 曲 的 。 EXE H e> ok 
Poln E EN) Æ 0 (31H 6.2.20 指 所 , 当 Pug + eN) = 0 时 必 有 
€ « 0), imm5|38 6.2.21 XË: 

P(E + rin + END) DD, YB Im(er) < Ya Imr ez 0 Bj. 
因 些 , 当 Imr « infCQ, rde) HERRY, 而 a+ 8N 是 双 曲 方 
向 ， 这样 国 定 了 55, 并 以 n — sN E 8, 25 6 TEZEIRI. y — eN € 
F(P, N)， 因 此 (n 一 eN) + EN — » ERAH. T(P, N) 为 
Ph) EET EL 05 RES HE 6.2.20, 

不 但 双 曲 性 对 于 TCP, ND. pia eui E 89 , PIRE OU EB 
性 也 是 这 样 。 事实 上 我 们 有 

定理 6.2.22 若 P 在 N 方 向 上 是 严格 双 下 的 , 则 它 在 TC(P,N) 
之 一 切 方向 上 都 基 严 娩 双 曲 的 . 

证 . RSEN, Rii Pa 十 TN) 有 相 蜡 实 零 点 而 且 由 定理 
6.2.1 可 以 分 解 因 式 有 


P(E + TN) = PAON) I (r rE. (6.2.26) 
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Mp ERAN Dj, PARS CC BIT Po 十 rN) = 0 的 根 
一 一 4， 因此 若 补 充 定 义 (N) 一 一 4, Tj(#) XM eR EE 
5. 现在 取 尾 一 «€ TOP, NJEN 而 证 明 Palë oum) — 0 对 
ERARA. (Bm(220)H 
PrkEs 十 pa) = PSCE t pn t oN) 


= PAN) TT nE + m. 
ET 


很 容易 看 到 r0) XE E WRA E HUC BEER nC 3 E eRT 连 
HA 


TE + aq) = gti (& T n) ~ grim), n9 ko, 


然而 由 引 理 6.2.20, rC) « 0, MOS s oo Bj, ri CE 十 un) 
二 9。 青 用 一 次 引 理 6.2.20, rE) < 0, 而 当 wm 一 co 时 , rE + 
um) — 十 500, 因此 一 定 有 一 个 之 0 使 c(E 2m) 一 0, 记 一 
B0, 因此 Palë + um) = 0, 

最 后 证 明 当 5 ranh ER pj 全 相 异 。 WR dE y= 
By = pi kR) pH ps 的 定义 

TE + um) = 1.5 + ep) = 0, 
从 而 P,CE 十 agt TN) — 0 GER r= n E t um) 一 E 十 
um) 一 上， 但 除非 十 anliN, PíCE 十 m 十 TN) — 0 不 会 有 重 
Hik $+ um 一 AN, 而 由 lEt pan 又 有 
PaE +H un) = Puli + pm + oN) 


= Pa(—N) E] aë + e =o, 


亦 即 P,CAN) = A"P,CN) 一 0， 从 而 或 者 Pal N) — 0 RHA 

om £F up 7 0, nll£. BAARNT. 

3. 基本 解 与 Cauchy 问题 的 适 定 性 . 现在 回 到 本 节 的 中 心 问 

E  P(D)ec-4 的 Cauchy 问题 的 适 定性 ， 我 们 将 Cauchy 问题 

表述 为 平坦 轩 Cauchy [R]ER, 这样: 它 的 适 定 性 将 归结 为 造 出 支 集 

有 一 定 眼 钢 的 基本 解 ， 因 此 我 们 将 从 关于 基本 租 的 讨论 人 竹 . T 
， 7 


先 我 们 有 

定理 6.2.23 X; P(DO (EN EU E Petrowsky 适 定 的 , 则 它 必 
有 基本 解 E.H suppECi(xz€ R^", (x, N) IU. 

证 。 不 失 一 般 性 仍 设 N — (1,0, 4,0), & v T) 是 
PCE 十 tN) 一 0 的 根 , 我 们 有 


PE +N) =c I Cr — 6G» 
3-1 
因此 
1PG + rN)| > e TE Hime — tmr. 
i=] 


但 因 EE P(E 十 TN) = 0 的 根 , 数 由 定义 Imr) Ze Yos FR 
AR rA mra yo， 则 对 这 样 的 F，P(E + rN) 5 0: 
[P(E + tN)| > c ]Imr — 7,|? 
MERA FRREX—- TAAN Fe. 


(iY f dir, E) 
Cp,0) = (E) Ea. pec, C6227) 


这 里 ， 积 分 是 在 r= b Hir 上 进行 的 ,> 是 小 于 yo 的 常数 。 这 
是 一 个 Fourier-Laplace 变换 在 0 处 的 值 ， 国 为 f(r, E) XE (E, 8) 
RARE, 分 母 双 是 一 个 不 为 0 的 ?次 和 多项式, 所 以 它 是 收 伍 的 ， 
而 且 由 Cauchy 积分 定理 知 它 的 值 其 实 不 依赖 于 >。 

因为 PCD) — PC—- D), AUHEN 

(FC-D)F, p) = CF,PUD) = Q:07*| éd 
= (0), 

所 以 若 令 E =F, E P(DD)E = 6, BEDAK. 

现在 讨论 互 的 支 集 ， RTE suppFC- R2", 令 pe 

C 民 生生 7 做 和 大 (6.2.27)。 E Paley-Wicner 定理 ,得 知 必 存在 一 个 

atr C du 


s exp(xa ) di 
KE.) «c. cre, | auderem. 
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a= if £750, 


(rB esuppm 


因为 [6.2.27) 之 值 对 7 Y, 53 Y OR, 故 可 令 r~o 来 估计 
EREA (Fp) = 0. 因此 suppFC Rf" 得 证 ， 
双 曲 型 算 子 是 Petrowsky 适 定 算 子 的 特例 ， 所 以 它 也 有 基本 
租 ,而 对 这 个 基本 解 的 支 集 我 们 有 
定理 6.2.24. 若 PC(D) 在 N 方 向 上 是 双 则 型 的 ， 则 必 有 唯一 
基本 解 E ERE T(P, N) 的 对 候 锥 
T*(P, N) = {rE R", r, E20, ECT(P, ND) 


H, 
UE. 利用 定理 6.2.23 BAPO) 有 一 基本 解 E: 


(É, e) = Q7 [a dE, Imr = Y < Yo, 


着 的 支 党 在 ÉtU 中 。 由 引 理 6.2.21, PCE -+ rN + iq) 9 0E 
3 是” 十 1 维 向 最 ， 而 E+ ineR™ — ir, N) $0.0 是 
qx) 的 Fourier-Laplace 变换 ， 从 而 是 E +i EAA # 
$C + in, r) 写作 PEt TN + i3), W 

E 十 inl (E + vN + in P(E + TN + iq) 
ER — ÁT(PQNOHmBUAERRGEE. ENKA E Masi e2- 
TN 写 为 十 ?YN( 在 积分 域 上 Imr v < Yo) 由 因 式 分 解 可 得 


[PCE + iTN + i)| = IPLON) IT Gr 一 rE + iq) 


zx EN) Hi [Imir 一 Imrj| 
imj 


> |PugCvVJ|17 — vM, 
对 前 应 用 Paley-Wiener 定理 有 
| C£ + ivN + iln) 
< cap HAYN + tg) 


CTET 寺 Ta| 十 [Dr 


这 里 
HÈYN + Aq) — sup Cx, YN + 1n», 
x sippe 
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利用 Cauchy 积分 公式 可 以 改变 (6.2.277) 的 积分 略 径 : 
CE, p) = (a) fren ET TOUS dë, (611.8) 
EcR"", rmv, AD, 
现在 我 们 证 明 suppE C P*(P, N), JRBB suppF C(x € R^", 
xcmg*O0, ErP, 六 ， 为 此 取 p € Co 使 supppccix € R7", 
xen > 0, q € T(P, N)). 代入 (6.2.28), 注意 到 它 的 值 其 实 与 X 
无 关 * 故 可 令 i 一， 而 有 
H(YN 十 Aq) 一 Sup x. YN + ln) — — 0, 


于 是 可 得 


村 
T 


(F, p) — hh, 
Mfr EBIEX BUE SIE. 
最 后 证 明 这 种 基本 解 的 唯一 福 ， 注 意 到 、， 两 个 支 集 同 在 半空 
iH RI” 中 的 多 ' 广义 一 数 是 可 以 作 着 积 的 , HORE E 5s E, 是 两 个 
这 样 的 基本 解 , 著 虑 EXE, 我 们 有 
P(DO(E x Ej) — P(D)E x E, = Bx E, — E, 
= EXP(D)E, = Es 6 — E, 
因此 E 一 E, 
总 结 本 节 的 全 部 结果 ,我 们 可 以 得 到 以 下 的 基本 结论 : 
定理 6.23 以 下 三 个 命题 是 等 价 的 。 
i) P(D) 在 N 方 向 的 Cauchy 问题 是 C” 适 定 的 ; 
i) PCD) EN Bb inj otii la ; 
ii) PCD) (0E — Bd AE REGE ERE E SEC HR, 而 且 CN{xE 
R^", (x, NY < 0) — {0}. 
WE, i) — i) SEE 6.2.13 已 告诉 我 们 (6.2.20) 尖 Imr < vu CAE 
一 常数 ) 时 成 立 。 余下 的 只 要 证 明 交 是 非特 征 方向 ， 不 失 - 一 般 颖 
Ji ON 一 人 1 0, -0), 设 丸 是 特征 方向 , 则 将 PCD) 写成 
P(D)se Y «DD: 


ao [ad cos 
后 ,应 有 ey m. ZR Cauchy 问题 
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Ou 
Ot |: 
E PO) ERRAT: e dei =m, dü] u -— 2" TREA E 
SEM. n PCD) 的 Cauchy 问题 解 不 可 能 是 唯一 的 ,因此 也 就 不 是 
C” 适 定 的 。 当 PLD) 不 是 齐 次 算 子 时 。Hirmander [4] 第 五 章 也 
HT-A EEE MZ, PD) 对 立方 向 是 双关 的 

n) — iii) BDE SB 6.2.24. 

Hii) BPO) ARAR E, BEZE Rf" WX xu 
的 Cauchy 问题 PCD)s = f, f € CE( RT, E wj € ceS) ifii 
县 P(DXEs«f)—P(D)Esf — 8*1] M u= Exf 是 它 的 
Ht. XX CNEOAREME— ARAARA Wein. 令 一 # n. R 
v € C;(R2") 日 P(DO)v — 0, 因此 除 互 之 外 还 有 其 它 的 基本 解 
五 十 # 而 与 恨 设 的 基本 解 之 唯一 性 矛盾 .定理 证 毕 ， 


PODY- 0, =0, 7 ni ^, m — T, 


$ 3，、 变 系数 双 肝 型 方程 


1. Cauchy 问题 为 适 定 的 必要 条 件 . 上 曾 我 们 对 常 系数 偏 微 
分 方程 得 到 了 Cauchy HA C* 适 定 的 充分 必要 条 件 是 : PD) 
是 双 曲 型 算 于 ， 当 我 们 稍微 向 前 ， 想 把 这 个 结 旨 推广 到 变 系 数 情 
WIARE TRARRE., 下 面 我 们 只 能 证 明 ， 严 格 双 曲 性 是 
Cauchy 问题 为 适 定 的 充分 条 件 。 但 关于 必要 条 件 帮 有 完整 的 结 
困 , 册 下面 介绍 的 Lax-Mizohara 定理 (出 Lax[1], Mizohsta[2]). 
定理 6.3.1. 设 P(x, DO 为 具有 C* ACE Ud có CT, 
x ER, x = (5x, 771, 则 它 在 非特 征 方向 NN = (1,0, 7, 
0) 的 Cauchy 问题 为 和 ” 适 定 的 必要 条 件 是 : Pu(x,rE) 一 人 对 
于 & eR", x EReit。， 只 有 实 零点 
证 ， 引 理 6.2.12 已 经 指出 了 , 对 任 一 紧 代 KER” 《不 失 一 
Bub. WE 0€ K) JH TER Co» 0 RER ze o 使 得 对 一 切 we CE 
lalt s C [Pa (6.3.1) 
这 里 deli RP, Deco |. S Pal p — 0 E x — 0, 
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£c R* 处 有 乔 数 为 * 的 复 根 n, Imr, 9e 0 80 

PQ(0,07,,8) — 0 
必要 时 作 变 换 :一 E Imr < 90， 很 明显 0,5009 
& v, 0. "PEE (Ren, E) 是 一 个 非 零 的 横 截 于 : 一 0 的 向 证， 
Vb "TUE E DE B eoe S ce EG: RB. Tu (Ren, 5) 变 为 


(0,0,.5,0, 1) — (0, en), 这 样 零点 r 将 可 变 为 mm 一 一 if， 而 
有 


P,(0, —i, 0, -0,1) 一 0 
次 此 PLCO T, E) = Cr -F i£, YOC, E), TB. OC i, e 天 0. 
特别 是 
PQ, Dos 0,---, 0, D) — (CD, + iDa OD,, Da) 


Dp = las, (6.3.2) 
t 


中 是 Dy, D, Hm — r VRGTAE S XL. 
现在 要 局 部 化 到 x 一 o 附近 而 且 将 低 阶 项 除去 ， 为 此 必 变 量 
变换 
yi = Xip, 了 一 0 5 270 BE ,o 22 0 (6.3.3) 
TE PCR, D.) 蛮 为 
Py, Dj) = PC(yjo "i, oo, p'iDy;, 2, 
而 不 等 式 (6.3.1) 现 在 成 为 
jolt CptlPotys Deli, v ECR, (6.3.4) 
KK 是 KK 在 变换 (6.3.3) 下 的 象 而 可 以 是 任意 的 紧 集 (但 设 0€ K), 
s = maxs, ERAADA |e lh 是 对 变量 y KRH. 
以 下 的 基本 步骤 是 作 一 个 浙 近 解 wo 使 Pyu = OCo 7) 而 与 
(6.3.4)F]B. Iob, 
s = 2r, j=l, e, n l, $$ — 5, —dr, 
则 . 
PP D,) — P4, Dos 0, 77, Da) 
十 《系数 为 OCo Tg m ERE. 
RITER RELAX OR ERR HEC EIE RE 
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to = D eire, o7, v (0) — 1, (6.3.5) 


Her] 
eC) 称 为 相 函 数 。 AAR (6.3.2) 中 的 因子 D, 十 1D.， 我 们 取 
p = iy t y, Tie (Det iD p = 0, 但 OCD o, Dp) = 
Q(—i, 1) 75 0。 此 外 

Imply) s 0, 34 y, 22 0 时， 

选 定 了 中 以 后 , (63.5) 之 第 一 项 代 人 Poes HERE HEIL IERI 
将 是 O(o" "具体 地 说 ,就 是 0071, 10 CDs 十 1D.) voly), 邻 
它 在 ?一 9 附近 为 0， 则 只 需 取 vy) E CE， 而 县 在 3 一 0 附近 
poty) b R, AET wly) 后 ,依次 令 Poe, 之 各 项 系数 为 0 


nd Q(—i, DD, 十 iD,Yv;(y) = FiO), (6.3.6) 
这 里 F;€Cz, 由 m,… 0- 决定， 注意 到 D, 十 iD, 是 Cauchy- 
Riemann 算 隆 ,而 我 们 已 作出 它 的 基本 解 , 由 第 二 章 $5, 38 88 2.5.1 
见 可 得 出 一 个 vty)。 因 为 我 们 只 需要 在 > = o 附近 考虑 渐 近 解 。 
所 以 可 以 用 一 个 截断 函数 8 € CK 而 在 ?一 0 附近 去 第 vj», 
即 可 设 s;€ Cg, fük. iE» — 0 附近 适合 方程 (5.3.6)， 


作出 淅 近 解 后 , 取 其 一 个 部 分 和 P» = > gi? p (307, 我 
jl 


TUS, p —oo 时 

leait Ze 1 因为 e (0) — 0, 而 (0) — 1, 
但 是 (Poit 0€(o777), gp e— cols Poul — 0 从 而 
《6.3.1) 不 可 能 成 立 。 证 毕 ， 

以 上 的 证 明 是 Flerkos 和 Hep 的 (Hi Flerkos, Figpaui [1] 
以 有 Hirmander [13])。 它 是 一 个 很 广泛 的 定理 ,不 但 适用 于 单 特 
征 情况 ， 而 且 适 用 于 重 特 征 情况 ， 重 特征 问题 是 当前 线性 偏 微分 
方程 理论 中 的 重要 问题 ,我 们 这 里 不 可 能 介绍 了 ,关于 重 特征 的 双 
Hz 5 FSSIELZSGE Lie 的 Viepub, Hero 和 Hörmander 的 

2. 化 为 一 阶 方 程 组 ， 坝 在 我 们 襄 把 有 关 常 系数 双 昌 型 方程 的 
结果 推广 到 一 阶 方程 组 
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Diu 一 5 Aft, x)D,u 4- BO,x Ju = f(x), (6.3.7) 


?=1 
这 里 是 已 知 的 N 维 向 量 ，A;(t, x) 和 BG, 是 N XN 方 阵 ， 
x 是 未 知 的 NN 维 向 量 。 这 个 方程 弓 称 为 双 曲 型 的 号 指 7 的 方程 


det (s —N ai) 一 1 

当 EER? 时 对 rt 有 实 根 。 这 个 条 件 就 相应 于 定 到 6.2.16 关于 主 
部 的 论述 ， 

方程 组 (6.3.7? 中 研究 得 最 充分 的 是 所 谓 对 称 双 曲 方 程 组 ， 旭 
4j 29 Hermite 方 阵 的 情况 。 Friedrichs 对 于 这 类 方程 给 建立 了 
系统 的 理论 (Friedrichs [11) 以 后 ,还 将 它 发 展 为 正 对 称 方程 组 的 
理论 (lriedrichs 12])。 它 们 都 是 以 能 最 积分 为 基础 的 。 这 类 方程 
之 所 以 特别 重要 ,还 因为 许多 有 重要 物理 意义 的 方程 组 ,部 可 以 化 
为 对 称 双 曲 方 程 组 ， 例 如 对 Maxwell 方程 

8E ôH 


一 一 = etH, —À = —rotE, 
.Br Or 


已 ,可 分 别 为 电场 和 磁场 强度 ， 令 “一 ( ， ) obe feli, MER 
方程 组 可 以 化 为 


0 0 0 i nm 一 ! 
() 0 0 i 0 0o 0 
Bu = 0 —1 d PE 1o n a.u 
0 0 0 ü d 1 
0 0-1 0 00 D 0 
0 1l 0 一 10 6 
010 
O0 -1o0 
00 ü 
0 —10 n. 
1 oo 0 
0 go 
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EU-R REZ CS Rm 
Diu — Alt, x, Diju = f, (6.3.8) 
XX EB f fno ARARE. Ad 为 N x NN 方 阵 而 其 元 为 不 起 过 
1 阶 的 PsDO, JEBRULVE EE ATE RT. 不 是 一 般 地 为 了 推广 ， 
而 蚌 亲 为 我 们 将 自然 地 过 到 这 种 情况 。 设 芭 的 全 象征 是 U, x, 
5)， 主 象征 为 alt, r, E) 我 们 假设 其 元 为 BSURUS x RNO) 
HATES” 是 5” 的 一 个 子 集 , 它 要 求 在 l 
[0:06 a(1,x ,E)]  CCI 十 Epe 

中 ,的 选择 与 所属 的 紧 集 天 无 关 ), 同 时 还 要 求 ai x, E) 对 
£€RMO EEF., 太一 要 求 显然 是 为 了 减少 细节 m 
Ju. 

对 于 方程 组 (6,3.8), 我 们 并 不 要 求 AGr, Dr) RE Hermite 7j 
阵 ,而 要 求 它 是 可 对 称 化 的 , 即 有 

定义 6.3.2 AT D, — A 称 为 可 对 称 化 的 是 指 存在 一 个 C” 
ER) (7,2, E) ER" X (R'N0) rt r, £) € g'(O", C9), "E 
对 点 是 零 次 正章 性 的 ， 硬 在 [E] 一 1 上 连同 其 各 阶 导 数 均 为 有 
FRENDS Hermite F, mE 
D rolt, w, Eo akts r, E) 为 Hermite 方 阵 ， 

i ort, r, E) Bcf, 
这 里 EJER x R0, EKER, ce H5 Kk Ex, 

对 称 观 曲 组 当然 都 是 可 对 称 化 的 ， 重 要 的 是 一 类 重要 的 高 阶 
双 晶 型 方程 组 


m-i 
Pli, xy Dis Dj) & D? — i Asi, x, D,)DI. (6.3.9) 
了 二 由 


都 可 以 化 为 可 对 称 化 方程 组 ,这 里 4 (0, x. D) 是 mw 一 了 阶 
PsDO ,而 其 象征 su (52,8) € BS"(R"" x R), 这 dai 的 主 
象征 6,,0.,x,5) 设 为 EERO He j REFERA, RM 
假设 是 严格 双 曲 的 , 即 证 方程 

GG rar, E) 0, 
MrCB'mBpurdm4BREXGÉ U, r, E) Pa Æ PRERE. 
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对 于 偏 微 分 方程 ， 化 高 阶 方程 汶 一 阶 方程 组 是 化 较 困难 的 。 
但 在 有 了 PDO 理论 以 后 ，Calderon 提出 一 种 方法 可 以 很 快 地 完 
成 这 件 事 . 

作 PDO 4,_;， 它 的 象征 是 (1 十 EIn, BIR ALIE 
Bs", £j&-— WA PsDO,(R ZR ESTE SURGE AL. TERA 
来 的 未 知 函 数 s 引 人 一 个 新 的 未 知 向 最 五 如 下 : 


U = (mn, cta us, uj = DIAS n, 
RARER. IHER T 
D,U — AU =F, (6.3.10) 
0 Å 各 
A = 0-0 A s ASA, B; = densa 


B, - B 
'F = (0, -0 F). GEBURT HHEIARSRIASAALA, — Au 
A, 5 D, 可 交换 。Bi BREIE PSDO ,其 象征 为 
4s - ji (1 x , EXC 十 | 一直 
Hi CR E ARER EERE ahil ENET, 
AE ARERI E AO YIEEE A aR 
û E Ü 


au x i) Q0 jE! . 
awl IT at 
很 容易 验证 
der? — al, x, ED) = Puta x, 0, E). 

现在 要 证 明 方 程 级 (6.3.10) 是 可 对 称 化 的 . (ERRAT 2 RR 

划一 般 的 严格 双 曲 方程 组 : 
P= D, — A(1, x, D,). (6.3.11) 

这 里 关于 4 BMBSORURU (6.3.8) — RE, fm Br HB ROTB eG n. E) 
的 国有 值 aj, 3, E) 对 ER, x€R', EER'NO. disent 
C" BRE, CE TRE E 自然 是 一 次 正 齐 性 消 数 )， 这 时 我 们 有 

定理 3.3 着 算 于 (6.3.11) 是 严格 双 山 的, 而且 在 lri lel 
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(HERE a, 之 一 切 部 有 值 均 与 (n, e) T, BRE ERNC 8 9 
0 使 (1, 2,5) 的 不 同 加 有 从 有 
try x, E) — Aali x, E)! 228 7 0, G, x, E) ER" x R40, 
hk, 

则 6.3.11) 是 可 对 称 化 的 。 

WE. HÆRE ro(i,x,)。 为 此 先 注意 到 对 相应 于 n, x,8) 
的 固有 子 空间 的 投影 算 子 是 

Pili, x E) = CiD Cats E) — AD^, 


Fiaip =/ 


因为 [44 一 A4] 20 8, MARTELA EERO (e Iota 8I 3 DC 
域 中 只 有 一 个 国有 值 4;。 很 明显 可 以 看 济 六 (ts x, E) EALE 
A E BTE VOIESGEPERUBGS N x N 方 阵 ， 于 是 令 


H 
ESPET E) = » PC, x, Epi, k £). 
ial 


ro Xj E BRETEN. 
取向 量 e€ C", 我 们 有 


N N 
radio, v) == 5 (Pmt, piv) = M Cait, pw) 
i=1 


= 2i ule? 
取 实 值 ,所 以 r.a 是 Hermite 方 阵 ， 其 次 又 有 
N 
Gr, 0) = D pel > edel, e 0, 


因此 ?是 可 对 称 化 的 。 < 的 存在 证 明 如 下 : Male DEORA H 

EBEJER AEZ EE C, x,#) CAR mE aE 

次 正 齐 性 ), 则 可 以 用 D leet — S eue DP 为 的 另 一 
f=1 j=l 


种 范 数 lel, deC, x, E) E s ODXRGEGEUROTESDGRCEÉ. 由 于 
假设 了 当 ix| =p 时 uG, r, D 是 常数 ,所 以 固有 向 量 的 分 量 
LE e; , x, E) 均 为 常数 ;在 [x | "ap rg pul ec; Xa E) 是 Gs 
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x, E) 的 CER HM E ERRE. dH CU 的 一 历 范 数 均 是 
等 价 的 ,所 忆 必 有 (x, E) 的 CT BERE cf x, E) 20 使 
lel? 2» eCr, x, EDI. 
cG E) XE lel 之 p 时 为 常数 ,而 在 紧 集 :ce [0, Tl, |x[ x o, 
l£| — 1 EXER MOGLIE) FER e 0 在 在 . 
4. EER. Cauchy 问题 的 适 定 性 . 现在 就 可 以 证 明 可 对 
称 化 方程 组 的 Cauchy 问题 
DU — Alt, x, DOU =F, 
U |m = G 
的 适 定 狂 了 .我 们 的 基 林 工具 是 利用 能 量 积分 作出 一 些 佑 计 ， 然 
后 再 用 证 函 分 析 的 方法 来 得 到 结论 ， 这 各 作法 在 鼻 微 分 方程 中 已 
经 是 常规 的 作证 了 ， 为 此 我 们 首先 槛 证 明 一 个 重要 的 不 等 式 : 
引 理 6.3.4 (Gronwall) i& y(0 与 其 门 都 是 区 间 [0, TI EF 
的 正 熏 连续 函数 ,而 有 疏 有 常数 sc m0 fi 


pD «c |e | lyfr) 十 oua]. £€[0, 7], (8.3.13) 
MEA 


(6.3.12) 


yo x C ec" 十 [eoar]. (6.3.14) 
证 .考虑 与 (6.3.13) 相 应 的 积分 方程 
s()-—c | 十 (zr) 十 Ke)lar] 
化 为 微分 方程 后, 可 求 得 其 解 为 


sit Bs 十 | enia]. 


RWO = x9) - xOE WO «cl wo Mii ec) ~ 
c i wedr, 有 aro m coco, x -Z e, IR 
C 下 降 , 又 因 KO 一 0， 所 以 $b «0, 而且 

PO s Cp(D «0, zE F0, T]. 
但 O= Cw) 而 且 C 0, BEDA WOO, JM C) « 
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ZG).BIELCO. 3.14) p xr. 

我 们 所 需 的 基本 的 能 量 积 分 关系 式 是 

定理 人 .3.5 UE P — DD, 一 4 可 对 称 化 且 满 足 定理 6.3.3 的 条 
EWH se R 5 T >o cC oot 


leCr, O SC jit«co, -YE + NO ， yes], (6.3.18), 


这 里 ie [0, T], «€ CX[0, T1,H)0 C10, TH), WEE 
AA DEI lelos- D TE iel, - DI2. i 
证 。 我 们 千 来 证 明 在 上 述 条 件 下 
和 CC 二 Ce) 

+ Pate, Dae]. (6.3.16), 
BRA r = llel,- 2. IO) — Pelr Ol 利用 Gronwall 不 
等 式 即 可 。 而 为 了 证 明 (6.3.16),, 六 内 需 证 明 C6316) EDS 
«€ C'C([0,7]; HD 0 C((0,7]; H),v — Aue CTRA 
C([0,T1,H), SANE e üEBH T (6.3.16). 以 后 ,注意 到 

Hece, iR = lels, Ola leco, * ME lect, - 92, 

K 
Pe = A Pu + IP, Aln, 
从 而 有 
Pelr, - Ji = Pelr, - 907 -+ OCC, - 02 
TRA 6.3.16) BNET « BJ (6.3.16 X. R PIAH C RE 
TÆN. 

28 iECS.3.16),, 32 [18 | AA rr x, E)E RS 为 主 象 征 的 自 伴 
PsDO RG, x, Dj) 3458 FC) 一 P (Ra, u) = (RB, 十 
(Ru, 6,0) + (Rosé, u). R, EV R ERIE * c SOS RIEME 
HEJ PsDO。 因 还 若 记 Pu = f, 则 因 O = idu t jA 

F - (Ru, u) — Rue, An) + (Rf, u) 
— i(Ru, f) + (Ru, u) 
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= (RA A* R)u, u) -+ OCluCt, - 91 
十 Ier . là. 


但 由 rn BAR VE D RAO. RA — A*R 是 0 阶 PDO, jx 

{CRA — AYRU, « Js uG, - 2) = OClsCe, - 20D. 
以 此 代入 上 式 并 在 [0,76€ (0, T1). 上 积分 ,应 用 只 的 L* 有 界 
性 将 有 


Cas Ds Ces 02 € [haco oie [É Clee o 
dM, Oe]. 


BA (Ruu) 应 用 Gárding 不 等 式 , 由 r BOE IORBUAS e > 
0 以 及 常数 CC 存在 ,使 

CRu(t, © ut, DD elal = 088 — Cli - 202. 

但 若 以 Rd CA. RER HEREA n dE, BD up 48 39 
(6.3.16, 

最 后 ,车 以 一 : (E : BRI (6.3.15), BAFE le, OUE 
为 dC. Hi. 

定理 至 此 完全 证 毕 .。 

现在 给 出 基于 存在 性 . 唑 一 性 以 及 解 的 正规 性 的 结果 

定理 6.3.6 iE P= D,— 4 是 可 对 称 化 的 且 满 足 定 更 6.3.3 
BUE, se R, fe L'(0, T], H), ge HF, 这 时 必 存 在 唯一 的 
uE C'([0, T], H^) 使 得 

Pu = f, TE (CO, T) X B) S X FE, (0,  ) = g, (6.3.17) 
而 且 适 合 能 县 积 分 不 等 式 (6.3.15),.， 车 fe LXE0, T], H”), gE 
H”, Mj «c C"(I0, T], H7). 

证 。 唯 一 性 ， 3E 4c CX[0, T], H") 是 齐 次 Cauchy 问题 
(6.3.17) 之 解 ， 则 由 Die = Au A] «c C'([0, T], A), MIH 
(6.3.15), , BE «C0, > j= 0 即 知 s= 0, 

FEH. BAZE E = ipe C0, T1, H), pT, ) — 
0}, 先 证 下 式 是 PE LESRTEIZEE l; 
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P*o — CP) 一 | (KKr D Gs Dar + È Cg, pC0, 2. 
(6.3.18) 

这 里 我 们 要 注意 , P* CEAR OB r$ AE ra), A P* 应 用 

《6.3.15)-，( 其 右 方 的 ix(0，, IB, 应 代 以 aC, MEDA 


le(s ls < cprplr, - Maar, oc E, 
因此 由 (6.3.18) 所 定义 的 Pg) 适合 
Aprp < c V lerplr, > lar, 


PDI P*E WARD LCL, T], H ^) AIRRA 于 是 由 
Hahn-Bansch 定理 存在 se L'([0, T], H^*Y' = L'([0, T3, H^), 
使 得 对 一 切 oe E 


Gs Ph) = P QGs so C Dar e È Gea, + D), 


特别 取 pe CEO, T) X RO, PEE £'((0, T) X RY 意义 
下 有 

Pu = f, 
从 而 Do 一 An + fE LIO, T], H7), E UR (CO, +), 
e(Q. Y) = Cg,oC0, - D. AT (C0, ) 一 以 小 存在 性 证 些 . 

吏 证 所 得 的 解 的 正规 性 . 事实 上 着 fe CTCIO, T], H"), gE 
H”, 由 前 面 的 证 朋 首 先 可 以 得 出 «e CX[0, 77, H, RaR 
Du 一 Aw 十 了 XAG uc CIOT H”), HEREA «€ 
C*([0, T1, H”), 

最 后 证 明 所 得 的 解 w 不 仅 在 L'(I0, T]. H) h, 而且 在 
CEO, T], HO 中 ,而 号 对 于 它 能 量 积 分 估计 式 《6.3.15), 成 立 . 
3t, TE— E he CoC[D0,7] X RY 与 gE Ciy, E f FT 
L'([0,T),H) m, Ei "E T H' m, e jE C^C[0,T], H”) 是 
HEF f 5g 的 解 。 于 是 将 (6.3.15), 应 用 于 s 一 a EE, u 是 
C*([0,T],17) 中 的 Cauchy E7 RECANE 2€ co, Tl, 
H toH P == f, (0, -) = gC- ). 由 Cauchy 问题 解 的 唯一 性 
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RAD Z4, H (6.3.15) 应 用 于 i; LEGRAREBEIAI & = u 3 
& 6.3.15), 

TIL RE RDA BEBE Sr BV PE HRONCTIR TUS P2 Cauchy 问题 , 即 
知 , 若 我 们 假设 特征 方程 Palori c, $7) — 0 708 0x] 充分 大 时 与 
(2, 3) JG af HORAE DuC 一 008 226 20 
CA s k), MEHI Cauchy 问题 是 适 定 的 ， 确切 地 说 则 有 

定理 6.3.7 EHT (6.3.9) 是 严格 观 明 的 ， 即 对 〈4 x, E)E 
中" x BR*"\0, 其 主 和 象征 所 成 的 方程 ; 即 特征 方程 


m-i 


Pakta xy;TQ,5) = rt” 一 5 a5 is x,8)r! = 0 


i= 


只 有 相 异 实 报 RETENO TERETE M EF r, E) mB S Ix] 充分 大 时 ， 
P, 与 《rr) 无 关 , 则 对 一 切 s& R, fe LX[0, T], EP),g; € Htr 
人 一 1， ……， m) Cauchy 问题 

Pu = f, Di alt, t ) 一 VE = l;ta m, 


有 唯一 解 we | CLO, Tl H”), HED (0, T) x R") 
意义 下 满足 方程 ,同时 满足 初始 条 件 , 而 且 

3 olas < C [lets + D artes]. 

i=! j=1 a 


Z fe CLCT] H”), g;e H^, WA ue C^([0,T],H"), 

BA EB THEUHIBSUT — Tos BERE: 2,28 |x| 充分 天 时 
与 《tx 无关 ,我 们 将 在 以 后 涪 明 这 并 不 是 一 个 本 质 的 限制 . 

4. 有 限 传 播 速度 性 质 。 E E EHE CEDE Cauchy [8b 
题 时 的 作用 ， 设 PO, x, Di Da) HANERE HAT, Mi 
HEL AEE C.) 点 而 视 了 为 常 系数 双 曲 算 子 , 则 它 仍 然 是 严 
HERA IMET EE T(PL.QN) 为 rU, N) MERA 
m N — (1,0,---,0).. BIRAR Tar, N) XE Cauchy 
REA. FE ARE, TO N) WERNER EE, 而 
HESA TERRASSAR R T EAA RRR T 
播 的 性 质 ， 现 在 我 们 要 把 它 推广 到 -上航 的 变 条 数 双 时 算 于 ， 首 先 
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我 们 要 推广 宅 向 面 与 时 向 方向 的 抠 念 . 

定义 6.3.8 RÁ RY 中 的 光滑 超 则 而 9 5d b HER 
AARE TEn ,NIUC 一 TC x, ND 内 , 则 称 3 为 空间 面 ; 若 一 
个 向 量 vE TU, N) UCTC, ND), MFR » 927182894228 
的 时 向 方向 ， 

这 时 我 们 可 以 得 到 以 下 的 局 前 唯一 性 定理 。 不 此 一 般 狂 ， 我 
fT 对 (1;0,…:07 是 严格 双 曲 的 ,而 且 设 已 作 一 个 适当 的 变量 
变换 , 使 对 NN 方向 的 空 向 面 (至 少 是 局 部 的 ) 为 1 一 0, 

E 6.3.9 车 P 是 点 (0, xD ACA Ed, V ey C? 系数 严格 双 
昌 偏 微分 算 子 。! 一 0 是 过 该 点 的 空 向 面 , 如 (0,x*0o》 有 一 个 邻 域 
KOV, EBE ue CV) BEW p Pa — 0 mE — 011 w E 
D'u = 0, ja] «ml, MEWE u- o, 

WE. fEPHJSfEELRCT-'P,IRSZEAESUP 也 是 严格 双 曲 的 ， 我 
们 现在 将 关于 PP 的 唯一 性 的 结果 转化 为 关于 P 的 存在 性 结果 ,为 
此 , 首先 要 将 外 拓展 到 『 以 外 并 且 在 1x1 充分 大 时 具有 常 系数 . 


为 此 。 令 0«0() «1, 0€ CS(R) M rx 时 8 = 1， m 
:之 7 时 8 - 0, ERAT 


Cr) € R' H> OC) + de Y) € Re, 


出 'PCp(1,x), D,, D,) Bil T Pho. 于 是 设 (9, Xo) BI (0,0), 
而 过 此 点 作曲 面 5:1 67, EH :— e Ce 大 适当 小 的 正 数 ) 围 成 
一 个 棱 形 区 域 L, GELER 中 求解 Cauchy 问题 


1 m—1,! 
Pe-9,D7| -o0«jcm-—i,9 
tes B7 7 


E» = gx), 
g(x) 待定 ， 不 失 一 般 性 可 以 设 对 王 的 Cauchy 何 题 之 初始 数据 给 
TE S ECE (0,0) MEE, 5 是 非特 征 的 )， 如 果 对 齐 次 Cauchy 数据 
的 齐 次 Cauchy 问题 Pr = 0 有 解 x, 则 由 Green 公式 有 | 


í, [oPu 一 u'Poldrdi = | , AQ v jds 十 | An , v)dr, 
这 里 Ar) Ru, o KC ELE] m 一 1 阶 导数 的 双 线 性 形式 ,于 是 
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f 


由 Cauchy 数据 的 选择 以 及 Pu = 0, "Pv 一 0 有 

Í Cule, x)g(x)dx = 0, 
CG) 是 一 个 依赖 于 P 的 系数 的 处 处 非 0 一 数 . 现在 取 q) 一 
Cules x). WE |. CODAE, dx 0 于 是 weyz) ~ 0. 


但 此 式 对 任意 充分 小 的 & > 0 XS E NE CO, 0) PNE u = 0, 
而 定理 证 毕 ， 

这 里 所 采用 的 将 唯一 性 问题 变 为 转 置 方程 的 存在 问题 的 方法 
是 偏 微分 方程 的 基本 方法 之 一 。 古 典 的 Holmgren 定理 的 证 革 与 
这 里 的 方法 完全 相同 . l 

pk REG ME EER REA FORE RE. 

定理 6.5.10 : VE P EDO [0, T] x V sii m Br Co 系数 的 严 
Veo EB 7E AY CT. rin DG = 1, orum) 是 Po n tN, 
E) = ORR, em — sup  |ri(rx,5], B Casto) € 1,7] X V 


PEXT],* 
ILI 


为 顶点 作 反 向 锥 C — (65,20; 1€ Qn), Ix — | < eC — 0M 
设 它 包含 在 10,7] x V 中 而 且 与 1 一 4 交 于 球 域 5= (x:le— 
zd cenh E se COTL ) iE Chii Pu 一 0, 日 在 5 
上 有 Diu = 0,j = 0,1, tam — 1, liic cipia u= 0, 

HE. Je «€ CU([0,T 1X V), ITEE (0,5), JD fo 8 h — 8 
HA Coro 29 TRUE CILE C. 然后 用 一 族 旋 转 双 曲面 . 
S Ple — x? — 60 —anY A Oo) 0, 05A m 1, 
将 c S: =o ARRA. 由 局 部 唯一 性 定理 显然 有 : M 
1 接近 于 0 时 ,以 有 # 三 09, 从 而 Duja = 0,]a| m — 1]. XX 
在 我 们 让 % 连续 拓展 到 1 并 证 明 在 一 切 S, LAA w 三 0， 从 而 在 
Cpa = o0, Hie 之 任意 性 即 得 定理 之 证 。 
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x Rb URGE SEES REID TA i CO RUBRI GERI 

一 。 它 是 这 样 作 的 :， id 

A [1€ [0,1), Dul — 0, la| x m — 1). 

AC[0,1] 3EZS,Dq2g Eb 4 一 0E4，4 是 闭 集 ,这 是 明显 的 , 由 
u 的 光滑 性 的 候 设 即 可 知道 ， 4 又 是 开 集 。 因 为 一 切 5, C25 e 3g 
分 小 时 ) 才 是 空间 面 , 故 若 某 一 个 1us A, ME S, 上 给 出 0 初始 数 
据 由 局 部 唯一 性 定理 知 在 5S% 附近 m0 , M te TESYHRORE Sa 89 S. 
上 D*s-- 0, Cal 志 m 一 1). (EXE [0, 1) 是 连通 集 , 它 的 非 空 
的 既 开 文 闭 子 集 只 能 是 [0,1) 本 导 。 所 以 对 一 团 4€10,1),。 5, 上 
u = 0 AmE C, rn s — 0, 

现在 来 看 «€ CHT], 20 HRR, XE CIS 
全 域外 截断 u, IRE ue CCD, T], SOEP AADMA 
XE S EC IEEE SC, BRENER SENEC o Eue CHOT] E), 
于 是 记 Pu = f, Diu] = gG 9 1-52, 20, RNAF = 07 
C "iin g; — GT €i: 01m, 对 于 一 串 磨 洛 核 子 p — 00), 
E: Cauchy fE 

Pu = fa = f£ pgs Diu | ima = gi 7 gik plj — ,s,m) 
PPRA wu. MEA 6.3.7, nE C"([0, T] X R^), (RM i 
充分 大 时 f. YE C, (意义 同上 一 段 ) 中 汐 0, gu XE CO (rm 0) E 
29 0, du e, — 0. 4 — oo 即 得 一 0 从 而 定理 证 毕 ， 

这 个 定理 告诉 我 们 ,严格 双 曲 方程 解 在 Co, xz) 之 值 , 只 依赖 于 
数据 (包括 /与 gj) 在 以 (Ges xn 为 顶点 的 反 向 锥 肉 之 值 。 因此, 反 
何 锥 是 解 的 依赖 区 域 ,与 此 完全 相同 ,以 (ay z) 为 顶点 的 正 向 锥 就 
Rz gk EÉNSDCIA. 依赖 区 域 与 影响 区 域 的 存在 反 上 映 了 波 以 有 限 速 
度 传 宪 这 一 物理 事实 。 但 对 变 系 数 双 曲 昏 方程 ， 确 切 的 波束 将 随 
Cs*) 而 变化 , 因 市 确 友 的 依赖 区 域 与 影响 区 域 这 里 还 没有 给 瘟 ， 

从 经 典 的 数学 物理 方程 理论 中 我 们 知道 ,对 波动 方程 ;当空 但 
维 数 5 1 为 奇数 时 有 Huygens BARL, ” 为 个 数 时 则 设 有 ， 
这 一 事实 与 特征 维 的 代数 几何 性 质 有 密切 关系 . 国 布 可 以 想象 ， 
高 阶 双 旧型 方程 相应 的 问题 将 更 为 复杂 。 Petrowsky 就 此 所 出 过 
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"dxÉR" (lacuna) HRAC HM. T. Tlerposexui[ 3]) 53K ,Atiyah, 
Bot 和 Gárding " 又 进一步 发 展 了 这 个 工作 ， 然而 这 些 工作 部 
ROS EO EMAN. 

现在 回 到 我 们 的 问题 ， 这 个 定理 告诉 我 们 若 要 在 (my c2) 8896 
虑 方程 Pe 一 了 的 Cauchy HEZE, MRE Gir) 为 项 点 的 
Wal dE do EI ERAR l] 很 大 时 方 
程 的 情况 ， 正 是 由 于 这 个 原因 ,我 们 可 以 在 [xz*| 充 分 大 时 修改 方程 
责 不 影响 到 皮 向 锥 内 解 的 性 态 . 例如 我 们 可 以 如 定理 6.3.9 的 证 明 
那样 ， 在 |x| 充分 大 处 将 王 修改 成 常 系数 的 严格 戏曲 算 子 。 定理 
6.3.3, 6.3.5, 6.3.6, 6.3.7 中 都 语 了 这 个 假设 ,其 原因 即 在 于 此 ， 

既然 这 个 定理 告诉 我 们 ,严格 双 曲 方程 的 Cauchy 问题 之 解 只 
伐 赖 于 数据 移 局 部 性 状 , 则 例如 定理 6.3.7 r5 FE dE C*C[0, T], 
E) 中 求解 就 是 不 自然 的 了 ， 因 为 H 中 的 水 数 在 oo 处 的 性 态 是 
受到 了 限制 的 。 所 以 我 们 可 以 期 待 有 以 下 形状 的 定理 成 立 。， 从 而 
得 到 完全 的 C" 适 定 性 . 

定理 6.3.11 在 区 域 [0, T] x RB? 中 作 与 定理 6.3.10 相同 的 
f, Mt fe C"([0, T] X RO, ge CCGG = 1, ter, m) 
Cauchy 问题 

l Pu = f, Di u| am = gi, j= 1, tm 

在 C"([0, T] X V) 由 有 唯一 盘存 看 . 

证 .唯一 性 由 定理 6.3.10 RA, 25 Y VEBR BEBO ERE , ERN A 
数 e(|x|)€ CFR, EE |x| 22 $E 870, ifie |x| 过 1 处 ， 
9 二 1 a= (EI), g= a (EI). PE he cdo, 
T], H=}, gae H'*",. UL fi i gn 为 数据 求解 Cauchy 问题 得 解 
mE C"([0,T),H*v) rp, BREAZA, u,€ C7([0, 7] x R), 
但 当 jx| < minl, K) 时 :四 定理 6.3.10, s, = ue, 所 以 在 10， 
T) XR* 中 lima = ut1y*》 存 在 ; 它 显然 是 所 求 的 Cauchy 何 题 
在 C"(F0, T] X BR) 中 的 唯一 解 ， 

最 后 我 们 要 指出 ,这 一 段 的 定义 6.3.8 SER 6.3.11 都 是 讲 和 的 
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iE EECTUmAUGERGUO C TET. 这 是 因为 在 定理 6.3,9 的 证 明 中 
我 们 本 质地 应 用 了 Green AR, 而 它 只 能 用 于 偏 微分 算 子 。 事 实 
上 ,下 面 的 慷 榈 说 明了 对 开 朴 双 曲 的 所 微分 算 子 ,有 限 传 播 速度 的 
概念 是 不 成 立 的 。 
4 ADO 为 以 El 为 象征 的 人 PsDO, 4 Cauchy 问题 
Du — A(D,)u = 0, 
H |= = 8x), 
若 有 限 传 播 速 度 的 概念 成 立 ， 刚 至 少 在 :> 0 ahak, REC, 
0)€ Z'(R"), [Nb XE x fE Fourier 变换 有 
dá 


g 58-9 


&(0, -) — 1, 

A AGE) — ei。 然而 作 Fourier 道 变换 显然 得 不 到 紧 支 集 
广义 函数 . 

在 以 上 的 讨论 中 ， 严 格 双 昌 性 是 很 本 质 的 要 求 。 如 果 仅 只 有 
一 般 的 双 曙 性 但 非 严 格 的 , 即 方程 

Pal xi r,£)—l 

关于 BRE m43GBR, (Beide BUB -RRRS 
重 特征 的 情况 ; 具有 重 特 征 的 双 曲 型 算 子 称 为 非 严格 的 或 蔓 的 双 
曲 型 算 子 Cnon-strictly or weekly hyperbolic} Cauchy 问题 不 一 
定 有 送 定性 ,而 只 有 在 对 低 阶 项 加 上 一 定 限制 后 才能 保证 唯一 福 ， 
重 特 征 问题 是 当前 十 分 活 降 的 局 题 , 在 此 木 能 多 作 介绍 ， 


$4. Cauchy 问题 的 唯一 性 


1. Carleman 估计 ， 双 眶 型 方程 以 外 的 Cauchy 癌 题 是 一 个 
极 复杂 的 同 题 。 下 面 我 们 介绍 Calderon 关于 它 的 唯一 性 的 著名 
TPE (Calderon[3D). 可 以 说 正 是 这 个 工作 显示 了 投 敏 分 算 子 作 
-ACR Ai, 连同 它 的 其 它 成 就 (突出 的 是 在 林 贺 性 
问题 审 ) ,给 把 微分 算 子 理论 争 行 了 “生存 权 ” 
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县 有 解析 系数 的 Cauchy fiim e Cre 4E RE pr SO B E — E, 
已 由 Holmpren 定理 保证 了 。 BEHRA C RRR., DA 
很 多 反例 【Cohen11]，Pis [1]) iE] Cauchy 问题 不 一 定 上 其 有 玲 
一 性 ,对 这 些 友 例 , 在 Hórmander 【18] 中 作 了 详细 的 分 析 。Calder- 
on 的 工作 [3] 指 出 ,为 了 保证 解 的 唯 -- 性 ,必须 对 特征 的 几何 性 态 
EFR. ROHAMA TFA: 设 有 ws 阶 线性 C R 
数 的 方程 


Ps = f, (6.4.1) 
TB. = 0ZE (4, x) — (0, 0) 附近 不 是 特征 ,十 是 对 它 可 以 给 出 
以 下 的 初始 条件 
Dig = 0,4 —9,1,---,m— I, (6,4.2) 
车 用 PU, r, E) rm PARIE RIR 
Q) PU, r, Tt, E) = 0 Hr ESA LER, dm BHIBSEJETÉ 
根 , 重 根 r 必定 适合 [Inr 295 > 0; l 
GD ERAH ton 必 适 合 |n n! > e > 0, MERHAR 
根 记 作 T; = rrr E) = alint E) + ibli), a; 和 b AR 
©; 
Gii) TERR c; 必 满 足以 下 条 人 性 之 一 : 
à. bj = Imt; 22 0; 
b. b= Imr; €; —&; 


e D. n« loh). (6.4.3) 
8t 
VA EPETSUE TRES Cx) 在 原点 的 其 一 邻 域 中 时 对 一 切 E ER. 
Gi) 之 “中 的 【em h} J& Poisson 括号 
Lanbi} = D, [BearBse 一 0,289551). 
kimi 


对 于 Hs, aT, £) = f -— 8j, AJEN Hamilton 方程 组 
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dx, di, 

4 CU 一 di; 7 00H 7 Orgar, (6,4.4) 
它 的 解 (0. xG). TG), EGO. EHA HOG), xls), rC), 
£G)) = const, AARRE SERO LER MOS H R E AO 
是 适合 HGG)xG).vG). E60) — 9 Aag SE VU E. (B 
在 讨论 方程 组 (6.4.4) 了 时 ,其 关于 # 的 一 个 给 出 : 1 一 7 十 ss 从 而 关 
T rs 的 方程 成 为 

de, d£, 
-Bei x. E), caps = uai n, E) 


TEARI x, = x,00. E, = ECO A AGE UTE VIS de. 
最 后 再 将 所 得 结果 代 人 关于 工 的 方程 即 可 直接 积 出 TY 来 。 如 果 送 
当选 定 初始 条 件 , 恒 可 使 得 在 其 上 -altoxss 一 0， 所 隐 可 以 
认为 6.4.4) 的 解 总 是 去 次 将 征 曲 线 Ln d HEC E c 成 为 


(8. — Xin t Xu) oe nn, 


左 方 恰好 是 5; Wr 一 aj BE CER UE NR ER * 增加 方向 的 方向 导数 ， 
所 以 这 个 条 性 就 是 : 5; 沿 = 一 HERETER * 增加 的 方向 
不 增 ， 

我 们 将 招 唯一 性 的 向 题 化 为 啡 一 拓展 向 题 : 事实 上 ,车 在 
(22 0 中 求解 Cauchy 问题 《6.4.1);(6.4.2》。 则 我 们 首先 将 它 化 为 
平坦 的 Cauchy 问题 (§ 3) ,然后 ,再 令 a= 0 26 1 0 处 的 解 , 则 
上 述 唯 一 柱 问 题 等 价 于 : 于 r0 处 令 w 三 0。 并 将 它 拓 展 到 (0， 
07 的 一 个 完整 的 邻 域 ( 即 色 舍 一 个 避 102 的 为 心 的 球 的 邻 域 ), 使 之 
适合 Pa — 4， 并 证 骨 这 种 独 展 的 方法 是 唯一 的 . 即 x = 0, 

因此 ,我 们 现在 将 要 证 明 的 基本 结果 是 

定理 6.4.1 PAE Gor) = (0,0) NER m BERE CR 
数 偏 微分 算 子 ，: 一 0 在 原点 附近 不 是 特征 ， 而 且 满 足 条 忻 (i)， 
GiGi., PP «09b 0, WIE HRO, 0) 的 一 个 完整 
的 邻 域 中 而 成 为 Pn 一 0 的 C" REST UE m 0," 

这 个 结果 对 广义 通 数 解 也 是 成 立 的 。 
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XXE SEBSUEBE ALT — AR ATARAR e^t 的 估计 式 


T 
f. >, Dapa c | ee 下 es 


lalm 

li ERI xy LIlgEXE. 这 个 上 方法 首先 网 于 Y. Caneman 天 于 
两 个 自 变 量 方 程 组 的 Cauchy [Ul HEU — bb RU E fE (Carleman 
117) 玉 出 这 种 类 型 的 估 汗 称 为 Carleman 估计 .在 这 里 我 们 需要 
的 估计 是 : 

引 理 6.4.2 设 «c C" ERE OSET, |x| m n PLA 
在 在 一 个 与 # 无 关 的 常数 CC 使 当 T,r ,4 者 充分 小 时 有 
le are ND Des [Pd; < CA + T) (e= pulas, (6.4.5) 


ia 


在 证 明基 本 的 不 等 式 (6.4.5) 前 ,我 们 先 证 
由 引 理 6.4.2 可 以 导出 宕 理 64.1 令 5CDE C 定义 在 :之 1 


处 且 在 j-2T/3S WP (O1, T BE COO 590 TEX v 一 
tu 应 用 (C6.4.5) 即 有 


apa T 
| cM T7? uad: < CCAA + ra| eT Pza pP de 
E" ré 


rd C. 一 上 十 T") | ET 
ar 
€, STAX, 5145% MEHET, 有 
à 
emn 7 queas < T eula 
è n 
T 
x C,CA^ + n » cg 07 ge 


s CALTE T)Te" s, 
4 à > oo 即 知 ;除非 llel = 0 F C0. T/2) 中 ,上 式 不 可 能 成 立 . 
至 此 我 们 看 到 ,问题 归结 为 不 等 式 (6.4.5) 的 证 朋 . 
2. 化 为 一 阶 方程 组 .$3 由 我 们 把 一 个 高 阶 双 曲 型 方程 化 为 
一 阶 方程 组 , 那里 所 采用 的 方法 也 是 Calderon 的 贡献， 现在 对 我 
们 的 问题 因为 1 = 0 假设 不 是 特征 ,所 以 不 妨 没 方程 为 


PCrax 5 D,,D,) = D? A > Qis D,)D? 5, 
f-1 


-= 380 * 


从 而 其 架 征 为 
Pixi T, E) = r"-F 3 Qilt, X3 Er". 


Q; 对 D. 3& ) RIRE DU. 
3 LARES ZR RIPE Z 
uj AnDi u = DI Am-id, 

并 记 疝 晶 UCG, x) 为 U = G, s 8s). WPu 一 了 化 为 

Dn, — An; 一 ü, f 一 1, ttt, m l, 

D tim d- 3 Qr X. D, A! "uu isi 十 RU 一 m (6.4.6) 
. i=i 
及 是 关于 D, 的 零 阶 PDO, MERIE C? WUpXNÜCT :因此 化 为 
方程 组 后 ,其 主 象 征 是 mx mHE 


ol ce 0 
rl 0 0 MENT = rl + HCG, x, E). 


Qal E p Omal” Ut Q 
REE, HU, x;#)》 之 元 素 对 了 为 一 次 正 齐 性 的 , 且 
det(zIZ) + H(t, x, £9) = P(t, xi t, E), 
HERRERIA P = 0 关于 的 根 ， 
但 是 要 注意 , 在 引 理 6.42 中 , RIRAT RARE. m 
U WR —3E FUB CES ,因为 在 作 了 1 时 ,对 *“ 施 以 4-iy 而 它 并 非 
局 部 算 子 ， 虽 然 如 此 ， 我 们 将 看 到 这 并 不 会 给 以 下 的 讨论 带 来 证 
质 的 困难 . 
在 化 一 个 高 阶 方程 为 方程 组 (6.4.6) 或 记 为 
D.U + HC, x, DU = RU +f (6.4.7) 
CH, x, D.) EA Ht, x, E) DREN- E ITUECAS ELT) 
将 求证 一 个 以 下 形式 的 不 等 式 以 代替 (6.4.5): 
T 


T Hn 
| eT mdr CA! T? | e" T7 DU + HU ||: 
[i] 


4 C [emm | > P+ 107 aula,| di, (6.4.8) 


? atslm—t 


ELI 


RE IUP = S el, 
1-1 


由 (6.4.8) 风 可 推 得 (6.4.5}。 这 基因 为 从 如 之 定义 知 必 存在 其 
个 常数 x IB 
ups o M gne s elut. (6.4.9) 


Ey, r e 


TRA E ZEN eG SÉ suppé 含 于 |x| xor 4, RIH Treves 
[31 第 三 帝 §23, 式 (23.5) 有 
[qp]? = Crilgradypll’, 


因此 有 
D gre cuu. (6.4.10) 
la'l 
又 对 上 述 的 e. 由 Treve [3] 第 三 章 ,$ 25, dp 88 25.6 可 知 
lel- e CCr Ml, (6.4.11) 


其 中 CC) 随 * 而 趋向 0。 因 此 对 (6.41.8) 右 方 最 未 一 项 可 以 得 到 
33 po zu. < e DÙ Dreh, 


alm l iea 


e 随 ” MET 0, PRTA RRAC.. A 
[remm 53 pra < coo + T) [emus + nulpa 


lalm 


T 
MT- ¥ t i 
+ Ce f e S Deuas, (6.4.12) 


lajer 
但 由 方程 (6.4.7): DU + HU = RU + F, f F= (0, +0, 
四 ; 故 
IDU + HUIP s& CH + Cu ec + c Du, 


"acm 


代入 (5.4.12) 整 理 后 即 有 
T 
(1-— Ce 一 CC 十 1| eT NS Dealt 


LIEST 
< ca^ e m lepras, 
Bt e, 17 与 工区 分 小 即 得 式 (6.4.5) 
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E EESTI, S [8 64.2 AEA E348 29 (6.4.8 条 证 明 。 而 为 了 证 
明 它 ,我 们 将 利用 关于 PC sc. E) ARREU O 至 Gi 以 便 将 
HU, z, E) 化 为 Jordan 标准 形 。 粗 略 地 说 , 这 里 的 思 杰 是 设 有 和 矩 
PE r(r.x. E) 使 rHr 为 Jordan PRERE, DJS rC, x. E) 为 
象征 的 拱 洛 分 算 子 为 rO, r, De) 而 rx. DU =V, RU 

r(D,U + HU) = D,F + rHr^'V + TU 
T, X — ^ EHE ARP. 而 Hr 之 象征 是 Jordan 标准 形 ， 
id rH I IRRD AA 
IDU + BU|P < CIID,V + JVf? 4- CIU. 

代入 (6.4.8) 即 可 知道 ,我 位 只 需 在 总 为 Jordan 标准 形 的 情况 下 来 
证 明 它 ， 以 上 是 基本 的 思想 ,但 导体 实现 它 有 许多 困难 . 

首先 我 们 从 化 Hsr, D) 的 象征 Hasr, E) 为 Jordan 标 
准 形 开 始 ， 但 HOG, g) LEER C” 七 数 而 不 是 实数 域 或 复数 
域 的 元 ,这 时 化 它 为 标准 形 按 和 pronm 的 说 法 是 “不 明智 的 ”, 关 
于 这 里 涉及 的 困难 的 本 质 , 可 以 参看 Apsonur 的 文章 11]。 不 过 
由 我 们 的 假设 (D) 至 GH, HC, e. E). 的 特征 根 重 数 不 变 而 且 不 
同族 的 特征 根 之 问 是 严格 地 分 离开 的 ,而 不 至 于 在 〈，， x) 变化 时 
发 生 这 个 特征 根 与 男 一 个 特征 根 相 重 合 的 情 癌 ， 因 此 ， 至 少 我 们 
可 似 证 明 , X* 局 E 8 *。 必 有 原点 的 一 个 邻 域 N 以 及 与 在 5 上 
的 一 个 邻 域 9、 使 得 可 以 找到 在 入 x 9 cp BE rG, r, E) 
而 eHrC 是 Jordan 标准 形 ， 用 有 限 多 个 这 样 的 @ 即 可 覆盖 S, 
记 为 18,} ,相应 地 有 NN, 和 nO V0). 4 N 9 [WN,, 则 当 G, 
JENI, r, (E OQ, cde H(r,x,5) 29 Jordan 标准 撒 。 现 在 作 
MAT (0,1 的 一 的 C= 3i (92), 并 且 将 它们 和 rr x, E) 都 
按 每 次 正 齐 性 函数 拓展 到 |#| 一 1 以 外 ,但 在 # 一 0 适当 修正 ,我 
HE $6) 1, 我 们 可 以 利用 标准 的 方 蕉 将 nHn 拼 起 
来 ， 使 得 除 诅 差 一 个 S$“ 元 ,五 化 为 Jordan 标准 形 ,作法 如 下 : 

PCE) 是 上 宗 间 的 稚 断 函数 ， 为 了 将 UU 在 空间 截断 ， 我 们 
当然 可 以 应 用 以 pA$) 为 象征 欧 拟 微分 自 子 oD) 因为 
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oom tmt mss 


DI AGE) = LAAHR RTEA T SEES 


219:(D.) = |l, 
因此 , 若 令 U, = DU 应 有 
> liU ,ilz 一 Uil? , s = 0,1. 


TÉ 
ID, U + HU|' = $) IPU + HU) 


= Ww DU, t HU, + [BHIUl 


= S DU, + HD + odul) 


FERE HU, EXE 
HU,G, x) = QuY" | HG, s, EDO Ci, £8 


= (2x)" | eistri o HoarmeDr, r, O (e, E)dE, 


这 里 nH, r, E)r 只 在 加 ,中 为 Jordan 标准 形 。 而 没有 在 整 
^r g Zx[Rj rn 3829 Jordan 标准 形 . 为 了 克服 这 个 国难 ,注意 到 U, 是 
由 也 利用 中 ,在 二 空间 中 截断 而 得 ， 因 此 我 们 可 以 在 8, 外 任意 改 
变 HO, E) 面 不 致 于 改变 HU, ZE. MARTE C” Ai 
$,CE) Wi (5| -— 180 Q, curfu suppé, E, $0) — 1, 并且 将 
PEIE E BS— DOETEHE HW EDCIBE LIBRE E 1 之 外 ， 并 在 
E |= OER BEEN] ris x; (DO BERT 828—577 o6 
Bh, dE HG, xi dE) = Hu x; E) 为 Jordan. 标准 形 Je. 
但 严格 说 来 J. 仍然 只 在 ll — 1 上 是 Jordan 标准 形 ， 因 为 在 
LEL 一 1 之 外 J 应 保持 为 寺 的 一 次 正章 性 洛 数 。 因而 相应 于 
l| = 1 上 的 每 一 个 Joda 方块 ,在 || — 1 外 ,我 们 应 有 


Qr, rs E) |E] 0 
| | 
Ü. TÉ, x. Ë) 
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仿生 网 A .r EI HI n EDr Gun EX, rz (ru x E) 为 象征 的 
—BrC. 51,) 538 Bf (rr LOUER P0 Ju, Hu, Rus S, WA 
HU, = HU, + MUs, M,€ L”, 
再 记 RQU,— V, V.H 
Us = SV, T Un TE L”, 
因此 
IVl s Cir E Cu. 
Eal DRA 
IU, s CIV. (6.4.13) 
此 外 
RD,D + HU,) = DV, + RH SV, + TU, 
= DV, + JV, + TE, To, T€ L°, 
HEXA 
ID, F, + J,V,l s; C6D;U, + HU -- ClU. (6.4.14) 
£5(6.4.13) (6.4 LORNA, 若 我 们 能 证 朋 
|e uT- y ,lds < CU 十 T| TDV, GV, 
(6.4.15) 
则 对 每 一 个 也, 可 以 证 有 明 


T 
[re miu Par < cocta TON emma, 二 有 本 


+ co e T) [ emp qas, 
PEU 


再 对 + 求 和 ,并 令 AU 与 工 充分 小 好 可 得 到 (6.4.8)。 

这 样 :我 们 的 问题 化 成 求证 (6.4.157》。， 攻 为 六 是 Jordan 标准 
形 ， 我 们 可 以 只 对 六 是 一 个 Jordan 方块 的 情况 来 证 明 。 由 假设 
DE (ui) J, FUB -- Er — Er JE ES RR. 

车 1 是 一 阶 方块 , 则 DF, +H LV, Hoy 

Dv — Ti, x} Dv, 
rlr, r, E) 是 PO, xi 0, £) = 0 HR 
D,» — t(1, x, D,)v = Da — [o(1, x, Da) E ib(1, x, Dolo, 
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EJ BOMA, IE DV. J.V。 有 两 个 分 最 各 为 
He — [a t ije + Åz, 
D,z — [a t ib]lz, 
4 是 以 18] 26 SRAERS UE. T. 

以 下 我 们 将 分 别 对 这 几 种 情况 来 证 明 C6.4.15), 

3. 唯一 性 证 明 的 完成 、 再 提醒 一 下 。 现 在 我 们 的 目标 是 证 明 
引 理 6.42, 即 不 等 式 (6,4.5), 在 邢 蛙 我 们 假设 了 wt C", HEZE 
E OxrelT.D r| er 中 ， 然 后 我 们 逐步 地 将 问题 归结 到 求证 
ARSESRC..150 JR ELA e SR iB V SET] LES RIT x 的 所 微分 筑 子 
Ami 作用 ,所 以 人 对 x REA ECT IECUR EO Lr T 
A, WERZA, VEC Wit FEM ADRAD EE & EE 
的 。 


人 ee « cao e T) J ep — coa. 
(5.4.16) 
T(5,*, D.) = afz, x, D.) + ibr, x, D,), fna & &Eg3C(R. UA 
下 按 慨 设 (证 ) 的 三 种 情况 来 证 明 它 : 
GR) a, = Imr > 0。 我 们 可 以 对 a(15x55) MACE) 加 
上 上 适当 的 低 阶 氢 微分 算 子 使 arD.) 一 a" C. x, D), PO 8, 
D.) — 6"(:, x, Dej, 而 且 当 17 和 了 充分 小 时 ,这 样 修改 当 不 致 
影响 (6.4.16)。 


Ap 
D — re = f, eT = g, 
eO = g = Dis — rz t it— Ts, 
我 们 有 。 
Bz, z) = 2Re(5,,2) = 2Re(az, z) — 2Re( br, g) 


-+ Zå — Tleli + Relig, z). (6.4.17) 
办 为 B(t,*,D,) 的 象征 b(1,x,5) 29 0, DP OE Re(5z 2) 应 
HE Gárding 不 等 式 而 有 


* $86 >» 


Re(52,2) > 一 Cj. 
IEEE Vu FH a = a*, 2Rei(az,z) = 0, ESA CRAEDE -i 
9G, z) < lal + Cllell > lial, 

BERU T—: 再 对 * UA e EER e ZRET 中 ， 
即 有 

* = E 4 i 

| topic eT P hape e cr (P epar) (f leta). 
BUR TRINNA 

[a< crp lelas 


这 就 是 我 们 需要 的 (6.4.16) 

(Gi) b, b= Imr & 一 8。 这 时 算 子 Ors D.) ERAST, 
ARARE EU, r,D) 为 一 个 一 1 阶 拟 策 分 算 于 。 用 前 面 引 人 
的 记号 f= D, — [a t ible 有 


r = Pena 
= Í, -+ h + 2Re [ (D,z 一 az, —ibz + i(r— T)s)dt 
n= Ü |D, — azliide, 1, = N [öz — 4 — T Ysa, 
用 分 部 积分 法 容易 君 到 
2Re f Gus ac — T): =a È etras, 
因而 


了 一 天 十 总 十 E izi de + 2Re Ü (D,z — az, —ibz)dt 
da 


一 2Re N (az, iA(r — T)z odi 


. T T ` 
=- +4 af lald: + Ref (Diz — az, —ibr)de 
È ü 


— iÈ? Ca” — a)z, aCi — T), (64.18) 
因为 aCt, Ta D,) ERI IE at, Ty £) 是 实 的 ,所 以 a* — a E | 
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阶 扳 微分 算 子 ,因而 上 式 最 后 一 项 适合 
If ((a* — aJa àC — T)a)ar 


(CAT NIU 
选 了 充分 小 使 CTS E 则 将 上 式 代 入 (6.4.18) 将 有 


之 


lšh+htó 


T T 
A | bel dr + Ref (D,z — az,—ibz)ds, 
Lj 9 


(6.4.19) 
现在 估计 最 后 一 项 ; 


" 
lL 一 2 (D,z,—ibz)d: 十 2Re NC ia*bs)d: 
n I 
= 2Re | {De — ibu)Mt + | (zx, i[a*b — (aby ] 2M, 
oit b n 


应 用 分 部 积分 法 以 及 = 之 支 党 在 0 ngo CToWqUA ORBE, HER 
到 


T . T’ Bs 
2Re | (D,z, —ibz jdt = Re | —, bz d 
» a 


一 Re (35,54) di 一 Re| (2,22 =) dz 
oA 3 8: 


T 
+ Re | (2, — &*y«) at, 
Ar 


则 利用 Gor D 与 bOr D.) 的 象征 都 是 实 的 ， 从 而 sb 一 


(a*b)*E€ L', b — b*e L^, $e L', BRA 
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1,2: —€ | alasl + IDN: 
又 因 Dal = ID;z — ox + azl < Djs — azli + CIAN e 
iz —6 | izl- aslar — € | iel + Din — azlide 


T 
c | lell - f'Azize 一 i N |D,z 一 azl?de 
n [i] 


T 
一 6 | alar, 
ü 


在 这 个 运算 过 程 中 ,CC 未 了 未 不 同 的 常数 ,但 一 直 与 1, T, r ER. 
[CA C6.4.19) BITE 
I> i Lo 三 (4 — €) N lea: — c N llzll Ashlas. 
(6.4.20) 


广 意 到 “是 炳 圆 算 子 .从 而 有 执 逆 EQ, Ux 
Az = (AE Jobs + rz, rE E", AE€ L^, 


因此 
l| Asl! & Cllezil Cllal & Cll^z + ACT — Dell 
+ CC 十 AT)lsll. 
从 而 由 了 的 定义 又 有 


c N lel- MAelldr < li ho CO AT) N NW 
将 此 式 代 入 (6.4.20) 即 有 | 
T T 
1 > 二 (1 一 o lald — CCL + 2T) f MUT 
Ë 


-fai 


(2. — er) - Å c | | ranas. (64.21) 


X TRE cT<}, 7 充分 大 以 至 à 一 5C mw 


2 [7 1 
Dx A l, lell de, 
RRE 
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和 Dee — ear, 
" -0 
这 就 是 我 们 需要 的 (6.4.16)， 
Gi) « E< 0,6} — Dl [Ome :aub 一 aua Dub]. 现 
"TI 


在 我 们 从 (5.4.19) 开 始 ， 和 各 Gii)a 一 样 ,我 们 设 oT = a, — 6,05 O 
REEE edem T O:« T.H 


l,— 2Re 


[x T 
(D,z,—ibz)dt + ie (2 fabz)dr 
外 -0 


T T 
- Re| (Dz, —ibz)dt + Re | (9-82) 
n jo e "n 


T 
+ Ref (x, ilab — ba]2)de 
ü 
4 ; 
= Re Ds, bz )de — Re | (—iba, Dia) 
? n 
T 
十 Re . (z, —b,z + ilab — bals)dt 


- Rc NC -+ i[aó — ba]s)dt, 
n 


但 是 拟 微 分 算 子 4 与 5 的 交换 子 la, b] = ab — £a 是 一 个 一 阶 
拟 微 分 算 子 ,其 主 象 征 是 Poisson EI {2,6}. BR Gi) cH 
用 强 Gárding 不 等 式 即 知 

hc — Ciel, 
做 人 (6.4.19 7) 有 


FA F 3 2 T 1 
Izh+h+ (2 1-— 2i lal d: > (2 1 一 ej. lel" gs, 
HEER JA KDE A 2 --C > FE 即 得 
p laide = | 7l ae «3I 
5 [i] 


T 
= 347 l eK" Die — rell dt, 
因而 得 C6.4.16》。 


dii E 


* e v * dÀ» 


Du, 一 s 十 bo -+ Av = fs 
Diva 一 (a * ib)v = 万。 
我 们 应 该 证 阴 


( eme e qe ae 
« cO T ZI "T DII? 二 Hell de, 
但 是 对 于 ss 我 们 可 以 按 一 阶 Jordan 方块 的 情况 证 明 
人 iaPa < ca? | APde, 


对 于 a 则 注意 到 D,v, — To, = f, — Åra, 也 有 
和 Pa < ex | enm IA + Mela, 


因 北 ,下 面 需要 做 的 ,仅仅 是 估计 fe -Ande 3p, RI 


从 (6.4.20) 开 始 ， 二 阶 Jordan 方块 必定 对 应 于 二 重 的 特征 根 , 故 
cB), |imr| 267 9, MA bG, x, DO EE BEDS 
^Y THUS E; 
Eb = I (mod L*), 
Az; = (AE)9bz, + rao, AE r EL’, 
z 一 erT, 因此 
Aa] s Clezll + Ellet 
xz C |5z; —7 AC 77 T zll 十 ctl T AT] ill, 
双方 平方 各 分 ,注意 到 1 OS RE SL, BUR 
[hat < Chi cQ e x rr llldr, (64.22) 
KARM leal 积分 则 有 


C |. tel e Mamla ST n+ CA aT) Deli. (623) 


UA (6.4.22) LA (64.20 138 T E T 3 à Jo LR 
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1 2 [T 2 2 : Hu 1 
l>5 h+ QC) leds —- C1 + iT) . [ail de 
= 机 


T 
m 3 EPI | llz;l dz (a > 0). (6.4.24) 
5 


RIRCGA.22)808 

f [Asl de e CI + CC + ATY r lelder. 
但 (6.4.24) 同 时 又 告诉 我 们 ml | lea <1, D 

人 spa < ca iro f Npa, 
pra 


T T ，. 
[ATu pde < cQ e T) | TAA + plas, 
n ü 


因为 对 e, 已 经 证 明了 完全 类 似 的 不 等 式 , 故 有 
J, emm Cou + feat 
« ca^ T | eae e na. 
全 部 证 明 至 此 完毕 . 
Cauchy 问题 的 唯一 性 与 可 解 性 问题 有 直接 的 联系 。 Calderon 
在 [3] 中 就 在 证 明了 唯一 性 的 同时 给 出 了 一 个 存在 性 证 明 。 此外， 
唯一 性 定理 的 证 明 还 可 以 归结 为 次 祷 贺 合计 ,参看 Tayior [1]. 


$5. 半 群 理论 及 其 应 用 


1. C, 举 群 ， 一 个 发 展 方 考 就 是 以 下 形状 的 方程 。* 是 时 间 ; 

1 + A4u — 0, (6.5.1) 
RB adE—AREERET. 4:DE E, EAR Banach Zs 
Hi. Bán 4 = Alr, D. EHA. 从 形式 上 看 ,(6.5.1) 是 一 个 
常 微分 方程 (其 有 算 子 系数 )， 如 果 对 它 附 加 初始 和 茶 件 
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mr ， omna. 


u(0) = x, (6.5.2) 
我 们 自然 设想 通常 用 以 解决 这 类 问题 的 Laplace 变换 在 这 里 也 可 
应 用 .但 是 ,一 般 地 , 4 并 非 有 异 算 子 ,因此 ,其 定义 域 通常 也 不 是 
整个 空间 E。 现 在 我 们 设 4 与 : EA, GREYA DCE, D 在 
EHAR im AHE rE DD, 上 述 Cauchy 间 题 (6.5.1), (6.5.2)48 
有 唯一 解 ED, re[0, co0)， 而 我 们 可 以 形式 地 作 Laplace 变 
换 如 下 : 令 


U(p) 一 pP e Purdr, 
则 由 (6.5.1) 和 和 1C6.5.2) 有 
PU(p) — «(0) = AU Cp). 
从 而 
Up) = (PI — A) 0) = (PI — Ayr, 
用 逆 变 换 即 有 : 


ET io 
ar) 一 +f e" (PI — AY'xdP, (6.5.3) 
lm j£ 


这 种 运算 纯粹 是 形式 的 ,而 需要 对 «G) 加 上 一 些 限 制 ,例如 
laCo s Met, M, ESEM. 
EE Re HUE (6.5.3) 确 为 所 求 之 解 也 有 不 少 困 难 ,但 是 这 个 作法 
确实 提供 了 解 次 问题 的 线索 ， 例 如 必须 糙 解 w( 人 与 4 之 耶 解 式 
(Pl 一 AY? 联系 起 来 等 等 ， 反 这 里 的 想法 精确 化 就 是 半 群 理论 . 
ul) 可 以 看 作 是 re DCE SIDE rit —A4- eet p 8d 
T,;;E— E; r> alt) = Tx. 
上 述 (6.5.1),(6.5.27 有 唯一 解 的 假定 就 成 了 
TT, Ias =l, (6.5.4) 
满足 初始 条 件 就 成 为 
lim Tx = Tor =r, (6.5.5) 


《5.5.4) 称 为 半 群 性 质 ，{T,}(+ € [0, 4o 00)) 称 为 一 个 半 群 ,(6.5.5) 
是 一 个 连续 性 和 性质， 这样, Cauchy 间 题 (6.5.1),(6.5.2) 就 是 如 何 
从 4 作出 一 个 闪 群 UT.) 的 问题 ， 大约 在 1948 年 左右 ， 吉 图 耕作 
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(K. Yosida) 和 E. Hile 互相 独立 地 解 志 了 这 个 问题 ， 志 一 耕 作 
HARER- PARRET A, KEI A, 4, 则 作 < 一 


DAA = TIU, PRISE T = linT™, E. Hiie 则 用 


k-D 


FAFE T: 


T, = lin (1 十 二 a) 
Xem 7 


我 们 看 到 ， 至 少 形式 地 有 了 ,= £74, Wi cA ACUN Br AB PEN Tf 
(6.5. 是 常 系数 线性 微分 方程 组 时 ，(56.5.1) (6.5.2) 2 E WR RE 
ulr) = eix = Ta, Hille-Yosida 理论 当然 基 它 的 深刻 的 推广 , 它 
是 水 函 分 析 中 重要 的 成 就 之 一 ， 以 下 我 们 作 一 些 简单 的 介绍 ， 读 
者 欲 知 其 详 ,可 以 参看 吉田 炒作 [11,[2] 以 及 Hile 和 Phillip[ 1]， 
半 群 理论 对 发 展 方程 的 应 用 在 增 田 久 弥 (Masuda, K.) [1140 EHE 
广 城 (Tanabe, H) [1] 中 也 有 系统 的 叙述 。 近 年 来, 半 群 理论 还 
成 功 地 应 用 于 非 线 铂 间 题 ， 例 如 可 网 Brezis [1], Barbu [1], Ff 

I9 (Miyadera, L) [1]. 
定义 6.5.1 设 在 Banach 空间 5 中 有 一 族 线 性 有 界 算 子 {了 ,}， 

t€ [0, 4-00), 适合 

TeL = Tas T,—1, (6.5.4) 
lim T, = T,, (E rbi, (6.5.5) 


则 称 {T,} 基 一 个 C, 2E BECHER (B ERO RED. 
定理 6.5.3. Æ (T, )C B(E) (Banach SE) E — E 的 有 界线 
33 T 88038 (GC 6.5.40 ELE 


imT, — 1 Ct Si, (6.5.5) 
则 必 有 与 无 关 的 常数 M , f, 使 得 
HT ez Me, (6.5.6) 


rg H.Co. 5 ET. 
WE. BELAH H e c0 使 得 sup |T,| e M, « +o, ik 


着 不 然 , 必 有 一 串 志 一 0 但 T, — oo. Biki (6.5.4), 对 一 要 
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x€E, lim T x = x He di JEns ss BR T3 supii T, } < +o meses 


WDR. Budb4jih ec o pL EZGBEIRU Maa to, 
对 作 02€ [0,-F 00), 必 有 非 负 整数 n, 使 得 na s: (n 
Da,Tikld s nate A O-s-a 从 而 由 (6.5.4) 
T, —(T"-T 
FE, HT. eM. to, Tl « M. +o. (BIN T =I, 
从 而 TQ — 1. HC M.2281. ARS M. e" 820,4 
IT, [| e MULTI" E Me? Me. 
(6.5.5) 的 证 明 是 容易 的 。 习 为 对 (220, MB (OBI SIUS 
0c 5c. 而 有 
IT, — Tal & NT Tx — cll. 
由 以 上 知 Peal Mer c roo, Mifit (6.5.4551, 24 A LO i41 
ET. kx — T.x|— 0, FIER HTa 一 Tl — 9, 
这 个 定理 告诉 我 们 一 切 C, 半 群 之 元 的 范 数 均 有 一 个 指数 增 
长 限制 ， 车 对 T, 赋 以 另 一 种 范 数 
UE PM 一 le^" TA, 
BA InI SM, -RAR (€ Co 半 群 中 可 以 分 出 一 个 重要 
的 子 类 , 即 M 一 18 一 6 的 一 类 ,这 上 时 
IT] m1 (6.5.6) 
这 种 C。 半 群 称 为 压缩 半 群 . 
下 面 给 出 半 群 的 几 个 例子 . 
例 1. E = Cio, rco] EO, 十 ce) 上 一 致 连续 且 有 界 的 
实 值 连续 函数 空间 , 范 数 为 [ul 一 Ko ALASSAR T, 为 平移 算 子 


Tu = n(x 4-0, 
{7,} 显然 适合 (6.5.4) 以 及 (6.5.5 )。 很 容易 看 到 上 Ti 一 1， 所 以 
GERR FE. 
例 2. 来 自 热传导 方程 的 Cauehy 问题 : 
Ou — 1 Du 


a ze “ORS OO. 
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MH OE-C[—o,- 90]. fH t7; Fi) ERN 
Elx, O) 一 (220) 3exp(—x^/21), (ze, 
四 此 上 述 Cauchy 问题 的 解 是 
uli, o = LEC, 2) POI), >D, 
它 可 以 看 成 是 定义 了 一 族 有 界线 性 算 子 
ali, x) = (Tip), >00, 
IT 浦 足 半 群 条 件 
Ex, += Et, OREL, OG, 0, 25 0, 
这 当然 可 以 从 直接 计算 来 验证 ， 但 是 由 热传导 方 得 Cauchy 问题 
解 的 唯一 性 更 易 得 出 。 (65.4) BD ERATI x 一 致 地 满足 初始 条 
fr, 
忠 极 值 原理 有 ;， AEREN 0 290 
Sup ss s p |eGOÍ. 
所 以 ATIS 1, 因此 热传导 方程 能 Cauchy 问题 的 解 是 由 一 个 压 
Hel ROIG XL: 
2. 4EBERS ESSE HUE. BÜEICLEMIRSI ETUR 
du 
Uu + Au = 0, u(0) = x, 


当 4 是 一 个 与 上 无 关 的 矩阵 时 ,其 解 为 


HO) — 了 
1T, = i64) HREL AER 这 时 明显 地 有 
lim , CT, — 1 — — Ax. 


仿 此 ,对 一 般 的 C, 半 群 iT. 我 们 给 出 
定义 6.5.8 设 多 一 人 EE， 强 极限 lim 二 (Ts 一 Dx 存 
在 | ,在 m 上 定义 算 子 卫 如 下 ; 


Bx 一 lim È (T, 一 D» GRIKAO, (6.5.7) 
JI B 3520 (T, ) ES] e BC Z 为 其 定义 域 . 
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以 下 我 们 常 窟 里 一 一 4 而 研究 4 的 性 质 。 

关于 半 群 的 生成 元 有 以 下 的 基本 定理 : 

定理 6.5.4 ( 半 群 的 可 微 性 定理 ) — UE (T, 是 一 个 GEH, 
和 Me， 一 4 为 其 无 穷 小 生成 元 , W ZOE 是 稠密 的 , A 
是 闭 算 子 , 币 昌 一 切 复数 和 4%, LEA Re% 8 者 都 在 一 4 的 瑰 解 集 
中 ,并 有 

ICA + AD « M/(Reà — 8" (n — 1,2, 2. (65.8) 

VIAE 对 于 :是 强 可 微 的 , 且 当 x6 六 时 


Tr lim LT Tr -—T,xr—-—ATax. (659) 
dt A-8 À 


证 。 这 个 定理 的 证 明 较 长 , 现 分 几 步 进行 ; 
首先 作 算 子 ( 即 是 Laplace 变换 ) 
JO) 一 2 eV Txde, Rel 7 8, x€ E, — (6.5.10) 
它 是 E— E 的 有 界线 性 算 子 。 事实 上 , 邮 (6.5.5), ce "Toe He 
是 强 连续 的 , 且 e "Tal s Me ee， 所 及 对 任意 的 N > 
0, f BRE 


lim 5 N T,x . eui um IN. 
在 E 的 范 数 意义 下 存在 ,好 Pe Tear, iB im] e Tue 
也 存在 ， 这 就 是 说 JO) 是 有 意义 的 ,而且 

UO « 1i [7 emma < 


EN 
Ret — 8 


所 以 JE E 是 有 界线 性 (线性 自明 ) 算 子 。 今 证 A 
(aI 十 4) ZUG: 
n G1 + NJ 三 工 (6.5.11) 


M l|xil, 


事实 上 我 们 有 
AUTO — T, N e "T,edi = L e "T, axdt 
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To meere as ao osaman . n tese 


m= pH I 一 N e Tdi, 
v n 


T, "ARES BUD 3S FH T, ZEHE. Aie 
KT, — DATO = CHOC QU — DJAJ 


一 j^. [eiT ade 
dE RA FRR RAAI — MURRE JO, 今 证 后 一 项 当 
5 一 0 也 趋 于 0。 事 实 上 它 等 于 
— Å e f eC (Tx — x)det — e" (1 — ea x 93 ht ih 


dy s etm 人 SUITE — xls 
ü 
Re sup Tx — x| — 0, 1;— —x 
Dx fs 


AA A — oo RRRS aAa, MAA 
—A^AJ(ÓAM LIA 一 二 
此 即 !6.5.115， 它 告诉 我 们 7(2): E zm. 
AUXUEBHXIEER€R EE, H1 off Jr e 于 上 中 这 里 
4 3C ALATE x JE E Zn. 
在 I) 的 表达 式 中 作 变 换 An 1, 由 N erde 一 + 有 
JG = r ei( Tx — 3de + r, 


e — al « etian — elde = epiar. 


对 每 个 固定 的 4 A oo ht 00, X 
ERON S eT arh + e jel S CMe + eieh. 

EH Lebesgue akae ERA Je — x] — 0, EE, 

下 一 步 证 明 式 (6.5.9》. Xf r E P 

KCT, — Tx = hM T na — Tx = Th Ta — Tx, 

(6.5.12) 

Hi T. EAFAT, $440, RAET TAr, AE WBF 
一 4Txy， 这 就 说 明 Tx € £2, WEAS T, YZS. HRS] — 2L 
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T 到 Tx， 它 等 于 [0,00) HEEE 一 了 7,4x, 故 由 Dini 定 


理 ? 知人 Tx = -4 了,， 而 (6.5.9) 得 证 
p» di xt * 


最 后 证 明 关于 瑰 解 集 与 4 为 闭 等 结论 ， 对 任意 € EB, dT 


aa) 是 + A) (Rex 之 8) ZB SS, 


i7 (11 H- 4)J()* = x. 


所 以 il + Ap E tan., JA) 又 是 AD 4 之 在 
3B. EEE, H Ae 7? 3€(6.5.122 7] REBUS T 


ACT — DJCOx = JOY 0T, — Dx. 


4 519, 8 IO) ZB FE, 上 式 右 方 强 收 总 于 —JO0 4x, EH 


则 因 


有 


Jr € e WAKAF AJA) Ait A JA) nr 


— 


1) Diai HR 12/00) 是 定 祥 在 [sy B] b EXE E tRNR ERARA E TA 


E NO dE Cou E) ERER UIG) Æ (a 2) EIRE FIMN A 
d d+ 
di Ko 一 ETE HOS 
iE. (EIk ceo, 5) 并 作 
gu) 一 f ru fts + FO. 


RFB -SLAO 在 (n, D EWOESGBIUL EE RUD IOUSE eO 也 在 


(a, 5) ESSEN TR: 
d d* 
zi gin = mE fco. 


d* 
di 


4 BD gU) ~ fO, 刚 AC) = 0, 


EAEE 8E r e 充分 近 3 必 有 
[aco xe — e. 
EE ED PARERE r ZLAR, Ps, AU P ^. ERR A 


E<, M AOK — 0, 57. AO 一 0, HEADS OR 


LECH + SR = UACH + KEJK — e) 4- CSIEE + 6 — e), 
这 与 上 RARER 2 EUREROGEIS 因此 对 … 切 tele, bh Jais 
att — e), Be ZERE A(2D=0， 同 理 , 在 Q4, 0) 中 A0. 

本 节 中 用 到 的 基于 中 农 生 的 污 数 之 连 污 性 、 wii SEHE Sys] 
HiffEL2]. . . 


RC 二 10， 今 证 Ane, Mec 
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AJOJI + A)r = (Aa HAJJOJ =r ED. 
从 而 A 十 4; DE 是 单 全 射 ,而 47 十 4 有 道 170). 
41 十 4 既 有 有 界 道 ,当然 与 4 同时 为 闭 算 了 于。 余下 的 只 是 要 
证 山 佑 计 式 (6.5.8)。 前 已 得 证 
(uU + A) x = N e "T,xdt ,ReA > B, (6.5.13): 


反复 用 此 式 ”次 当 有 
(AI 十 A)r 一 NM . 小 0 


D 


^ T H 
— "P" —ME ti t 
一 , f e Mutin F, poset dt dt, 


= [ene | desidia 
t E Pto. CRT uw 
— . 1 = =i m-d 
GLD: Di f e UP T axd, 
tH (6.5.60 BIET 
TOES * 6-5 » LE m 


一 er — 8)" lxil 

从 而 (6.5.8) 得 证 ,而 定理 全 部 证 毕 . 

这 里 值得 注意 的 是 式 46.5.10): 它 说 有 AA+ A BUT, 的 
"Laplace 变换 ”， 

现在 对 前 面 酚 个 例子 所 给 出 的 半 群 来 计算 其 充 穷 小 生成 元 。 

£51. 我 们 要 证 明 

= [v E E; u(x) € C'[0, co], z^ € E), | (65.14) 
(—4u)(Gx) = wx), 

事实 上 对 任意 “ € EC 


VOORT OLAN heule + dt 


= | Ae T ue de 


URDUES)rnG)ec(o, o]. (8 17J(3) 是 11 o a zi, 
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M — HT 


及 而 上 述 形状 的 noeg. 而且 困 为 A700 — AI t 4 dk 
-全 Fauls) — có) = MOD — Flats) 一 C— Arle) 


MUERE 一 4 EA (一 4)vi 一 < ni). 
5 


另 一 方面 , 若 给 出 ”< e CRilEh Có 5.13) (27 ED le, v € 
E, mE 
À (T, — DeG) = vG) = Alel t A — rl) — v6) 
= 4" f [e'(s +g) 一 v'(s))da, 
Mab E BOAT L0, co) KSERA 
là *CT. Do — GO sup. lr'G to — eG] 7» 9. 
Ee Ar = A v(s). 
ds 
E(x, 1) — (220) *exp(—2a^|[21). 
和 前 面 一 样 , 竺 作 JOD. 因为 
Tuls) - r E(s — a, i)u(aMa, 
ax 


Hauls) = E u(o)da TN NT OUR de}. 
zi 
现在 计算 { js 注意 到 


w oa m ARP € (a 
va 一 _ pi - + £) — Hoo — 
3 P. dx = g Pe lcu dg |x =o 7) 
me (a aei [1 -fui e x 
=ef e ( E) go 4- 2d e een da 
ve Pru F 
e frt YT (s.n 
= ef e ( tir) de + e| E CHEM dt ( = 2) - 
vE E g 
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1 1 一 ia r EED) yy, ( E a) 


VIa ud 
~ 2A Y povri 
EE 
- B am 
因此 记 JOU) — n) 有 o0) ED, B. do 中 一 切 元 购 可 这 i 


样 表示 . 但 
vals) = IG» 


= " r e Yu "uada 
一 J> n £78 Puedo + 人 O 
e " [va N e HU Du(eda ` 
— NET, r eVi WC agg | | 
49 = 43 -VBa - Vac) 


+24 Ü ca aC) de 


一 —2As(*) 十 2Àvi(5). 


从 而 
AJAL) = 一 4oxG) = ngo) — DG) 

7 = vis) =E y). i 

Die, dE e ABENEZ H, MYA (O), vO), v" (0€ | 


Ci—29», +œ] fH Ael 一 一 A v" (5), 
BxSGEvlv,»"€Cc[—o,400], T, 是 热传导 方程 (< = 1 
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A) D eG) 为 初 值 的 Cauchy 问题 之 解 ,从 而 
8 (y -l 8 
e (X9 7L BP T,v(s5) 


E 
= ES | dl e 67 VI ada 


2 mv Zrt 
1 » 
E Tv" (s). 
因此 . 
ACT, — Pel) = A7 p $ T,» ( dr 
le ĝi 
一 + 再 下 | (Tu C) — v" (las 
十 L s"). 
mU ilo 


lec, — IC) 一 1 c) sz EN sup [IT,2" — e"|| — 0, 
2 i VELTET 


PTX féRS e E Dm Sae 一 一 v"。 总 之 有 


1 
2 
£ -—líut€E, w, u EEF} H =ar = +o", 


下 面 要 证 朋 的 Hille- 咨 记 耕 作 定 理 是 半 群 理论 的 核心 。 它 是 
定理 6.5.4 235, TEREZ, Rig E. Hülle 和 吉 
田 耕 作 的 两 个 证 明 ， 

定理 6.5.5 (Hille- S: EBBHE) 设 闭 线性 算 子 4 之 定义 域 Z 
XE EDS, 半 平 面 Rel 8 全 于 4 之 耶 解 集中 , 且 有 以 下 的 佑 
计 成 立 : 对 一 切 非 负 整数 = 

ICa? + AD s M (Rel — B)^, Rea >89, (6.5.15) 

Wd —4 RURA G EHT) (0 ma m o0) 之 无 穷 小 生成 元 且 
VT] sz Me". 

证 一 (可 出 耕作 )。 本 节 片 始 即 已 搬出 ， 吉 此 穴 作 的 方法 是 用 
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有 界 算 子 去 逼近 4。 因 此 我 们 先 没 4 为 有 界 第 子 ， 这 时 ，e- 一 
S 《一品 on 接 范 数 收 总 ,而 确实 定义 一 个 半 群 (这 一 点 读者 
自己 容易 验证 )， 而且- 和 e 一 Ae m etas 因而 一 4 
确实 是 它 的 无 穷 小 生成 元 . 
对 一 般 的 4， &» P RI (1e a) 一 7 存在 而 且 是 有 
RAT. R 4。 = 47,， 则 有 
A Hal(re EA) hn — npo O h) 


但 


l.l lelai 47d « —M 
np 


是 有 界 的 ,所 以 4。 也 是 有 界 算 子 ,从 而 可 以 定义 一 个 半 群 
(etn = {T} = Content), 
因为 MCa 二 AN S MCa 一 的 -所 以 AIS = oC + 
A)" «& MC — 8/7, RRETIK TI dors 
a) NO -ayn Í mu M 
IT^ = en D E QU s Mex e (L0) 
一 Mee HOD LS M umb (6.5.16) 
现在 证 明 当 n oo 时 ,7f" 在 任 一 有 界 区 间 re [0, 7] 上 对 
， 一致 地 强 收 化 ， 由 此 可 得 有 界线 性 算 子 Zi， 而 且 很 容易 想到 
(T,) 也 是 一 个 半 群 并 以 一 4 为 其 无 穷 小 生成 元 。 以 下 就 来 证 明 
这 点 ， 
因为 了 名 以 一 4, 为 无 穷 小 生成 元 , 闻 


-£ T AT" = TPA, 
di 


£ 
TP — TM = LL mere 


一 f TA, — A Tae, (6.517) 
这 里 的 微分 与 积分 都 是 在 五 中 按 强 意义 理解 的 ， 故 对 任意 *《 E 
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有 
ITP — TUS « | TC A, — A, YT? sd, 
3 —J B E x 在 AC SE CRISE 


CAS — Axil = E (i 十 过 4) :— 4 Ü bs 4) z| 


rd b ml mi! 
(+ — Ly, 4d 4) (124 4) 4n 
p mi K ?à E 


| N 


sra) Oa) ems 
(6.5.18) 
利用 Amd, 5 T, TP 的 可 换 狂 (这 是 容易 验证 的 ) 即 有 


f X -i * -1 

IPs 一 Tes sl Ga- a- 4) 
L] m [1 " m 
rel Te ax yas 


« c (3 & 3 ast. (6.5.19; 
m m 


这 里 我 们 用 到 p(6.5.16),(6.5.17) 55(6.5.18), 

这 个 式 子 告诉 我 们 ,对 x € H^ ZER, T: 在 :6 10,7] 上 
一 致 收 但 ,但 对 x e ELWA? 这 时 注意 到 当 re PA 之 定义 
域 ) 时 , 当 有 一 0o 时 有 


Jex — xl = (a 十 Lay ls 一 (1 十 La) 


s Cn 4-4) All 

s (a — 8)l4xll — 9. 
然而 前 已 证 明 Al s Mas — 2)7 M, GER), MR 
TEE x € EBA |J 一 x 0, IR J, SUE SET 1, TESE 
h 也 强 收 合 于 了 (这 时 要 用 到 上 ,中 对 # RAR), 然而 Jix = 
nnl 十 4) ”显然 在 4^ 的 定义 域 中 ,从 而 d^ 的 定义 域 也 在 EE 中 
Pis. (6.5.1060 & Us [1,24 e € [0, T] Fb [UTE o ec e 是 一 致 
有 界 的 , 所 以 易 证 ,对 一 切 x《 三 而 不 只 是 对 人 定义 域 中 的 x 有 
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Ti".— TU. —-0 (3f re [0, T] —35), | (6.520) 
RERA Y Hd Ta = lim Tix, 
UT.) 确 是 半 群 .因为 由 1178 对 1,# 一 致 有 界 , 故 
ToT. = lim Tío Ti, = lim. Ty = Tr, 


于 一 四 


由 《6.5.203， 易 证 对 一 切 = € E 


limT,s = x. 


ELE CT.) 是 C, SERE, TU. 


IT| = lim | TR s fim M en-A 
= Metlxl. 
最 后 证 角 {了 ,} 的 无 穷 小 生成 元 为 一 4。 对 xt 2AT 
-£. ein = — Ae do m Rn 
dt 


^ 
ATP I = A | EA T's dt 
v dt 


E 
一 一 下 | (TP Aux — dx)dt — Ax 
.D 


T€ [(0,T] ETIO xt e —SkMNER H T,, TIU AL = TPUJIAx 一 
致 收 趋 于 了 T,4x: 所 以 由 上 式 令 = 一 oo 有 


KHT — PD = h NCET — Ard — Ax, 


但 在 zy9 了 时 Tid — xl --0, BEELES 540 时 27(T, — 
1)x 一 一 4xz。 所 以 一 4 就 是 47 的 无 穷 小 生成 元 , VERS, 
证 二 E. Hile), APER REGE. To 是 微分 方程 


-£ Tx = —ATaux 
之 解 。 用 差分 代替 微分 则 有 了 ,x ZEE TÍUx 适合 
AIT Goa — TH = ~ AT (^ = i» 
” . 
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i me ed 7o wea 


从 而 Thus = (HAAT, DLE TI = TO = (14 
Ia) x， 因此 我 们 设想 可 以 用 (7 + £4) 一 TY 来 求 极限 
而 得 关 所 求 的 六 群 UT). 

我 们 首先 还 是 来 研究 {Tm}。 令 0 i c n/8， 首先 有 

I + £4) | «M ( 一 Le) (&—1,2, =), 
所 以 一 方面 


(oria) ns 


一 ! 
一 IE 444) as 
Án " Án 


«(- Ley ast, 
从 而 :10 时 (1 十 二 4 BERF B-DNA ITP 


和 TID ) 之 任 一 紧 子 集 一 臻 各界 . 


Xu celo, m) tere ammo (rea) 
对 上 述 区 间 中 的 ， 是 解析 的 , 洒 此 在 组 意 义 下 可 微 ( 当 然 对 + 也 是 


强 连 续 的 ): 
» TP -—4 (1 44) 一 一 4 (1 La) Tw. 


今 证 = 一 ce 时 TPUWOSÁ. EARE x 在 4* 的 定义 域 中 ， 
这 时 有 


Th ~ The ~ lim 全 d (TET «as. 
但 由 前 证 的 Tí" 关于 上 强 可 惩 以 太 TI 与 4 可 交换 可 以 得 天 


MM 
-E (rto 一 Tm ò a(r 43) 
di S m 


-15 
— 4 (1 2) ) TP 
"n 
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. (1 + ayo d, 
从 而 有 , 当 m, n— ohh, Z r ELl, T] 一 致 地 有 | mE 
Irme ness (Lt tzt)t 


—n-i 
(a - is) M |.-4?xlds — 0, 
n 


对 任意 的 x € 玉 ， 则 由 前 (吉田 耕作 的 证 胡 ) 已 得 知 的 4 的 定义 域 
XE ERMER ITMI XE 和 +t&€ [0, TIRAR, MAH (€ 
(0, T] 一 族 地 在 强 意义 下 

lim Tí7x = T,x, x € E, 


OXÜE (D) 是 一 个 co 半 群 ，: 10 Tux 可 由 前 述 一 至 
KEBEL ToT, — Ta 的 证 明 比较 复杂 ,因为 {7fe} 对 固定 
o n JEEE, 这 时 仍 先 设 x Kp 4 的 定义 域 中 。 由 于 


: — 1 
= Tie Tis LTD [4 Ü 十 二 一 一 4) 
n 


— 4 (1 pnt 4) | Tí? 
a 


-一 —— -Hü—l 
Tem ray 


`. (i T nta) Ars 
MAA r BIO 到 s 积分 即 有 
s—r 4) 


Tipa — TI TP ~ i| (2r i— 
，- 7i 0 
-n-i 
| ( 十 三 十 了 4) A'xdr, 


因此 ， 当 # 一 00 Hj, Tie 一 — 然而 左 方 又 应 以 
了 了 为 极限 ， 所 网 Tax =T, Toa, ARRAN rE E, 
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dk: BHEWRIEBIqE E SSH A mU SE Sd EE SES. BE 
ETM 之 一 致 有 春 性 即 知 
Ti = To Ts. 
lm 了 .一 7 由 Tx eLo, T] 一 致 地 强 收 合 于 T, 容易 证 
和 月， i 


l[T,x|| = lim TP al 
i aa Bt 
< M lim (1 ; 8) Me, 


最 后 应 该 焉 明 一 4 是 {7 小 的 无 穿 小 生成 元 。 仍 利用 TI" 适 
合 第 分 方程 
E. Pg 一 -rP (1 4- L4) hz, :€g, 
dz " 


双方 对 + 自 0 到 天 求 积分 : 
Tg. — xr = — [re (1 -La) Axdt, 
4 noo RE 
Tax — 1 = — 人 TAxdr, 
以 下 的 证 明 与 证 一 完全 相同 ， 证 毕 , 
以 上 我 们 用 两 个 方 社 作 出 了 以 一 4 为 无 穷 小 生成 元 的 半 群 ， 
那么 这 两 个 半 群 是 否 相同 ? 事实 上 上 ， 一 4 只 能 是 … 个 半 群 的 无 穷 
小 生成 元 。 因为 车 有 两 个 半 和 群 {T,} 与 {54) 均 以 一 4 为 无 窃 小 牛 


成 元 , MÆ Rea c 8 时 ,由 定理 6.5.4 中 的 式 (6.5.12): (MER 
A U1 十 4) 是 T, 的 Laplace 变换 ) 有 


N eUT adt — (A 4-4). 一 N eS adt, 
n n 
HER fe E* 得 


(7 eU, T oxyde = P 27" (1,8, de, 
& OT) = SR JRBU 了 ix 一 Sx。 这 个 半 群 -- 方 而 是 ee 
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之 极限 , 男 一 方面 又 是 (7 +4) 的 投 限 。 我 们 自然 地 把 它 记 
f£ ,于 是 得 到 

系 6.5.6( 半 群 的 表现 定理 ) 
(7^4 = lim (1 十 La) = limet, A, = A (1 + Lay . 


3. BH 7E R7 P. AII ERRERA, 我们 已 经 看 


到 
4 Tr = —AT x, Te =r, 
dt : 
这 里 4 作为 Ta) 的 无 穷 小 生成 元 自然 与 1 AK. 于 是 Zz BD 
Cauchy 人 是 
du 


LA p du = t, {O= ax 
di 


的 解 。 这 里 的 发 展 方程 因为 二 与 上 无 关 而 称 为 时 草 发 展 方 程 
(time-homezeneous evoluion eguation), — 49,4] E TE 28 d£ 3E S RI 
Duhamel AEH Six 8 M i ABAE RA Cauchy 问题 
du 
x 
对 此 我 们 假设 4 适合 定理 6.5.5 RARE, x € D, fe CHO, 
t), E), 我 们 所 求 的 解 是 指 «€ C'(I0, T], E) B wi € ghe 
[0,T 了 1) 和 而 入 适合 (6.5.21). 我 们 的 基本 定理 是 
定理 6.5.7 ic LEXRA EET (0.5.2) AE- 
4G) m Tes + TL, KG. (6.5.22) 


让 


+ du = j, a0) [= x, (6.5.21) 


WE. JCUECO OO 20) BAR DR. «CO 适合 对 解 所 加 的 要 求 。 EE 
换 ol = etul MR e A 


P: — (4 + o — e" fü), v(0) — x, 

14 

iXBJ, IEI e MUS GERM HT em Me 可 g — k«0,9 
0 fp ABBAS AORA 4 存在 ,从 而 Tu 适合 
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-2 T A= T, s 
es 


信人 (6.5.20) 并 用 分 部 积分 法 有 
ulr) = Tar | i 了 Cr 


= Ti Af) TA H0) = [ TATT Cds, 
因此 ， 由 半 群 的 可 微 性 定理 知 «ce C(O, T], E) HxP—U re 
[0,7], «CO e zv, 直接 计算 有 

du 


SU LI ATE AFG) — TIARO) 
dt 


— AIO + | Tp) 


= —ATx+ T4C + J T, J (ds 
== —A[T,x-ÀA 7f) - T, AFO) 
= [Tid pd + O 
= — du + ft), 
u(t) 一 x, 
唯一 性 的 证 明 是 很 篇 单 的. 1$ xf 是 Cauchy 问题 的 解 ， 则 


T, (s) = T, a) 十 T, odul) 
5 


= T. Cs). 

双方 对 了 让 4 到 :积分 即 福 式 (6.5.20)， 证 毕 . 

这 个 定理 的 假设 可 以 放松 到 仍 设 f€ CC[O, T], E), 

4. 对 称 观 曲 组 的 Cauchy 问题 .现在 我 们 要 把 上 述 的 框架 应 
用 到 具体 问题 上 。 鉴于 半 群 理论 的 应 用 是 多 方面 的 《 详 见 本 节 开 
始 时 所 引 的 文献 ,下面 的 应 用 只 是 举例 性 质 。 第 一 个 例子 是 对 称 
双 曲 方程 组 
P == La + iru) = * ae) P» + lwe 十 f(x 13 (6.5.23) 


Pod 


edle 


he sn 


f Cauchy fi 
u(U0., x) = ux), 
这 里 aj(w) 55 BC) REN XN 方 阵 ,aj(s) 之 元 素 在 BR Gel e 
一 阶 导 数 均 在 2? 下 连续 且 有 界 的 函数 空间 ) 中 ， a) 为 Hermite 
ARE bO 之 元 在 BR?) 中 对 了 与 和 作 与 定理 65.5.7 相同 的 假 
IE, u 一 (rp bo E = [L(IT)]S,. (6.523) 右 方 的 导数 
按 广 义 函 数 意 义理 解 。 现 在 我 们 来 定义 算 子 A: 
= lu€ E, Lu€ E), Au = —Lu, 

ins $2412: Y 29 LH'(R'D]" CEE Hilbert 空间 ,当然 型 是 Banach 
空间 )s 则 了 CB, 而 且 在 多 IPS. AT «€ Y, 4 为 实数 , 若 我 


4T& X. Gs o) — | Y wpidzlele = Casu), WETEA 
1=1 


[Ca + AD? = [Auel 4 24BReC A2.) 二 Xs), (6.5.24) 
而 县 用 分 部 积分 法 有 


(Au, #) = | (È aj P «) dr (bu, u) 
一 一 IC 2 DC) dx + (bu, u) 


一 -— (u, du) 一 (s. > Au) 


Or; 
+ Chu, u) cr (u, bu), 


ZReC du, n) = 一 c» 3 A «) + 2Be(bu.u), 


(A (6.5.24  BÜATEN SEAT K BUE ECC 2 0 存在 使 
[C4 m RD! ze (OP — Ci Dliull. 
TEA ASAE 8 pk i94 1| 部 分 大 时 EE 
[CA + ADe = CI2I -elel «€ Y. (6.5.25) 
但 是 实际 上 ,上 式 对 se 名 都 成 立 。 因 为 这 时 车 REOUET J. fE 
用 到 mw 上 ,有 J;*«cY, WE 


十 了 


(4 M A Re FL 4 dhia (AT uO fo dul. 
但 当 s 一 0 时 Ajere — Jo 4u-0, Jk d- Au (A + 
AD) , 故 知 (6.5.25) 对 u € 5 都 成 立 . 为 了 证 明 [A1] 充分 大 的 实数 
4 都 在 一 4 的 耶 解 集中 , 除 (6.5.25) 外 还 需 证 明 4 + 47 Pg 
R(4 十 41) = E, 事实 上 ,因为 由 《6.5.25)， 志 十 A1 有 有 界 逆 ， 
R(A 十 41) 是 的 闭 子 空间 ， 若 ec DRCA + 条)]， 则 对 一 切 
u E€ D 特别 是 对 uc CF(R") 应 有 

(CA -+ ÀIu, v) = (Qu, (A! + ADe) = 0, 
RE OACGEGIDENXOCSSERCOT. AE C e 一 0 qm o4'e— 
—Ar€ EMm ve DC), 但 是 对 A 可 以 证 明 与 46.5.25) 相同 
的 不 等 式 


[CA + ael Z5 CI — ehell 

于 是 = 0, 因而 知道 RCA 十 41) — EL GXFEUEBS TEHAS 
大 的 实数 1 全 在 一 4 之 耶 解 集中 ， 

Hille- 吉 田 耕 作 定 理 的 条 件 要 求 半 个 复 平 面 Rel 8 中 的 一 
切 1 都 在 一 4 之 了 豫 解 集中 ， 但 是 从 证 明 过 程 中 看 到 ， 只 要 1 > 8 
的 实数 1 在 一 4 的 耶 解 集中 ,此 定理 即 已 成 立 。 国 此, 对称 双 曲 算 
子 一 4 是 某 个 半 群 {T,} 的 无 穷 小 生成 元 ,而 

u= Tau 十 | T, Ads, 


BD Cauchy ja (6.5.19) 3E — HR, 

5. 3446021 95 98 BE - 0] RA, p xn iR LB RTUL COE E 
框架 中 来 考查 ， 下 而 我 们 以 抛物 型 方程 的 Dirichlet A PRÉ a] us 
AB 


8,4 — Qka, Deja = f(4,x), S RT -XQ 中 (6.5.26) 
&(0, x) = ux), (6.5.27) 
u(x, t) € HPO), (6.5.28) 
这 里 QG.DO- Y] LOD 是 .个 一致 强 本 贺 算 子 , 即 


jam 


一 Re D) 4.GOE Ze c[EU" ec > 0, (r,t) € Q xR, 


|a ;am 
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当 m 二 1 时 ,方程 (6.5.28) 蚌 热传导 方程 的 推广 ， 

为 了 把 它 放 在 半 群 检 京 中 ， 我 们 取 E = L'UO) 而 算 子 4 之 
定义 域 为 多 一 HU(O)DHS(0D. Z 自然 在 LO) hM A 
为 C2)c e c L'(2),ifi Ca (0) A L CO) rn Biss. 14 (6.5.26) 
中 的 微 商 按 广义 函数 簿 义理 解 灶 , 令 4 一 — 0(. D). 则 4 显然 
EHRT. TESTAREA 6.5.7 其 需 讨论 一 4 的 耶 解 巢 即 可 . 

Bi Gürding 不 等 式 有 

Re(Au, n) + Ala, w Ze C,ululi, Co > 0, Ain un € E 
(6.5.29) 
因此 当 AZAR, BÓ, i1 o4: — E 是 单 射 , 旦 
lO + Aul? = Aa + 2A2ReCAm n2 + Ha]! 
= (A — 2142.) Jel? 《在 (C6.5.29) 中 念 4 — 2), 
现在 的 问题 也 是 证 明 A 十 4 DERBE E. IERS S EE 
处 理 对 称 双 曲 方 程 组 是 一 样 的 。 从 而 有 和 十 了: 六 一 五 是 单 全 
H, E. 
KA + ADSI S a e, 
IGI Y NI xROTDSR-12,- 
直接 利用 定理 6.5.7 即 知 ,上述 混合 问题 有 唯一 解 存在 . 

以 上 我 们 限于 将 半 群 方法 应 用 到 时 齐 的 发 展 方程 的 一 些 比 较 
简单 的 情况 。 对 于 更 复杂 的 情况 以 及 非 时 齐 的 发 展 方程 ， 可 以 做 
看 前 面 提 到 的 文献 , 


TP 


SB LUE PAAGI 
$ 1!， 边 值 问 题 的 L^ 理论 


I. 慨 述 。 椭 加 型 方程 的 边 值 问题 。 其 中 最 引 人 注 日 的 模型 蚌 
Laplace 方程 的 Dirichlet 问题 。 已 有 很 长 的 历史 ， 早 在 十 八 世纪 
甘于 引力 位 势 的 研究 中 ，Laplace 方程 (也 叫 位 势 方程 ) 已 露头 f, 
其 后 又 在 电 矿 学 的 研究 中 大 显 身手 。 由 于 它 一直 处 在 数学 物理 
在 当时 ) 的 中 心 位 置 上 ， 因 而 在 它 的 历史 中 可 以 斤 到 许多 科学 巨 
大 的 名 字 : — 例如 Laplace, Poisson, Gauss, Riemann, Green, Diri- 
che 等 等 。 我 们 提出 Green。 是 因为 他 的 工作 可 以 说 是 代表 了 数 
学 物理 的 剑桥 学 派 , 我 们 只 要 提 一 下 Thomson, Rayleigh 和 Max- 
well 的 名 学 就 可 以 知道 这 个 学 派对 科学 的 次 献 。 在 数学 历史 上， 
从 Gaus 以 至 Riemann 的 贡献 影响 了 一 个 时 代 的 数学 和 物理 的 
ABE. Riemann 的 工作 ,和 思想 深远 ， 方 法 新 轿 , 基 :与 物理 学 有 最 紧 
密 的 联系 ;他 由 Laplace 方程 出 发 来 建立 整个 复 变 函数 论 ,他 关于 
Laplace PEHIA 53 $6 0 JU RI SPERO, 3x — U0 3e BR 4b Fc 
REPKE. MRAPA EA SOR GRRE DA RH CD 
之 一 

Riemann X T^ Dirichlet C28 B5] 2E y t E48 , 以 及 它 所 引起 的 
一 场 大 争论 和 它 对 整个 数学 发 展 的 影响 ， 以 至 Hilbert 提出 的 23 
个 数学 问题 ,在 第 三 章 开 始 都 已 述 及 ， 

Hilbert 以 后 数学 的 发 展 证 实 了 化 的 著名 数学 问题 所 表现 HB 
RUTELA RU AH SE ZIAITRUL. C. Bepmureñn (S. Bernstein) 在 1910 年 
Bit JL. 5e peT — E ULEE FERE DT A Egan EEA, fh 
的 工作 的 核心 思想 是 : HA SUCEDE EUR PeR y R aT 
FAJE PE, VR VIDEAR hih Qu priori estimatss)， 依 
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Feki. RIRH EEA GROD DD MBER AGRO 
值 问 题 ， KASETE IPAE Ea Schauder 的 工作 中 得 
到 了 很 太 节 发 展 , 特 别 是 Leray 利 Schiuder Hye Hi T AE [1] 至 今 
仍 是 非 线 性 分 析 的 基本 著作 之 一 ， 先 验 合计 方 革 的 发 展 对 杆 线 性 
楷 圆 型 方程 以 及 对 韭 线性 李 阅 型 和 抛物 型 方 各 ,有 善 特 别 章 要 的 
意义 .由 于 这 些 工 作 本 身 就 足 太 构成 疮 峡 沙 繁 的 专著 的 主题 ,我 们 
这 里 不 能 述 及 ,我们 只 提出 著名 的 论文 4gmon, Douglis 和 Nirenbng 
[1] 和 一 本 专著 JTanppkenckas füYpameuema [1]. 一 本 好 的 介绍 
是 Gilbarg 和 Trudinger [1], 其 中 有 详细 的 文献 索引 , 

Hilbert 关于 Dirichtet 原理 的 证 明 还 开创 了 研究 椭圆 型 方程 
的 另 一 条 和 途径， 他 所 提出 的 变 分 学 的 直接 方法 ， 使 得 可 以 应 用 
Hilbert 空间 这 个 强 有 访 的 工具 。【 这 种 方法 的 比较 简易 的 形态 中 
常常 要 用 到 Riez AWE, (nm uEBHqufkde T — 4E aE 
的 ,所 以 我 们 也 可 以 认为 Hilbert 空间 的 方法 地 是 一 种 变 分 方法 ,) 
在 与 Hilbert 证 明 Dirichlet REKKAR, KENTHANG 
I. Fredholm 通过 位 劳 化 各 种 过 值 癌 题 为 积分 方程 的 工作 。 这 个 
工作 立即 引起 了 Hilbert 的 注意 ， 潭 后 来 发 展 为 积分 方程 理论 以 
至 关于 紧 算 子 的 Riesz-Schauder 埋 论 成 为 用 泛 阿 分 析 研 究 椭 咒 
型 方程 的 另 一 个 支柱 。 Hilbert 空间 方 守 的 代表 作家 可 以 举 出 纽 
约 学 派 一 一 它 是 Göttingen FMEA SEE ,还 有 例如 Browder, 
Schechter, Banek (Visik) $9 A, 在 吉田 寿 作 [1 中 可 以 找到 很 好 
的 初步 介绍 ,还 可 以 参看 Peere [3] 和 Agmon [21, 其 中 有 详尽 
的 文献 索引 。 ATH L 理论 焉 是 这 个 方法 钩 初步 ， 关于 
氟 敏 分 算 子 理论 出 现 以 后 的 发 展 则 将 在 下 面 各 节 再 谈 。 

2 ATHER RREH OCR dwa ey a 
RARA co) BUR: 

P(e, D) = $) uD — 1x) (7.1.1) 


laler 


HAAA, TER QEÉ-—4HR C” 类 区 域 ， 其 边界 69 是 
—p c^ AmE oj OQO.7-—00. 在 第 三 章 中 这 种 区 域 
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称 为 正则 产 梨 ， 所 谓 三 在 一 点 ze 人 是 精 辆 型 的 , 即 PGE 之 主 
部 Pals E) M a8 适合 不 等 式 


la|zm 


| 32 a GO m ell”, EC By eG o 0, 


la =r 


如 果 有 一 个 与 * 无 关 的 常数 < 之 0 使 对 xe 台 有 
| $a TOME zmciE|[", Ee R^, (7.3.2) 


lajam 
ARAH PE G hE aR, TE TREH, Salire 
Ema HEE, 
除 Laplace 算 子 一 入 外 HAR rA HEREPIT XE Cauchy- 
Riemann 算 子 (简称 C~R ET) 


日 ly PES . 
| a T7 (8, 十 :0,) E (D, + iD,). 
但 是 对 它 不 能 提出 Dirichlet 问题 
On 
——— Ü, = " 
az “lao = f 


因为 方程 的 解 =p) 必 为 z peAa, MORIR RELE 3CTROE 
其 在 整个 00 上 的 边 值 。 C-R 算 子 是 奇数 阶 的 ， 这 是 比较 少见 
的 ,因为 我 们 有 

定理 ld GE PG D. (LLID E r € 0 E MEN 
AJ, MH » ze 2 ifj a.C) 为 实 值 函数 或 上 9 3 B4. EC m f 
3. 

iE RE CLD EHH SUC CRESA > alai 不 为 


ILE I . 
0. Zia «Cn ) REH, 则 Sa x 95" 不 能 变 号 ,但 当 Egg! 时 


lal zm 


一 JR vii 之 as (x9) —5£ Y" =(=" > a)". 所 以 除非 


m= 2k £i 部 是 变 号 的 。 mss 是 连通 的 ， 

f£ n 2 3p" ”也 是 连通 的 ， 基 大 Sn Ae RETA Pn, 
£)—90,271 E — CE, E,) di $6577 Bp,'EX E, 没有 实 根 , 记 其 
mM Ea = n(E) (—10,.2,o-.,.m) PERNE CPO 者 个 数 
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为 NaN), Al N.N. — m, WHN E £65"? 的 局 部 
BERAR, [H SUC RAEE E. BUR Ni WN 在 8" 上 都 是 
TAL RMH THELEN N-E) 一 N (ERAI M = N, 
这 样 即 有 m = N, HN. 一 2k. 

PA rim BE SRRA e P). Dirichlet [a] 530 d H0 IUD 
Emane (A. V. Bitsadze 》 算 子 [ 1] 


ai 一 " (C0: + 18,3, — 82) 


是 一 个 例子 ， 它 的 主 部 是 一 LG — ED 十 EET BIDS E ve 
0 时 不 会 为 0， 对 于 名 求解 Pa(xy5) 一 有 总 一 让 9 站 所 以 
BAERS, RI N, 一 2 HON —0, Ôu 一 0 的 “ 通 解 "是 4 一 
Ha) 十 EE), f, 8 都 是 z IZAR Q g= arf, 得 um 
《1 — [210/00 EREK Dirichlet 条 件 于 [2] 一 1 E. FA 
dig — 0, ul s 0, 

有 无 穷 多 个 线性 无 关 解 。 从 指标 的 第 度 来 看 ,这 是 很 特殊 的 。 

因此 我 们 有 必要 从 一 般 的 椭 区 注 算 子 中 划分 出 我 们 能 比较 顺 
利 处 理 的 一 些 子 类 。 有 两 个 子 类 是 特别 重要 的 . 

定义 7.1.2 ”车 对 椭 锣 算 子 (7.1.1) 可 以 找到 re) € cD) 使 
IG] — 1 以 及 常数 c 0, 使 对 --: 切 Ee Rn 有 

Re [reo 3 s KO E ze|£|", (7.1.3) 


IFIET 


则 称 (7.1.1) 在 Q HESA, 
| BYE CD S AL AYE AR GTE TE ERIT. B 
为 可 以 取 rC) = sga ( J) s 6087 E ET EE ESA 


ARAP SER 2034 m d EXE 与 二 中 只 有 一 个 适合 (7.1.3)。 
C-R 算 子 当 然 不 是 强 椭 圆 的 。Bruanse 算 子 当然 也 不 是 ,因为 


te (— E Ca 4DLGE — 8D + 181) 


D) FERETE ARTA- BAAT. AEE” E orb ATARA 
o ii AABAA £838 — RGO E E 


= 418.» 


Doa quo fmenben mene Posee s = orme mar 


一 一 " falE? — 2 — 285,5] 


TEGERE. 
因为 Px f SEPT v Pa = YELBIELSSVE (7.1.3). 可 以 改 为 
Re S e,G)E* ze e]£|". (7.1.3) 


[epum 
5^4 EXIT s 
定义 7.1.3 EIRA T 0.1.0, re 0 URTER 
AIEO E, ae R 的 方程 
Poales E T2) 0 (7.1.4) 
其 有 正 虚 部 和 负 虚 部 的 根 数目 柑 等 , 则 称 了 在 O ch e ARS i 
Cproperly elliptic). 
由 定义 清楚 地 知道 ,适当 补 贺 算 子 总 是 侦 数 阶 的 ， 
现在 证 明 
定理 7.1.4 Sd EU EET ADRESSE T. 
iE. EE re DIE p(G)—vYCOO P. E) 5C) 十 iC), 
PLEN PCE) 是 二 的 实 系数 多 项 式 ,于 是 式 【7.1.3) 成 为 名 人) 2 0 
(85 0), 但 pE) = CC 1)"6(D, dE m — 2k. 
EH (7.1.2 还 可 推 知 (E 十 71) — 0 没有 实 根 (和 ?是 定 
X 2.1.3 B BOBR ZR MEER TELE. 因为 A ERARAS, MA 
它 关 于 7 的 根 有 飞 二 m12 ARBER, = m/2 REHE 
部 ， 但 我 们 需要 考虑 的 是 方程 
PE + rn) = ACE + ra) + PE + rad, 
为 此 ,引进 实 参 数 a 而 考虑 一 族 方程 
OCA, T) = B + ry) t PLE + 3) — 0, — (7.1.5) 
RRRA AGE) BGABOD.IASUE—U)ACEDHIERUTER. 
JACE) + pE) = pO > elg”, 
所 以 C7.1.5) 关 于 7 RE 4 的 连续 函数 ,从 而 具有 正 《 负 ) 虚 部 的 
RAE MG) N CA) SHARR k, DR JE 
NaCL) = NAC0) = k — mí2, 


而 定理 得 证 。 
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(E E RUE ARS T RARE TEEMA ELT. t on 
Plr, D) = Di + Di — D+ iD 十 DD 

它 的 象征 (也 就 是 其 主 部 ) 是 
P(x,E) = Elt ET — Ed rr i(E1 o EDER 
PATERA ER ST S fH AS RT EA BE BH ES JE E RM A a E] 2. Jonatan- 
cKHÍi (Lopatinsky, Y. B.) TE[I1 Ih ECER TH 5» 358]. —H 类 
El E TR is A: 

定理 7.15 3 5c 38p-- EDGE TERT GRE Gn e Eg. 

证 . 4 (E.,0) — £,C0,---,0,1) — m 3E BASE R" 中 的 在 
St 上 联结 十 0€ 5 ESd- cR JUR ER Ep E Ta Eo m 线性 无 
X, apl, 设 PCr D.) JEU UE POE E, 十 03,) — 0 
AF r RRRA. GE ONE 表示 它 的 具有 正 、 负 虚 部 的 根 数 ,出 
Ni 将 随 o 而 连续 变化 (因为 这 个 方程 由 r” 的 系数 Pun.) 25 0), 
所 以 是 常数 ， KEE E + ry BSE E 十 rp = (Er) Na 之 
数 不 变 . 但 在 定理 7.1.1 的 证 明 中 已 经 看 到 Polri ar) 一 0 关于 
fr 的 具有 正 负 虑 部 的 根 数 均 为 e CX MUR HEOURUT 0 > 3 的 
Bu), WERE, 

2. Dirichlet 形式 .、 现存 我 们 变 研 究 的 是 ,对 一 个 强 椭 圆 算 子 
应 该 拍 出 什么 样 的 边 慎 问 题 。 第 三 章 $1 中 提出 的 Dirichlet 形式 
给 我 们 雇 启 发 ， 这 个 思想 的 提出 实际 上 基于 分 部 积分 法 , 

Wu, ve CIO), Le X) nOD 的 形式 伴 算 子 L* — 


ulad 


2, DDC - ) 适合 


| a jim 


(Lu, v) 一 (u, L*v), 
WEHE m 次 分 部 积分 ,将 得 到 
(Lust)—= X (Dn, aaD v) = D(u,v). (7.1.6) 


lal BlErn 
但 是 ,对 同一 个 上 可 以 得 到 不 向 的 (7.1.6) 之 右 方 ;例如 工 一 一 A 一 
Dio Di 一 上 方面 相应 于 第 三 章 中 已 绎 熟知 的 
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(— An, v) = (grada, grade), 
同时 ,注意 至 — A 一 —30i1, 又 有 
(— Au, v) = 48s Dar), 
D(u,v) 就 称 光 工藤 一 个 Dirichet 形式 . 
MEEF ARARAT. 这 时 易 见 L” ERM 
的 ,而 且 不 论 (7.1.6) 如 何 作 社 ,对 于 工 一 D, aG) UH 


Ir I=im 
ale) 一 D) ag), 
a+par 
因此 , 当 工 为 强 椭圆 时 , 必 有 
Re 5j agQEUS > eje p 60 (74.7) 


[atn | B 1m 


其 送 当 然 也 是 成 立 的 。 记 以 这 时 Dirichlet FREEK A RUNE eI. 

以 上 假设 了 #,vE C8C9), 从 而 分 部 积分 时 不 出 现 边 缘 89 E 
的 积分 。 当 xy > 仅 属于 出 如 CB) 时 ， 则 对 《7.1.6) 还 应 补充 以 
边界 上 的 积分 。 为 了 讨论 这 个 问题 , 先 作 五 的 某 个 邻 域 的 开 覆 盖 
以 及 从 属 的 一 的 C" 48] (pili. UE pu, pe 但 仍 记 为 so 
则 有 两 种 情况 : 一 是 相应 于 8 之 内 部 的 小 块 ， 这 时 s. ve C3C0) 
而 (7.1.6) 仍 成 立 , 一 是 相应 于 材 匡 了 89 的 一 部 分 的 小 块 ， 这 时 
supp, suppr NAL 不 一 定 为 宅 。 我 们 不 妨 设 上 述 开 覆盖 充分 细 ， 
以 至 在 每 一 个 过 办 小 块 中 都 可 以 作 丢 分 同 豚 , 使 已 全 位 于 x. 过 0 
内 ,而 88 & Tz. 一 0 中 。 记 这 样 的 小 块 为 了 ， 而 Bg 的 相应 部 
分 为 FC98-。 由 一 的 分 割 的 作法 , 可 以 设 wy + 在 95-\B" 附 
近 恒 为 0， 这 时 对 任意 的 sg 一 (oia) = (m, 0i vn) 可 站 
接 证 明 


| (sis = |, «Dd 


*ài |, (0970 CD 7930s 


式 右 的 ds drtrdain 将 上 式 中 的 > 换 为 daD o Sb a, BR 
和 后 即 有 有 
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Diu, r} (nu, Lv) 


e 3 3X Orco DEERD 


lei. Bem i=] 
m-i 
-5 fa (Diu) (hos som Ms, (7.1.8) 
i=0 
这 里 
Nast = Deni -Da (x) D5v 


IxoaiBimm agii 
是 一 个 2m 一 i 一 1 阶 微分 算 子 ， 

现在 引入 一 个 新 概念 。 令 / 是 非 负 整数 的 一 个 有 限 集 ， 了 一 
[£, 1] mU. E b 1. o 0. 车 有 89 上 的 微分 算 子 集 (sy 
使 得 Mi 的 阶 数 为 了 而 且 89 对 于 一 切 M, ARRETE RR UM; 129 
一 个 7 正规 集 ， 著作 了 以 上 的 坐标 变换 使 OO 局 部 地 可 以 表 为 
xz, — 0,8 £M; 是 了 正规 集 的 充分 必要 条 件 是 

M; = a)DL b e, ay) ve D. 

因此 可 写 出 Di = bM; + D, BD", hle) 0. BO Dep 


IL ILE m 


的 Dar 代 了 以 Man 《os < 1), BIA 
D, = > Bi(r, D')M;, 
1=1 

Bí(x, D") 是 Dotte Dua 的 次 数 不 超 过 了 一 主 次 多 项 式 ， 以 
HA (7.1.8) 并 对 B; DY) 应 用 分 部 积分 即 知 ， 一 定 存 在 
2m — i — 1 阶 微分 算 子 Nasa. yi 一 0 到 一 1 与 式 (7.1.87) 
中 的 Nam_i- ABD, (218 

DG, v) = Cu, Lo) = S3 È OM) lees, (719) 


jt 
ERES X OS4 dx eb EEBDSB 
定理 7.1.6。 祖 对 于 工 的 尾 一 个 Dirichiet 形式 D(u,v), 以 及 
8Q 上 的 10,m — 1] 正规 集 LM; E TPETE M KIIUD SET UN RS jl 
(Nimi 的 阶 数 为 2m 一 1 一 1) 使 得 对 uec CaA) 有 
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m-i 
DG, 0) — Qi Le) m 33 | Ob (Gars, (7.1.10) 
j=0 799 


容易 看 到 {Nimi 是 一 个 im,2m 一 1] 正规 集 , 

我 们 给 出 定理 7.1.6 是 为 了 找 出 边 信 条 件 的 适当 形式 并 找 出 
求解 边 值 问题 的 适当 的 空间 ， 在 (7.1.10) 中 将 【syo7 对 调 , 则 当 求 
解 方程 Lu 一 4 的 各 种 边 舍 问题 时 ，(7.1.10) 去 方 是 D(v,«) 一 
(5 应，(7.1.10)》 本 是 对 a, oec) 提出 的 , 现在 为 了 使 它 的 
左 方 有 意义 , BRE a.ec HU"(O) 即 可 。 再 看 边 什 条件 应 如 和 何 取 ， 
BERA 3.4.8, Diu, Dio c HIA) OG = 0,1, e,m — 
1), 8 C7.1.190 AJEA e B) m Br EE] 2m — 1 ha 它们 
不 一 定 有 意义 ,所 以 我 们 不 妨 要 求 wy， o € Hg(Q) 这 样 因 Mie — 0 
而 【7.1.103 右 方 也 为 0. 这样 的 * 可 以 认为 在 边界 80 上 适合 
Dig = 0 (j= 0,1,-::,: 0 — 12. 这样 我 们 就 得 到 广 文 的 Diri 


T$ 
D(v, u) = Cr, f), v EHC). (7.1.11) 

这 里 要 求 v € H3 CO) 是 很 重要 的 ,因为 这 样 一 来 sy 在 同一 
空间 HCO) 中 ,如 果 可 以 证 有 明 Moes a) 是 这 个 空间 上 的 连续 线 
性 泛 画 的 一 般 形 式 ， 则 只 要 能 证 明 (v,.f) E ve HTO) 的 连续 
IRER MIH Ricsz 表现 定理 立即 知道 有 ww E H8(9) 存在 适合 
C7.1.11)。 这 个 # 即 Dirichlet [B] ER) SRR. 

求 得 弱 解 的 存在 乃 是 L^ 理论 的 第 一 步 ， 

其 它 边 值 问题 也 可 以 在 同样 框 浊 下 来 处 理 . 正如 Dirichlet 问 
题 的 条 件 是 通过 令 v,e 属于 HUCO) 的 闭 子 空间 来 实现 一 样 , 对 
HELER RIMAE Ha) 的 一 个 十 子 空间 X:HgCO)C 
XCH"(Q) KEM, 实际 上 XC Hi COD, RARR we X Hu 
E Q ADERAREA RE TE O0 附近 的 性 楚 。 在 这 个 
意义 下 ,wu X BEES e ETHER, “多 的 选择 应 该 使 
《7.1.1 们 中 9 上 的 积分 为 0, 于 是 我 们 得 到 

(D, X)ndügp Q XCHA) 中 求全 入 
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Div, a) = lr, f), 1 E H(O), vc X, (7.1.12) 
ÀXq REGAT XGRITAJEÉBIXMBSIT, PULS — T 
AF: WM;)E— o [0,m — 1] ERE, JUF = [bm — 11, 
JnJ-89. $xkÉ 
fe: ve C"(Q), Mi» = 0,ic J} 
在 H"(0) mhimt.rREEeecXxX,AC.L10)& 


0— (Do u) — Gf) = D |, OL) Dom) ds, C443) 
PgEj" ` 


但 是 我 们 可 以 作 vec (D) 使 在 680 上 5 适合 Moo mf i 
0,1,---,m- 10 5€ COD 是 事先 给 定 的 函数 。 事 实 上 ,如 
果 局 部 地 令 BO 为 xs 一 0, M; 可 化 为 e VIRA CRI 


只 看 M; ð 这 个 特例 。 这 时 令 “一 PX è BIT. T 


我 们 令 ”适合 
Mis m0, JEJ; Mie = Nu ; au, 7€ Jl. 
[RA (7.1.13) 即 知 在 89 上 应 有 Nima 0, FE。 所 以 这 时 
(D, x) 边 信 问题 就 是 EX EH Nimi = 0, IRBD 
- Mu 0, i€]F; Nu jaum9, jE], 
当然 这 时 9 的 进 值 条 件 中 出 项 了 = 在 02 上 的 高 于 以 一 1 阶 的 时 
$., 而 aecH'(O) 由 迹 定 理 只 能 保证 它 在 82 上 的 不 高 于 一 1 
阶 导数 有 意义 ， 所 以 ,这 时 还 需要 附 吉 一 些 条 从 雇 使 s € H(O0). 
LL CRITIC.) 边 值 间 题 的 提 半 ;下面 开 始 讨论 其 弱 
HEFE. 
3. 9E B EE SR EHE (coerciveness) RF., ELAT 
个 (D,X)—- ign] , HR 18 IR DX 263R —1- » € X f 
(rsf) = Div, u), 
hik AmE jEr c XAU R HEZ A — ERI, 
331—358) Wil RZUEBH X Ef) ES R EZ BEA HER G D(v uu) 
之 彩 。 为 了 解决 后 一 问题 ,我 们 回顾 一 下 Riesz PME., U DUE 
3841, Hilbert Zi (8IH3 — JC FEES TEILE AA AK Hermie 内 
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Pi. 但 是 Dir, n) 作为 一 个 sesqui-linear. (3f e 2628 E E s 为 共 
MRE Hermit 内 积 的 正定 性 ,又 没有 它 的 Hermite 
对 称 狂 。 想 要 弥补 这 两 个 缺陷 ,我 们 引入 两 个 重要 的 概念 和 结果 . 

首先 是 强制 性 概念 . 

$E X 7.1.7. 设 D 是 如 上 的 ww 阶 Dirichlet ÉA, HOCA 
HO), WUR ERE 69822089 

Re a, a) Ze ell — à Hellis (7.1.14) 

则 称 避 是 强制 形式 ; 若 上 上 式 中 芍 4 — 0, 则 称 六 为 严格 强制 的 ， 故 
23 DAREA» D'(n, u) — D(u, u) t Ausu) 总 是 严格 强 
fiin. 

到 现在 为 止 ， $2[1— EDUSCÉ Be EU D Ampi 为 
强 椭 加 的 一 一 这 个 假设 的 作用 。， 可 以 说 ， 强 椭圆 性 的 必用 正在 于 
保证 强制 性 ， 这 是 因为 , DATE UB RAE pI Girding 不 
等 式 成 立 。 在 第 泊 音 § + rp (SERE 5.4.12) 我 们 对 所 微分 管子 介绍 
了 它 ,而 应 用 到 现在 的 微分 算 子 的 情况 ,这 就 是 : 设 2m Kr CT 
数 线 福 偏 微分 第 子 工 的 象征 主 部 适合 不 等 式 (7.1.3"); 


a + e 4 + € u > 0 a nu c*? ù p y a € a 


ReLo (s, E) = Re( D aO) m JE” 
" vap =m Li 


则 对 任 章 坚 集 KEA LLELAESISN e 均 存在 常数 coo EN 
we C3(K) EA 
Re(u, Lu) > le — elul — C lalt, 

“应 用 到 我 们 的 情况 , 则 注意 到 由 连续 性 ，(7.1.3 ) 可 以 认为 在 
包含 吕 的 菜 个 开 集 上 成 立 ， 所 以 可 以 选 K — 8 而 上 式 对 一 切 
«€ C;(D) Rr. XN CO) 在 HMAQ) 中 稠密 , 故 车 取 : 二 0 
又 可 以 认为 它 对 一 切 we X 成 立 。 人 以 此 代 和 (7.1.12) 册 知 

定理 7.1.8 #LEÖ LR C” 系数 的 强 柄 图 算 子 ，B8(O)C 
XcH"(O), WiiBBZEM Diriche JEA D EIR Mg. 

Garding 不 等 式 的 出 现在 强制 性 概念 之 前 ， 我 们 不 妨 认 为 后 
省 就 是 由 前 者 脱胎 而 业 ， 强 制 姓 边 值 问题 已 经 有 了 有 朋 确 的 研究 成 
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^R ifr ERRA ERMER. ZA O-Neum- 
ann 间 题 证 一 个 显著 的 例子 。 TE AERAR O- Neumann [aj 
题 可 以 参看 Kohn 和 Nirenberg[2],Folland 和 Kohn |1], Hërmander 
L173, 

第 二 个 重要 的 结果 是 以 下 的 

定理 7.1.9 (Lax 和 Milgram 定理 ) HEA Hilbert Z5 
Bl, D: Hx H—C 是 一 个 sequilinear 形式 ， 车 有 常数 G1， 
C> 0 使 得 
. [Dlay »)| s Cr): lel, — [DGe, 20] > CilelP, 
Wire EREGE Gi H TS. H*— H "ow —u) 
pc H*, vcH dà 

qr) = Dlo, To) = D(Sp, v). 

WE. E ee H, Wi D(e,u) 是 v € H (XE AR MET EE, iae 

Aus 于 是 4: H— H* Ekat. pF 
IDEs w)] s Ciel- lel, 
所 以 lael & 2 所 以 4 六 是 有 界 的 。 由 | Da, z9 Chel 
UE DG.) s lAvlulls BIA lul Ze Ciel, Ang AEA 
射 ,县 4 之 入 域 为 团 。 令 证 A ZARE H* 中 稠密 ， 若 不 然 , 必 有 
ue H gu EAF AZER, MSE w EH 有 Awla = D, 
w= 0, 4 wu, 立即 可 知 w= 0, KAEA A Ze (CER 
H*, mH 4PFUBHAAH3 了 一 47: H* 一 日 。 对 任意 的 pe H* up 
有 Ap = Tp 日 使 p) = D(e,T9), 而且 
IT gll = Cz'loll. 

同 理 , (BaXv)-— D(u,v), ANEB B ETDAN. rud 
S= B”, 定理 证 毕 . 

总 结 以 上 两 点 卫 可 得 到 关于 能 解 的 存在 与 唯一 性 。 

定理 7.110 $x% H (O) 的 一 个 包含 HI) 的 闭 子 空 
fü], 也 是 在 XxX 上 为 严格 强制 的 mw 阶 Dirichlet 形式 ， 则 有 唯一 的 有 
界 单 射 4: HO) X 使 对 一 切 ve X, je H(0) 有 

D(v, 4f) — (v, f). (7.1.15) 
«4265 


W. (e,DEXIveXu—TVETZ P. W pjs Wo; 

H*(Q0)-—-X* EARR EUR AM. EA 

[eic m [Cn] s lellsdfllo sz Holle lms 
Br 

lf s fils, 

BüeGXB). RARA B Pf 一 0 有 1 一 0， 所 以 PF 是 单 
dj. SücD WR H-— XH) Lax-Milgram 定理 的 一 切 条 件 ， 所 以 
存在 唯一 的 了 : X* 一 X 如 该 定理 所 要 求 的 . $ 4 一 Too, Wii 
适合 所 求 . 

这 里 我 们 要 求 也 是 严格 强制 的 。 为 了 讨论 它 ， 我们 来 看 伴随 
(adjoint) Dirichlet 形式 D*(v, a) 一 Diu, v), BÆ L" 的 Dirichlet 
XX, (D*,X) 是 L* RHAH., H (D, X) RERA, 
Zi D= D*, Wi (D, X) 称 为 自 伴 问题 ， 这 时 Le L* REIS 
的 . D 和 D* 必 同 时 为 强制 与 严格 强制 的 。 因此, 在 后 一 情况 ,由 
定理 7.1.10 必 有 B: H0) X 适合 

D*(v, Bf) = C», f). 
4 t: X—H(0) HEARE, $ P—tA4, 0 一 :cB8 WP, 
0: H(Q)— HY (0) EE EC. XXn d Rellich 引 理 
《 引 理 3.2.11)8[4f t: Hy(0)  HjiQ) m >m 是 紧 的 ， 但 我 
们 现在 假设 了 82 是 ca 超 曲面 , 这 时 cl H'"CO) 一 HA) 节 是 
紧 的 ， 因 为 这 时 HU"(O), H"CO) 可 以 连续 拓展 到 HR) 和 
H"(R') 上 一 一 定理 3.4.3)，。 同时 P*- 0. PEHEE 
hgeHY(0), 我们 有 
D(Bg, AJ) = (Be, f) = (Qg, f). 


B- HE i 
D(Bg, 4f) — D*CAH Bg) = CAf, g) = CPf, g) = Cg, Pf). 
现在 可 以 给 出 一 般 的 结论 : 
定理 7.1.11 对 了 假设 同 定 开 7.1.10. 而 瑟 为 强制 的 ， 记 
V =a cX; Dlru) =), Ww EX}, 
W = jace X; D*(v,u) — 0, Vr e Xj, 
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则 dimF = dimw < cc, Ho je HOD, ERY few 时 
AUR (D,X) 问题 的 解 ec X PE. a ELURTEZE V PRAIA 
是 唯一 的 . 

iE. HIZA eR iE 

DC, w)] Ze C helh — ijah. 

才 1 所 0， 则 本 定理 已 包括 在 定理 7.1.10 v, &cup 1-08, d 
D'(o,u) = D(r,u) + 4(v,u) 在 X 上 是 严格 强制 的 ,从 而 存在 算 
F T: HNQO)e X BE Dw, TI) = Co, D. | 

“是 (D,X) 边 值 问题 之 解 当 E 仅 当 

D'(v, u) = = D(v,u)-F A(v,u) — (v, f t Au), 


所 以 当 且 仅 当 u= TC Ae) RUE. $ F= o0 RA V = {uE 
HQ) Tu = u} (Tu = A'u WE T EX) HE, W = (ue 
H(9); T*u — Vu). Sci TUE PS8) Ha, ER 
X89 T 5E R$g c. X — H(O0) 复合 起 来 并 仍 记 为 了 , 则 因 « 
ERAT, Ark ThE. X, H Ricsz-Sehauder Hig, dimy 一 
dimW < œ, 而 且 宇 理 的 其 它 部 分 也 都 可 由 Riesz Schauder 理论 
得 出 . ERE. 

E, RARE E] 了 = keL, W korL*, dimW 一 
dim coker 工 ,而 这 个 定理 表明 :对 于 (DD, 半 ) 边 值 间 题 , indL = 0, 

4 解 的 正则 性 。 上 面 我 们 得 出 了 (DD, 六 ) 边 值 问题 的 解 e, 
THRE XCOROEOCT IUE TES Lu 一 Jf， 因此 由 定理 5.5.8 A] 
道 当 jf€ HC) 时 we HRC jx E REAOEO OS ROR T NE 
在 器 之 内 域 中 的 正则 性 ,余下 的 是 解 在 O0 ERER, 但 我 
MRE L 班 论 的 框架 中 重新 米 讨 论 它 。 我 们 的 目的 是 证 明 在 
ERT r RA HO 更 高 的 正 网 性 ,例如 w € H"*iCO), 
为 简单 计 ; 以 下 只 讨论 二 阶 强 杭 贺 算 子 的 (D,X) 边 信和 问题; 其 中 
X = HO) 或 H0). 

fE QR)—T-2FTR SE Vis Vis ttt. Vu, wE Vj 中 有 些 与 ag 
相交 ,有 些 则 不 相交 。 作 从 属于 {7}) 的 一 的 C" 48 Lid, 3E 

EF CES 


# 一 D u= $ Guo. WRIISITA A EE — A us, 并 作出 
相应 的 估计 。 相 应 二 NDO = c de 是 内 估计 冯 题 ， 而 其 余 
则 是 边界 估计 问题 。 以 下 我 们 省 略 下 标 i 并 对 每 一 个 “证 明 以 
下 类 型 的 估计 式 : . 
mE lelh < CC Lul, + dall. (7.1.16) 
HREIG ETHER RE. 〈7.1.16) 具 有 基本 的 重要 性 。 
在 下 一 节 我 们 将 证 明 满 足 它 的 竹子 必定 是 椭 融 算 子 . 

先 讨 论 内 估计 。 这 时 sj qiu, p LRAT aR, MAR 
u (BIE i) 不 妨 设 它 在 HiCQ》 中 ,从 而 可 以 在 8 外 令 * 二 0 而 得 
u€ H'(R")。、 这样 就 可 以 应 岂 Fourier 变换 。 十 是 我 们 将 得 到 基 
本 的 内 估计 如 下 : . 

X3 1112 4 2CR" 是 -一 个 边界 80 X Ce 的 有 界 区 域 ， 
L= >, a(x)8" 是 在 如 上 具有 CO 系数 的 查 贺 算 子 。 这 


lak 
KAEA s e REC >o 使 . 
lel s CCL- 十 Dulcis ue RAG), C7.1.17) 


la| =k, a.) 一 0，ie| Zk. XER a € HR) 可 以 应 用 
Fourier 变换 而 有 . 
(Lay) = (^ D aag) AD, 


Val =k 


因为 工 是 祷 加 的 ,所 以 | D ai 
1o jm 


lerla nO EDY, 


《1 十 HEEPY GG E(t FYEG + EDEA] 
«c|( $5 «ya im 


param 


T COE JEPTE 
«c (5 sea tipy 


1a] = 
4 ECLA LE] LACE", 
所 以 有 
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lad sS CC La Loa + dalla (7.1.18) 
ia. IDARE. 
PICO NN AER TRU I DRNURUA —— 
HEoncO 所 得 的 常 系数 算 子 Luo > ;osCm)5" 相 比 较 ， 这 时 注 
S, La 仍 是 本 圆 算 子 而 且 上 面 得 到 的 > Sr 仍 适 用 。 现 在 我 们 
zik 


lEu — Laahr — R Casla) — a Gr] 
因为 我 们 一 直 假 设 系 类 au(x) € C" (OD, 它 当 然 适合 Lipsclitz 
条 件 , 即 有 常数 C 09 0 使 得 
la.) — a6) | S Clr — x], x5 ED, (7.1.19) 
MER 8 Aah ERAR pE CICCO), 0 m 9x1 B.E 
B,(0) E vm 一 1. 于 是 若 ue HCO) B suppu Bi(xo), x4 € D, 
有 


|C aala) — ad(x2)9*u GO | = [ex — xs 
— a (x))0*u(x) | 
< CCE Aula) | 
因此 
此 ask) — «(2207 « GO ll. = 1A" pl asl) — aala) Or wt) 
€ sup pir) Case) — a C8). A7 50? C) UL 
Co c CALATE, C aala) — a ())107u la) ll 
< 2€,8|9"u],., H CILA 5 paar) — 2,0022197s lio, 

后 一 项 中 记 plaak) — a4(15)) — d, Du — v E ve Hi, 
LAR pE L'57 HABRA ART ECRIRE x5 EHE AE suppe 
C Bux») 中 。 因 此 ， 称 微 修 改定 理 5.5.5 BRILA 7*..]0"u € HI 
不 只 是 在 Hl 中 ,而 且 i 

MEAE ,GIB s C laulega E Clefa, 
代入 上 式 即 有 
Cale) 一 2 ())0* M *; 2C,8|[8"u[l-. + Cil nll, 
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算 子 工 中 有 有 限 多 项 a Q0", 分 别 应 用 以 上 的 估计 , 划 知 在 
BaO) 中 有 
ILe — Lpgli- sS Cid hele + Cilesi 
于 是 由 (7.1.18) 有 
ieli S CCl Erh + ael, 
s CClLull. + Lu — Laglig + dull 
x CClLull + Ciollull + Mall. 
取 3 充分 小 即 知 , 落 we H(B4(0)), JE 
leli < CO Ens + dal. 
.现在 用 有 限 多 个 Bau(x) 去 覆盖 2， 然后 利用 标准 的 一 的 分 
EIA ERIR ee HO) 有 
leli s CO Esla t adl a. 
最 后 考虑 一 般 的 情况 .我 们 有 


e à u €» s > s w n 


L=], + 工 ， 一 5 as(x)0* 十 > AEDI 


laj-& Iaik 
用 一 个 在 4 上 等 于 1 的 C; ARER L, L 并 不 受 影响 ， 因 此 不 
QE Li 的 系数 在 Cr 中 ， 仍 然 稍微 修改 定理 5.5.5 的 证 明 。 即 有 
| Lulli EM C ls]... it 
leli 委 CfE- + wl- 
= CICE — Lula + Mall 
< CC Lulli 十 ll Laurel, + TET 
s CCL Ello. + eli. 
定理 至 此 证 毕 ， 
注意 , 【7.1.1?) 右 方 的 lel 可 以 改 为 dele. s 是 尾 意 实数 , 
BERTA s— 1x, 自然 有 lal sm lnk, BUK s 和 一 
1 «5, HERRER E 2 08 


《1 十 | «x ye + [EPY CE + ERY, 


事实 上 当 计 | RAR CE O+ |n SAHE PY, 
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而 当 lile RKR C —2 max La + [£77] Ba. 33588 
PED CODE DE! 
lel: SB = luli + Cillei. 


4 e 充分 小 代入 上 式 化 简 后 即 有 
lise fe CCL + Hele). (71.17) 
特别 可 以 取 :一 1， 
现在 就 可 以 证 明 关 于 内 部 正则 性 的 基本 定理 了 . 
定理 7.1.13 若 0CR" 为 一 开 集 , LEE o. ERU. C7 系数 的 
RBHIBIET. L= Dakr)", u, fe P'O) 适合 Lu — f, 


dalk 


则 当 fe MiLa) bjo we Hiz(Q). 
iE. t pe C5C9)， 我 们 来 证 明 qu c Htt 即 可 . Wte 
cica) BE supp bL £1, W gued’, d P 的 构 半 定理 
(定理 1.3.10) HARA C> 0 5ER mitë 
(pl EC sup pa l Pl p ECER. 


[BE EHE em PEL 20m 一 <) « —n, 从 而 


larp] < (2)™|| e"GEYeGas| 


< (a| £l + [61m 
SIT GITE LEPE 
< Clanpl (fG + ga) 
. s Cell. 
因此 对 于 适合 > m 十 T 的 任意 +，w& Dis。 适当 增 大 s 可 以 


DSN= r++ ETERS, m ne Ha 以 下 我 们 将 逐 
步 地 证 明 € HiUNU. e, u E HY. 

EATE, Due HU LIRR, EH bam Es Cistte 
ty — p REENA Ci 中 而 且 在 supi 上 有 ga 一 1. 设 
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当 oi EN HE Æ E r Em E Hti, Md Bi Datus € 
HU, MHE supp Ga KE» LG) = Lu — f. 于 是 
LG; 1} = L( abu) 
= btiaLm + [E uults 
= ff t [Ltt ER + Hon 
一 HHIH 
这 里 我 们 用 到 了 : +A +e= N> tl, Isk, 
现在 只 要 证 明 下 面 的 引 理 即 可 得 Dec HY, MERIA 
证 . 这 个 引 理 就 是 ; 
引 理 7.1.14 对 9 与 的 假设 向 上 ， 若 «cH, fe 
Hatto), 自在 QO 上 Lu — f, 则 oc Hgo). | 
WE. 我们 的 目标 仍 是 对 任意 的 上 EC302) 求证 De € HUU, dk 
而 由 假设 eH, DLu = De H, ZMT [Lt]. 又 是 一 个 
具有 CIO RECIPERE supp 中 ) 的 一 1 阶 微分 算 子 ,所 
以 L.lkeH"*",. Af 
Lgu) = Lu) + [L,£]a€ HTE, 
现在 对 Le 应 用 差 商 算 子 总 ， Eia ARAD, At iu) 
的 支 集 对 一 切 充 分 小 的 都 在 的 一 个 紧 子 集 兴 。， 所 以 应 用 定理 
7.1.12 有 
llsCzu ll. « CLEE- H E Ici) 
s CCIa&LG ulla 十 ICE, BANEU 
十 HEG). 
应 用 关于 差 商 的 一 个 定 旭 (定理 13.2) ,34 & — 0 时 即 得 Oi (£u) € 
H'Pe1,h90.5. BE gue HUUVRBE ue Hg), SiE 
gm. 
利用 定理 7.1.13 和 Sobolev EX A ÆRE VCBE NETS SE 1-80 YE 
TREES E fe C"(O) BW. Lac] BUD XU we CCa), 
注意 ,上 面 的 定理 是 对 一 般 的 椭圆 算 子 证 明 的 ,而 没有 用 到 强 
MAE FREIRA R ARKAT. — 
ATH - rrr ai ifc R UE LES AURIS BI 一 Tri |x| 去 
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Pota Z 0] = B N2, Boom {xi | p] me E B2 中 的 部 分 
E oxQ-— 0, 以 下 还 用 XD mox XbA RE BI 中 的 元 素 的 
集合 , 它 有 以 下 的 性 质 ; 

C) H ceci D HEZEA BZ 中 , 则 对 se XCBz) 必 有 
iuc XCB;y 

(2) Br >ei ae XBOX) Ext Bz 中 ， 
出 时 nG n) HERI dE ria, [4l < 一 PT XET). 
BER diu m (ri, 一 Dae XCBz), BMR (uE 
XC(B;) R mm 一 0 H |el1#| « r — e, 在 这 样 的 假设 下 我 们 
可 以 证 时 | 

定理 7.1.15 设 D 在 XxX 上 是 强制 的 , fe H'CHL), «€ X. H 
*I—U] «€ XCB,) 有 D, u) — (v, f, WHER ecr 均 有 
ue H*9(B7) gH. 

lleella ein A CHa + Ile lez). (7.1.20) 

WE. PERESUEESEÉIBUBRHCN Lac]. 所 以 (7.1.2 们 也 是 雇 下 

类 型 的 估计 


m ll. = CC lall, + ledli) s 
这 类 估计 在 我 们 的 问题 中 总 是 起 疹 关 键 的 作用 ,因此 , (7.1.20) 是 
很 重要 的 结果 ,我 们 将 分 儿 步 来 完成 它 . 

第 -- 步 是 讨论 * 的 切身 导数 rs ye 一 0 的 估计 ,这 里 in| 
RURE pdr, Sk ++i Bb, "ne H(BZ) 而 县 存在 
只 与 和 了 有 头 的 常数 C 使 

J'ai; < CC, + ullos y. (7.1.21) 

这 个 结论 可 以 用 归纳 法 证 出 ， 当 了 一 0 时 , 它 是 自明 的 , 设 当 
Iv m 0,1, 4, à—1 时 命题 都 正确 , 取 o 一 六 (2p 十 Pre 
LG r), Wb p 生 cc<z<*， 由 归纳 假设 , 若 elit, 


则 OucH(B-) (这 里 a, — 0) EUH 
Om li x C CIf les * (sth,a 2), (7.1.22) 
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C 内 与 ps 有关 , RR greci?) 使 在 B5 b pm 1, 现在 为 了 
求证 |7| 一 j, Ya 一 0 时 的 估计 式 《7.1.21)， EE XE ISO, 
这 里 jaler, 显然 (Cu) E X( 豆 7?)， 设 若 对 某 个 n, 
y,5 0, Joy 中 分 出 一 个 沿 i 方向 的 差分 算 了 于: 0$ = Sdk FE 
HZB D, 8u): 

Dle, SHC)) = 之 (O Y, aO BL (Eu) 


= M (Ov, 61( a0 u) + E 
a,P 
一 S Orr, Sat On)) + E 十 E 
aÊ 
= (—] y >) (ES ,0*v, PR 4 E, 十 FE, 
af 
e (—1) Y, (OE8 ar), a 0fu)-- E, 十 Eitt E, 
a,B 
-— (—1YDCE 8! avan) T E, + Ei 十 E, 
= (— 1y (8 aw, f) + E, + Ert E, 
=E, HE tE tE. 
这 里 
E, = »» r, [245,,81]9" (£«)), 
a, B 
E, m > (8'r, AEN H afg , u))s 


本 "| 月 | 到 1 


E,—(—1)'*! > (8*6 - 8 Av, Gup U)y 


abut, B 
E, —(8 v, 09V (LP. 
现在 分 别 估计 E, 到 B,， 这 里 要 利用 有 关 差 分 算 子 作用 在 
H'(Bz) 上 的 结果 (定理 3.3.2 并 注意 v. = 00: 
jBl«c ET “ 之 [8*8*(2u)1osz 


* C lir loas t > lo e) loa; 
azr 
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= € loli, . > IB5u hu. 


ETES T 
ym 
| Ei < C lle laa * 2; CHENE ay . u) loes 


< Cleluz- 5 Nn loss; 
Ier. 
3,70 
< Choleg D hul. 
UEFE 
ami 
|E; = > (a'a y 05 (ÖL - aað u)) 
dB 


Ex € [ell LE. * »2 [Ər (ög ' aai u Jlor 


< clot us- 2 TARS 
RIS C lieli s- - TEON wy 
sx Clelia 人 ea ， 
这 里 我 们 应 用 了 | 一 7 一 1 马上 *. 再 将 归纳 假设 (7.1. BONA 
XE E, Ez, E, 的 估计 中 即 有 
Dle, Ebu «x C lieia CHfllos- T lie lun > 
下 一 步 我 们 想 对 DOM 810240) 应 用 强制 合计 。 为 此 ,注意 到 
BeDEXCB Y), "t v = BXKn)， 并 应 用 强制 估计 有 
lox CO, < Co | DGIO Eu) + NEE} 
S Cubo, Mlles + Mels- 
十 EEA sy)?» 
注意 到 51-2 858。 再 应 用 定理 3.3.2 与 归纳 假设 (7.1. 23) 有 
IKEa < Con ol s. < CIL. + alu) 


代 人 上 式 即 得 
LEEU, < CODI g + dua. 


» 436 * 


令 志 0 应 用 定理 3.3.2 以 及 在 Bz 上 = LR 
| Neruda « CUI, + dall, 


XH |r] =j, 7-—04Bch5»e, jx. (7.1.217 得 证 。 
”第 二 步 则 涉及 有 关 Oa 的 估计 ， 因 此 令 ecr, i LE, Y 
适合 ‘Iri x2, Ys i, BAREH DU € Hs ) 并 且 存 
在 一 个 只 与 p，; 有 关 的 常数 c 使 

上 oo 用 E CO, + au 2. (73.23) 


.我 们 也 仍然 对 ij 用 归纳 法 证 明 .。 第 一 步 事实 上 已 经 证 明了 
j 一 0,1 肘 (7.1.23) 成 立 ， 当 j 安 2 时， 令 了 一 《re nas 
7. —2), 则 |F] — i — 2 Kk. 因为 工 一 Dad 是 精 圆 算 子 。 
Ə 的 系数 au, oe 0, 否则 xs 一 0 将 成 为 工 的 实 特 征 而 与 工 为 攻 
BLECTZPJR. Br Le 一 了 可 以 改写 为 


(O0$4 = (au) (i 一 >， aðu), 


TE 
T4 c IAY, — DU n" 
Bru e 10u * [7 (i — 2m. 
将 右 方 展开 青 求 L 范 数 , 广 意 到 [?]!*2, LDE 8'0* rH 8, 之 次 
数 sre 2， 故 由 归纳 假设 有 
lO. < COs + 07 » 
< COR, + dul D, 
从 而 (7.1.23) 得 证 ， i . U 
现在 即 可 完成 定理 之 评 。 令 第 二 步 中 的 ;由 0 变 到 有 十 2， 
令 Co 为 这 些 步 又 中 所 得 (7.1.19) 的 常数 忆 之 最 大 者 。 则 我 们 已 证 
明了 一 切 Fue H'CBz) ij B3& & T8 
hrala; < C.M + lua Inl k+ 2. 
因此 uc H*"CBL), mE ic 
llegas © C CU, + lal a). 
定理 7.1.15 证 毕 ， 


-#37 >» 


现在 我 们 可 以 把 定理 7.1.13 RIS P8 7.1.15 综合 起 来 而 得 到 一 
个 到 进 异 的 正则 性 定理 ， 我 们 将 它 称 为 整体 正则 性 定理 ， 和 而 定理 
7.1.13 则 称 为 局 部 正则 性 定理 . 
定理 7.1.46 : 若 工 是 豆 上 的 具有 C7(29) 系数 的 二 阶 强 酉 图 
算 子 , * (DXA DO) m (v, ZEE. 6X, X 
fE RO) 必 有 ue PHO) 而且 存 在 与 #4，f 开关 的 常数 Com 
0 使得 : 
lellis sS CC + lalao). (7.1.24) 
WE. PE ORAA PoV ts Vn S vV.eoimsnaos 好 
G6 —1,--,N.. B Va o, Vy ÆA ViOO aA A A TRI 
MEERE] B. L. B Pin89 mF rmo b 于 是 作 从 属地 
{P Jion BIAI C? RW Teilen. RE Coe 应 用 定理 7.1.13 
知 Lc HOO) 而 且 
lebe ass, ECLA v + Ngah, v) 
s Clo 十 Ilgela). (7.1.25) 
对 于 Ls 则 应 用 定理 7.1.15 知 gue AO) 县 
lgie lles. y, & Cj Cili. ri + LE jl Ej ) 
< cr Ifl gt £l o). (7.1.25), 
于 基 由 《2.1.257 = 0,1, «--, N) 知 一 雪 rese H*^(o», Wim 


u S tue HHO), && tue HCO) 从 而 we HQ) 而 且 
j=D 


zoll. < Cliull.o. 17.1.25), ARRA 
二 人 + = p2 as | 
m : 5 

«(35 ci) atia + Ebo) 


< CCo + lath,o), 
最 后 还 可 以 用 dello RELA GH ielo: 应 用 强制 佑 计 
有 . 
lilia * CCI DG «)| + delia) 


TTE 


< C sullo oC tfla + ullo o) 
Lu C leih, aC, a +t liu fio. o)» 


a lelua « CCo + xa)， 代 人 上 式 定理 证 举 ， 

| B] FEAR A SERERE PREDA fc C"(0) 时 «e C"(D), f 
别 是 对 于 Dirichlet 问题 , 可 知 其 解 在 古典 意义 下 适合 边 值 条 忻 ; 

应 用 LU 理论 可 以 讨论 更 一 般 的 边 值 问题 ， 但 我 们 暂停 于 此 ， 

WizETF—3i fu T5 MoErt. 现在 除 Agmon [2] H 
外 ,还 应 指出 一 都 秆 要 的 著作 : Lions 积 Magenes [1], HARR 
地 展开 了 这 个 理论 。 还 应 指出 王 乘 怀 在 [1] 中 也 得 到 许多 结果 。 
关于 椭 男 型 算 子 也 可 以 在 L 框架 中 展开 其 理论 ， 例如 可 以 参 看 
Komenes [1] A S. Agmon [1]. 


$2. MADAT RIM H 


上 一 般 边 值 问 题 ， 本 节 中 我 们 将 要 讨论 适当 三 圈 算 子 的 一 般 
边 值 问题 ， 处 理 法 值 癌 题 有 两 种 途径 :一 是 通过 一 些 先 验 估 诗 以 
及 利 用 一 般 的 泛 函 分 析 的 洲 虚 ,如 上 池 所 讲 的 L'GHiDSDRE. $5— 
条 途径 则 是 通过 一 英 解 一 一 位 势 一 一 将 原来 的 问题 化 为 OQ 上 的 
所 微分 算 子 的 方程 后 一 条 途径 在 Laplace 方程 的 情况 是 很 重要 


的 ， 这 就 是 以 其 基本 解 (» > 3 时 的 i) 为 基础 作出 一 类 特殊 的 


解 : 体积 位 势 、 昔 层 与 双 层 位 势 而 将 边 值 问题 化 为 积分 廊 稳 或 者 
HRA Green BERE, Poisson 公式 等 等 ， 这 一 条 途径 现代 也 有 了 
发 展 ,首先 系统 地 应 用 它 的 仍 应 提出 Calderon， 他 在 14] 中 第 一 次 
所 出 应 用 这 个 方法 的 前 的 纲要 ， 本 节 中 我 们 将 简要 地 加 以 介绍 ， 
(o4 okin ETSERRBUR BU CT 区域， BIRD SE OQ 是 一 
4 CR Bir t" E 0 XE 09— AREETA ERU HE TRT E 
局 部 地 引 八 新 的 坐标 系 x 二 (x',xn) EOE 80 - Rl 
设 为 * 一 0 一 一 附近 可 以 表 为 和 ;x > 01 而 92 成 为 ze 一 
A T LO.DO 可 以 写成 


* $39 ^ 


im 
L(x, D,) 一 5; Lilx, De)Di, (22.1) 


2m Ek LBBMPIRCUAT. LIE BUSGE SEAEURLAO , DRCRCEPOG RO, 
LÈ De W 2m 一 了 次 多 项 式 。 其 次 再 看 边 值 条 件 ， 为 此 在 吾 上 
8.0 附近 给 出 一 个 C^ 向 量 场 ( 即 C7 系数 的 一 阶 微分 算 子 )» 使 在 
39 上 + 与 69 横 截 , 即 没有 切 向 的 求 导 ,于 是 对 定义 其 在 O0 E 
的 证 阶 迹 ( 迹 是 否 存在 的 问题 需 视 * 所 属 的 空间 而 定 ,通常 * 属于 
基 个 Sobolev 空间 ,因此 可 以 利用 迹 定理 ) 为 


Triu = IG » «|. ji-0,l,2,2m—1, (222) 
现在 在 B0 ( 视 为 一 个 无 边 的 紧 流 形 ) 上 给 出 一 个 报 微分 算 子 矩阵 


B = (Bih Et :—0,1,--548— 1, 页 一 和 1,---,2m— t, 
mH. 


Bi € LaO). 


dj 是 已 给 的 实数 Eie vut, tT?3 和 am- = 了 > 则 我 们 给 
BA FEER O i 


B', D, Yu = g —'(g8. 777. Sim) (23.3) 
这 样 我 们 将 得 到 一 一 般 边 值 问题 如 下 : 
L(s, DaJu 一 fh 


B(x', D, DY =g, 
边 值 条 件 实际 上 是 名 个 ,其 形状 是 


Tmt 


| LP PELLIS j-0,1,: aml 


(IM, JRE Ba 可 能 为 6， 因此 边 什 条件 中 出 现 的 的 模 共 方向 
的 导数 之 最 高 阶 数 不 一 定 是 2m — 1, Ba 中 则 只 含有 切 向 导数 ). 
B E—8 fr ERO REA RUTTIR UE Bi 是 一 个 了 正规 系 , 即 是 说 每 个 
IRAE (作为 和 分 算 子 ) 之 阶 数 不 相同 ， 而 且 00 对 于 B AA 
特征 的 (009 的 法 线 向 量 是 (0， ,0,1), Eg 7 相应 的 特征 形式 是 
(sGOS. at + 0 因此 B, APRENE 

«dg 


FILII! 
$7 Birle, 9)a' (x) Æ 0, $ — 0,1, 7-8 — 1), 
j-n0 


Pin, Hüv3Xp OO 的 外 法 线 方向 导数 ， 则 Laplace 方程 的 
Dirichlet ABA Neumann 问题 的 边 秆 条 竹 分 别 是 
ya =g 5 Yu — E, 
现在 KK 二 1 而 二 0 与 1. 
下 面 我 们 可 以 引 人 人 位 势 ， 设 基 上 的 基本 解 : LE — 8, 并 暂 
设 工 是 常 系 数 算 子 , x 是 Lw-]| c C NO 在 如 外 社 充 定 
X os 0 则 得 到 一 个 新 的 函数 u^, iE 69 上 一 般 是 有 间断 的 . 
如 前 所 述 , 设 39 是 x, 二 0, 出 我 们 有 以 下 的 婉 跃 公式 ( 式 (1.5.11)， 
MERMER v 一 ðr, BD OO 的 内 法 线 方 向 导数 ): 
LD) = Ley + Ere, 
1 — 


Eras 一 — > Liskatx Dv ii Ds(r, ), (7.2.4) 


bory.kYY«m 
Nd 
这 里 Lua. D) ARX COD, rw 一 (二 Br。 uso Dia 
3 ; | 


(x',0).. KAA E Md BE REB. 因为 
E xL) = 8*# =, 
MEE o HRA . 
ule) = CExf')]o4d- (Ex Lvu)las. (7.2.5) 
这 是 函数 sA E 88 RA i Fei — TRUM 2 E fr 
HR. 事实 上 , 设 工 一 一 A，E 是 一 人 的 基本 解 C,fr" "OR Cir) 
则 (7.2.5) 的 第 一 项 是 
C, | f) 


fel r" 


dy, r = |r- yl, xE, 


即 Newton 位 势 一 一 休 位 势 , 第 二 项 则 因 (7.2.4) 实 际 上 有 两 项 ;: 
Èru = i Bx.) 十 ua D, Sx.) 
而 有 


Errom c,| Sra c m D 
BO y dpi Oy +77 


ix d — p 38 Er $5 ARREA EUR. 


ELE 


人 


特别 是 车 e 是 齐 次 方 避 Lu — 0 HEG = 0), WERA RH 
现 而 有 
[a (Es Lvu)!5. 
在 C7.2.5) 中 , 取 其 在 00 上 的 迹 , 因 > 是 迹 算 子 , 刚 记 yx =p 
《这 是 一 个 2m 维 问 量 ) 四 得 一 个 投影 算 子 C: 
C: C*(80,C5 -> C"(09: C") 
rI T[CE x L2)| 21. (7.2.6) 
CHRÈ Calderon 投影 子 ， 而 晨 来 的 边 值 问 题 将 化 为 关于 ”的 在 
OO 上 的 方程 组 
( — C)r = r[CE *fo)l o1, 
Bv =F, 
BI ve€cv(00,C") 是 (7.2.7) 的 解 , 则 令 
u = (E*f)|o + CEsxZv)|o 
即 可 得 原 问 题 的 解 . 
以 上 的 讨论 当然 僻 少 严格 的 基础 。 但 是 它 告诉 我 们 这 个 方法 
的 基本 线索 即将 原来 的 边 值 问题 化 为 一 个 无 边 紧 流 形 OO. 上 的 氢 
微分 算 子 方 程 组 (7.2.7)。 四 此 下 面 我 们 将 首先 讨论 位 劳 的 精确 定 
义 与 性 质 以 及 Calderon. 投影 子 ， 然 后 再 回 到 一 般 运 值 问 题 的 讨 
i£ 


(7.2.7) 


2. 位 势 的 正则 性 ， 上 面 介绍 位 势 概念 时 ,是 就 we cT) 而 
言 的 ,一 般 情 况 下 当然 做 不 到 这 一 点 .这 就 需要 我 们 就 «E am (0) 
的 某 些 情况 来 定义 vu, BI e TE 00 的 各 阶 的 迹 ， 这 个 问题 在 第 三 
章 中 已 经 讨论 过 了 ， 在 第 三 章 54, 我 们 对 0 为 正则 开 集 一 一 即 这 
里 所 作 的 假定 ， 89 是 C" 超 曲面 ,在 09 之 各 点 附近 , 9 便 位 于 09 
之 一 侧 , 而 且 在 定理 3.4.12 中 指出 ， 对 we CAOR HRAN 


X i ioo (EY «loo, 2 是 89 的 外 法 线 方向 导数 (当然 ， 说 


n (3v) “so 也 没有 本 质 的 变化 , > ERT 00 的 C” 向 
5 ak ASSET. vC 可 以 拓展 为 由 HC) 到 HIOA) 的 连续 


。442 。 


WTAE so i WAARA DA 为 x, — 0, 则 对 we 
H(A), f£ —8 we C°(0) E HG) HRE ws JU Dis G^, 0) 应 
在 HAO) «illt Dis, 0), 这 里 P EA s im es RR 


区 «e H'CO) UIDEMUS x, > 0 而 且 充分 小 时 的 CICO Sox, sm 
e, £'(00y) 函数 。 所 以 我 们 可 以 一 般 地 定义 «€ (0) 在 39 
上 具有 羽 阶 迹 ,如 果 «€ C0 x, x B. D80), 8 适当 小 。 


定理 3.412 MH. ue H(Q) AE REP: ke. 那里 的 结 
果 还 告诉 我 们 迹 算 子 
T (Ye Tist ts TA): HO) —> I Haa), 
ui— CT, +**, v.n, 
M mci RENER 3.48) ERER 3.49). 


XE CYBER (1.5.14) 的 关系 如 下 ; «dE 00 上 有 0 
阶 迹 , 我 们 可 以 在 O 上 补充 定义 “为 0 而 得 “的 拓展 为 mw, 若 v< 
D(A), W VODICE) E€ ga«(Q). S we (9) 有 2m 一 1 
阶 迹 ,我 们 仍 可 证 明 跳 联 公式 (7.2.4). 

在 上 面 我 们 应 用 了 常 系数 算 子 工 的 基本 解 来 梅 造 位 势 ， 对 于 
一 般 算 邓 情况 当然 更 复杂 。 但 在 第 四 章 中 即 已 指出 ， 对 交响 算 子 
恒 可 构造 其 拟 基 本 解 , 它 是 很 赚 近 基本 解 的 东西 ,而 则 是 一 个 拟 微 
分 算 子 。 用 那样 的 方法 来 多 造 拟 基本 解 ,即使 用 渐 近 展开 式 , 所 得 
到 的 将 是 一 个 适当 的 执 微 分 算 子 , 它 的 渐 近 展开 式 

Bale, E) 之 各 项 均 为 了 的 有 理 式 (R) 

这 时 我 们 有 

定理 7.2.1 若 有 -一个 适当 的 经 典 的 PDO 4 € LR 适合 
条 件 (R), 则 当 ae (n) 在 9 中 为 零 时 Aulo 在 60 上 具有 
一 切 阶 的 迹 . 

证 . 用 一 的 分 割 不 妨 设 O - (xir, > 01,09 = (xix, = 0} 


EI 


fm «c PaA), ARAA CIOGÓSES $56 [| «cd 
(£D. AE E SRI AWRA yu 4' e L" (Roma & « 一 下 一 
! 一 ”时 , 由 振荡 积分 的 定义 容易 证 明 Lue COR), WEHE 
dur p d 1 一 X(£)€ cR, XE) 一 0 于 二 充分 接近 0 处 ， 
X(8) 一 1 于 |E| 2 1 处 , 则 对 4 之 象征 ex 习 用 其 渐 近 展开 式 ， 
知 当 N 充 分 大 时 
4m A — Y ala, E) € LINC"), 
i=0 
Mf Sue CRY HRAS RIED, MUARA ES 
万 阶 迹 时 ， 内需 考 虚 以 每 一 个 aj(r, E} 为 象征 的 PsDO; X BA 
(1 — IGal, 的 cs， 它 也 不 影响 迹 算 子 ,所 以 我 们 只 需 考 
请 象征 为 X(D)a(x.E), E alr, E) JE E BG ERAI, TE 
对 任意 oc ZR) 
(Au, p) = Qu |. AGA | etale, Ep Gds 

Ts, p). (7.2.8) 

RRE.L ”是 一 个 正则 化 算 子 , 其 分 布 核 是 


(zs y) (22) M QU-PX(ya(e, E)dE, — (7.22) 


在 讨论 迹 时 。Rw ke C"(R") 是 没有 影响 的 ， 所 以 问题 归结 为 讨论 
Bu =a (4 — R)u. 这 里 


(Bu, p) 一 QuY* | AEE EME 


(7.2.30) 
F(E) = | cala, E)p(x)ds, 


因为 已 假设 了 a(s E) JE EL 的 有 理 冰 数 ， 所 以 只 有 极点 E, 一 
Er, E), IIS x 在 紧 集 supp 中 ,5 在 R" 的 菜 个 紧 集 中 时 ， 
E, 也 在 某 一 紧 集 中 。 从 而 当 [EL] 充分 大 时 ，F(5) 是 皇 的 全 纯 函 
数 。 我 们 还 可 看 到 ,因为 _ 

EF) = (2a) | e" (— Dy Calz, SP) drs 
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Xp Ee RF" pi im£,c 0 HJ, F) 急 减 (注意 在 suppp 上 xs > 
07， 然 而 现在 AE 是 去 的 缓 增 函数 。 所 以 对 《Ba e» 可 以 应 用 
Cauchy 定理 改变 积分 路 径 得 


(Bu, p) = Q7 |, Lar |. AE EDP» EDdR 
T(£) 的 选择 方法 如 下 : 
[£L «Lis TC RS, Scl E (— 00, —( — 18" ]'^1U 


EY 


uis ru 


er eR 一 一 一 一 
331 <i ^ ut i 
图 6 


IE i 2m i rE = Irr ET Imi, > 0 — 
Wk. WiPe, ROWER E eR b, PENES ER 
lE s cO GO] jE mBTG?» 包 国 了 alr, E) 对 HUR 
HERRAR, x€ supp . 

现在 令 plr) = p(x 08e, xm plaje COR), 
Pra) E CICR) E. supp q:Cíx;z, > 0). 对 于 这 样 的 pors 


(Bes p) LICERET ACER 
| i | eala, E) (Cr d 


ntl (EEF £t, (7.2.11) 


一 | qu x, dx, | 


» 4450 


XE 


Glz, £') 一 (f " ACE' E, dE, | e ax, Ep (x Ddx', 


rae JR”! 


上 面 的 记 法 (7.2.11) 蚌 有 音义 的 ,因为 GLr,，5》 很 容易 证 明 对 六 
Rok. qd C211) MA Bs 在 z, > 0 处 是 一 个 CUR, 
ZO gir. 

n (pa) € Z (R7) > Qa)" f. "n 


m-!1 


ci" gx, Ep Cx )&CE, Ea dE nd”. (7.2.12) 
Tr XR 
由 这 个 表达 式 即 知 Bu 在 OO 上 具有 -一 切 阶 的 迹 。 由 前 面 的 讨论 
即 知 4e 亦 息 如 此 : 定理 证 毕 ,而 且 由 证 明 过 程 可 知 . Aale 之 迹 ， 
例如 Yo 4w)a ERRAT we {ne D'R"), #1o 一 0}. 
现在 就 可 雇 开 始 讨论 位 势 的 正则 性 了 。 在 前 面 定义 多 层 位 势 
和 体位 势 时 , 我 们 使 用 了 基本 解 , 但 对 于 一 般 的 椭 男 算 子 L(x， 
D,), 并 没有 证 明基 本 解 的 存在 , 因此 , 我 们 根据 上 面 所 讲 到 的 理 
由 ， 将 称 AOB) 为 多 层 位 势 一 一 或 曲面 位 势 。 这 里 4 EE 
LICR") 是 一 个 适合 条 件 ( 了 有 ) 的 经 典 拟 微分 算 子 ,ve p'a). ifi 
体位 势 将 定 祥 为 4(F)， 这 样 ,我 们 有 以 下 的 结果 ， i 
O3 7.22( 尖 于 曲面 位 势 的 正则 性 设 4€ LR) 是 一 个 
适合 条 件 CR) 的 适当 的 经 典 氢 微分 算 子 , 则 有 
G) ST K;C*"(80) — C"(Q),vI— 4(v095)] o dE SER; 
RUE ve D00), W Kv 具有 一 切 阶 的 迹 . 
(Qu) AT wF rKy 是 L"" (89) 的 经 典 拟 微 分 算 子 ,其 
在 局 部 坐标 系 = — (vx). 中 的 主 象征 是 


(x',£') > Caf, LAER 0; E', EIE, 


do EARNER, TE #9 一 一 复 平 面 上 包围 了 ao (x ,0, E, E.) 对 
主 铝 的 一 切 共 有 正 虚 部 Im £, — 0 的 极点 的 闭路 ， 
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(ii) 对 于 一 牙 / € R, Ki iB Hi(09) 8] Hi^" (0)? 的 连续 
ET. 
BE. CO. 如 同 证 明定 理 7.2.1 ht, 我 们 用 B-—4—R 
来 代替 4， 在 《7.2.11) 中 令 s= Oel) 29 00 是 紧 集 ， 
所 以 在 用 一 的 分 割 后 , 可 以 将 e GO. 分 为 有 限 多 个 vj(x") 之 和 , 而 
每 一 个 eG) € cR — EA Fi ve CIR"), 这 样 
&(5) 一 2(5')， 我 们 得 到 

CB = Quy È, EEK es ooa, 
(7.2.13) 
KG.) o Qu) |... erra E ELE, 


这 里 了 如 已 在 定理 72.1 的 证 朋 中 指出 的 那样 ,是 变形 后 的 积分 路 
么 ,可 以 规定 它 不 经 过 5, 平面 上 的 co 点 因此 K(x,5) 是 x* 的 C* 
BER, Af (Bu) C) € c), 

若 eg'(80) 则 直接 应 用 定理 7.2.1 BAD (Bu) (x) Ro — 
切 阶 的 还 , . 

现在 证 明 (i)，。 先 仍然 看 rcc), LALAH, KE 
一 般 性 可 以 设 ec CRO., 将 4 按 条 件 (R) 中 的 渐 近 展开 式 展 

开 , 间 且 只 团 第 一 项 alë) “是 的 有 开通 数 而 且 是 e BERE 

性 函数 .仿照 @) 的 证 明知 道 


O TÉK) 9 Qu)" m e" KCx ,0, pi Ele’, 
其 主 象征 是 
K'E) — Qu) |... «G5 0, E. Ed. 


D HL(2) dB we2 (0) MEH i£ — pE que HtCRT) boum 


€. 因为 meppnróQ HHZ, 所 以 HLICA) i5 Hul CRI. ÉH v . 


00 的 附近 为 ALEL AÜ ERRHIBIDLRERL OD 拓展 到 区 = HIE TAE 
《但 不 能 拓展 到 整个 及 "7 上 的 而 仍 保持 在 FI 中 的 w 之 集 . 同样 有 时 在 一 些 文 

” 献 中 也 用 到 FCL RATURA HR) qu 4€ G'UO) DUE. 在 本 
节 中 的 2 都 是 千 三 章 的 正则 开 集 ， 因 此 由 拓展 定 再 【定理 3.1.3， 3.46.4), 
HAC9》 由 的 元 都 可 以 连 综 拓 展 为 (E) 之 元 > GERE, H'CO) HU) 是 
BERANE He) 与 HhoeC9》 则 不 相同 . 


ELLE 


我 们 现在 只 需 证 朋 K(x,0,7 Rer iW UBXEBUL. 事 
实 上 
. K(x, t, r#') 一 Ca ac x' D r£ E,DdE, 


rignir 
= (Qa) ern - a (5^,0,2. C db, En = rt) 
= x" KG', 0, E), 
所 以 YoKv dk e a- 1 BrERSR UD AT. 
JRJGWEH] (ui), HT 4 = B+R, 尺 是 正则 化 算 于 因此 对 任 
EAH, RE L"(R*), Azt vc cKR) 和 peci), R 
们 有 ? 
pR RDE lai s Chr uiae 
sz Cle 
& Ciel. | 
这 里 需要 一 “十 以 一 i «— + 以 及 w wa. 但 前 面 已 指出 
Re ZL”“(R")。o 是 任意 的 ,因此 总 可 以 满足 以 上 的 要 求 . 
余下 的 只 需 王 明 存 在 常数 C > 0 使 得 
EBay] ahe- s Ciel, w— vd, ve Co(R'- 5. 
. CHw)o B (2.2.13) 给 出 。 则 时 假设 了 民 x,5》 对 ww' 有 紧 支 
"i jaane HHIHESDSELTJLT SIS. 


31: 7.23. 对 于 一 切 重 指标 e, 8 均 存在 常数 C 0, 使 得 当 
x, > 0 时 


D 这 里 我 们 用 到 有 关 迹 定理 的 以 下 结果 ; 
定理 . 着 o6 gR oo 大 0。 则 当 旧 仅 当 1 jo Bec rino (Rr) 
时 D5 EIR?), 这 村 | 
! HB 下 = Cllrs 2n! -j. Cot abt, 
Dg. | 
WED oji = Quy" " G + IE PYENAE GIAE 
= Quy* | O + onrorien, | C+ EDAEN a., 
这 里 我 们 作 了 变量 变换 £ = O 十 E e 


„tite 


Ix*DZK(x ,E')] Cl + [E | 97190770, (7.244) 
证 ， 由 《7.213) 中 关于 Kes) 的 表达 式 知 DKG, 8 是 
以 下 形式 的 积分 的 有 限 线 性 组 合 
Gy". e'*stsEPDIa(r, £',E, ME, 
这 里 Pc, 而 a — = (0,*--,0,6,), tr > 0, XU 
xo ch nin = Dee tnn, . 
所 以 对 5, 作 分 部 积分 ,注意 到 (5') 是 一 个 闭 馆 路 即 有 
EDEK Cae, E) 一 w^ | zh DisGiDiaG, E's Ee) MEn 
之 有 限 线 性 组 合 . 
但 是 因为 4e L*(R")， 所 以 | | 
IDECE Dials 8 EDI E CA + JEJEH 
< cQ E [5] mee, 
前 面 已 经 说 明 , 在 TENE lE] < CC + IED 代 人 上 式 有 
s CO pg rtu, 
WRR TE) 2981 $9 C | £1 CC RDR EEIE E, > 9 处) 以 
及 充分 接近 Es SER CER ER 5 DOE ZMED CO 
£1)» 所 以 ， 


xm], DRD, t, £1))dE, 
rit 
«& CQ 4e jp Detto 

而 引 理 得 证 . | 

WEM Seeley 拓展 (第 三 章 定理 3.4.3 与 第 六 章 引 理 6.2.12 之 
DONE Kx. E 拓展 到 x20 处 : 

K(x,£) = Y ApK(x' ,— 2*x, E) xa «0, 
P? 

使 之 对 x PRARZE, MEERE hR C7.2.14) 仍 成 立 ， 
将 K(x,5') 9 x lE Fourier 变换 : 
RGE) = | HKG, Eds, (2245) 


= 449. 


我 们 有 
引 理 7.24 对 任意 非 负 整 数 y 与 r 均 有 常数 存在 使 
mi 
IREE] & ca + Ir Dra eo (1 ig) . 
(7.2.16) 
证 。 由 (7.2.14》( 它 对 r, < 0 也 成 立 ) 有 
i", EDI « || ADK, Ede 
但 是 由 (7.2.14) 
[asDsR(xs E')| «& CC) 十 JE pa, 
因此 对 任意 非 负 整数 p 与 9 有 
[€ 十 Ix, tit EDO + I| DIKCr, £2] 
< 2 (Cart + [E DIGO)" DEKG, 801 


Cpatl + | 和 en 


? 


DIK, ED « C» + JEG nm dx 1C 
+ duxit 十 HJDY*. 
XH 0. s 充分 大 将 有 
IRG, ED 一 |È EDEK, Eds 


< Cc 十 ipe] G + Itl) da! 


Face dedo e LED ras, 
s CC + |E e, 
4H E Oise 4B EO; Hoe 
(Qc dE LO m IEDF + [EPYRG, 2| 
<È 1€," 5,170 十 EITAS, E) 
< CCI lED 
因此 有 
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IGED] SC + [Eg DA + ien (1 十 二 Heb Y 


+ FP, 
这 里 C 当然 与 9。* 有 关 ， 引 理 证 毕 . | 
定理 7.2.2 的 证 明之 完成 .现在 用 K) 表示 已 经 拓展 到 
ze 三 0 处 的 Kr, E) 因此 我 们 有 一 个 新 的 算 子 Ta， 以 它 拓 展 
TUNxwv)lo ERE 
Tula) = (2r) | e^" K( EDAC dg. 
这 里 u= v(2)G5, RIRE ERAN — H re R 有 
i Tul. ua < C llel 
即 可 。 也 就 是 说 ,只 需 证 明 对 一 团 we C?(R") 均 有 
Tup < Cillolllel iuis. (72.7) 
但 是 很 容易 证 明 TC) = Qa)" R — E, EAEE, 这 


Hg TEA GU, Ue E AE Mat Parseval SRA 


(Ta, p) = Qa) | GS — EEDAN E oes. 
因此 ,由 Schwarz 不 等 式 得 
KT», e| Ce 下， (73.18) 
VG) = (M EE + fa YHE as, 
BIE 7.24, RG 一 ,SOL « CQ H PIA + Inr — FD 
Q ds (OL 十 EDS RA EREE Tn < nl, ix 
wa) 一 C xG. £00 + EIEE, 
X. £) = A + [PIG + Ia! — D^ + 1a 7t 


7 ( + eara 


r 与 9 暂时 不 定 . 
因此 汐 了 证 朋 (7.2.17), 由 (7.2.18) 以 及 HH, m Ulo, FRE 
证 明 dw Ciel 即 可 ， 为 此 , 作 变 量变 换 
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qi 3. I —- (1 十 ENDETE 
有 
LA CD wGrs Q oe Tí Da Pásrdn. 


应 用 Peere 不等式 【定理 2.1.1008 
{1 + | DÉXQQ Cl RD EC + [£D 
“C+ YT E ss DA jy! — EDU 
(ra Lin" 
1 JE 
SCO H ol YE oe quy — yt 
. (1 + itel Y, 
b [s^ — 8] 

因此 : 


Url « c | GHn Yn CY Cs mom. (7.2.19) 
YG' in) = | ZO — Eaa 十 Hype lag 
+ — r —àrt|s—u| obl -[ B 
Z( m) — + Ig (1+ T x) 
| s Oo tl + dg], 
然而 由 Hasdorff Youog 不 等 式 ( 视 m 为 参数 ) 有 : 
l MYC 53,208 < Cle 42^ 


ZG) 一 | ACELEI 
AUER g >n l, g >s ptn 一 于 :27 > 一 | + anp 
得 | 
EG) « c| G+ Intr 
= cQ Ino [ace proa 


= C E |m 
依次 代入 (7.2.19) 央 有 
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Mlle c pez | 十 apei tdm, 


因此 定理 证 毕 . 
前 面 讨 论 了 和 相当 于 分 解 式 C7.2.5) BEI — ICE x Ers)| 2894 
ERS AODA) 5, Sl ze Bi E iR SAPCT2 5 ROB IRE Pa 
的 体位 势 AC) 的 正则 性 。 这 里 我 们 有 了 以 下 的 定理 ， 
定理 7.2.5 (关于 性 位 势 的 正如 性 )” 设 适当 的 经 典 撕 微 分 算 
TO4 € LXR") 适合 条 件 (R), 则 算 子 Aaloe 是 can 5 
CCO) axes Sp. 
还 。 虫 于 定理 中 只 用 到 P RD f rst D BEAD, 
从 而 令 了 为 了 在 有" 中 的 C” 拓展 可 以 设 Ye CS (R^), m Bog 
d: caD 一 C8CR*) 是 连续 的 。 记 8 — lau «= g Em 
(RND) H, 而 在 O 上 wx* 一 0 则 也 = 了 一 uw。 和 w 都 具有 紧 支 
集 , 但 #* 不 一 定 光 洛 ,因为 在 62 上 可 能 有 间断 性 。 我 们 已 知 适当 
的 拟 微 分 算 子 是 C~(R") 到 C (RO 的 连续 线性 映射 ,所 以 .好 对 
3《 从 而 对 于 从 是 C) 一 C*(9) 的 连续 线性 映射 ,而 我 们 的 定 
理 归 结 为 证 明 g > (do 是 CAO) Ca 的 连续 映射 ， 
RA 15» 8 由 拓展 的 连续 性 是 CD) -> C) HERR 
和 定理 722 的 证 明 一 样 , 令 4 一 五 一 R, 对 于 Bu 我 们 有 


(Be o) = Qt] arl OE EDF, E205. 


(72.20) 
F(E, E) — | etala, Sp) dx. i 
和 定理 7.2.2 的 证 明 一 样 , 当 研究 Bula 时 ,不 妨 设 对 EIE E. 
RR S BD «€ C;(R 2), 这 时 在 
AR. E) | 27 uds 

中 对 x PEBRA THU, 对 一 切 e NAERAA 
得 

LACE £| E CcC + ED FER" a Tob. = 0, 
tG.220) 587, 34 x, — 0 Ij . 
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(Buyla) = Qu) |, emma | cra EL Er AE Ea)dE, 
-RR [| (7.2.21) 
因此 Beige C(O). EMI, 
在 定理 7.2.2 中 由 现 了 算 子玉 ,我 们 称 为 Poisson 算 子 ,同时 ， 
e ToLACF)|s] 称 为 迹 算 子 记 作 了 。 由 于 这 两 个 定理 中 的 拉 是 . 
适当 的 ,多 可 以 拓展 为 £(o0) 到 (0) 的 算 于 而 我 们 有 
EA 7.2.6 设 A€ L'CR') EBAR (R) Bux sm 
分 算 子 , 则 拓展 了 的 Poisson 算 子 
i K: F (00 -> so) 
ri ADDY (7.2.22) 
的 转 置 算 子 就 是 算 子 
T';Cc"(Q)— c"(8g) 
fe rCACP)| 2» Q' = RI, 
证 。 这 里 局 要 证 明 的 就 是 对 一 切 feci) 和 ve cma) 


(7.2.23) 


有 
| (f, Kv) = CT'f, v), 

我 们 仍 净 0 化 到 Ri. fe Co(OD. HmERWACTBEXLXEE 

然 的 。 对 一 般 的 FE CCD) MIRCK o. 将 BEC: ook fe 


C5C9), 这 里 ?是 和 的 CF 函数 ,其 支 集 在 re > 0 Bb o non: 
YÀG | 
{is Kv) = P A(»086)ls? 
= lim Goo ADE) 


一 ima Pi Qo8)) 

= limQn'AGoo P), v). 
Bt TENE EUER TE C" 拓扑 下 limo, P) m mU AC x 
Pr 即 可 .但 是 当 4 之 阶 之 一 p 时 ， 
Y/ACp kf) = Qux)" i eet YES. 0, Eok P) dydi, 
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x'— y= € — Vis 78 Xa Fn — 42, AA RERE, 对 
一 般 的 4, 利用 4 一旦 一 RREL "(Q) 而 可 以 利用 直接 求 极限 
处 理 ， 对 于 请、 则 利用 8B 的 表达 式 (7.2.21) 求 极限 即 可 。 BEA 
证 毕 。 

系 7.2.7 在 以 上 假设 下 ,和 若 e< — Wl T' 可 以 连续 醋 展 
为 相应 于 "4 的 迹 算 子 T: F> rC CEA Ya " fe c" (Q0). 

ME, HECHA T'-— *"K.mkdé CU"(09)— C"(0) 的 连 
续 算 子 , 因 此 由 对 偶 性 知 T 可 以 连续 拓展 为 由 em'CO) S en (oo) 
的 连续 映射. fe cU hl. i HLCOR'), Mou '4P)5e 
HCR’), M p< 一 一 LE —e > quA) BXXH 
”由 定理 72.6 知 T = I 

最 后 证 朋 一 个 关于 迹 的 存在 的 定理 ; 

定理 7.2.8 设 Phr, DO 是 RR" 上 的 适当 的 2 FURIA 
分 算 子 se D(a) 可 以 拓展 为 DR) 之 元 , 则 

(G) Æ Pae C"(Q), « dp 80 LEARE. 

GD 25 Pae Hiob), MWH K «sd 2m — 1/2 Bj, w1poQ 
上 有 下 到 下 阶 的 迹 ， 

WE. We TREO se :£RO. 不 失 一 般 性 。 可 以 设 wc 
FP(R"). iÈ Pu 一 f，P& Pe 车 0 是 P 的 适当 的 左 氢 基本 
M. 因为 OP =1 +R, RELO) H «—(QGOO T Qg 十 
Rá) IHBEGORBMEK. OMEA OO, 因而 由 着 再 
7216, 0(f)|o€ C"(0) BHAH B E XE. ELT REGE RACK 
子 , Ri#E CCR"), 从 而 Ra|o 48 2€ RUE. ATERS ORIS. 
很 明显 ec D'R") 《事实 上 是 有 E FP(R 而 且 在 0 上 gE -一 0， 
BAER 7.2.1 知 Qe|o 也 在 OQ 上 有 各 阶 的 迹 .《i 证 毕 . 

为 了 证 明 (Ci), 记 Pu = f, 于 是 可 以 拓展 为 了 E HoR 和 上 
面 一 样 作 避 为 一 2m 阶 适当 的 拟 微 分 算 子 ， PO — IR, 4 
v= u — (Ola, W Pv = Pa —f— Rjec"(2), Wu G), 
virOQ 上 具有 各 阶 的 迹 ，90f HiZ7(R. HERR LIE EL e 


* d$ 


2m — 1/2 W, CAAD k rEZ. 定理 证 毕 。 

3. Calderon $ EF., MBEARTA. ERE, RATRE 
PREA F L BUT CLIE UAZOHEA, (7.2.5) AE REER RAI 
边 值 问题 归结 为 89 上 的 方程 组 (7.2.7) — RAAT 
的 方程 组 ， 这 就 是 我 们 解决 问题 的 基本 和 途径。 现在 我 们 要 对 -一 般 
的 变 系数 的 椭圆 算 子 L(x, D.) EARE (7.2.5) UL 8 SIEHE 
qO.27)9825 2:8. ix ELBUBOoC [FEE RE RES HEA HeH EE IRL 

*$ O0 DFAE PERSE, 可 是 对 算 子 LARRAN (7.2.4) 

LCW) = (Luy + Èru = P 4 Èra, (7.2.24) 
1 


Fyn = T >) Lisgu( x Do ru D$.) 
: EL 


1m — (1c & 1) 次 多 项 式 ， 对 于 凿 贺 算 子 工 , 可 以 作出 其 拒 基 
ERO, EHRT —2m 阶 的 适当 的 经 典 拟 微分 算 子 。 而 且 
LO 一 了 十 玉昌 了 一 了 十 六， 

R, R'E LR). SUO 从 左 方 作 肖 于 (7.2.24) 有 
u = (QEv«)0s- COCOS — (R's 
再 在 o0 上 取 迹 期 得 相应 于 式 (7.2.7) 的 
Yu == Y(QL rw)a 十 YLCBCP))o — YCR} )os (7.2.25) 
或 记 ru 一 v7COKe)o = Cr 我 们 有 | 
v = Co + Y(OCOD — YCR Da. (7.2.26) 
现在 可 以 给 出 以 下 的 定义 : 
UESUT.29 BA (7.2.25) 所 定义 的 算 子 C:C*(60,C") — 
crob, C"), sh v(OLvo)s E Calderon HEC. 
这 里 我 们 要 注意 ， QOL 可 以 认为 是 年 用 在 v6 上 的 : 
QLe 一 一 >` QLicka( Da Dv a E 


; EILSEeLI 
nE ao 上 之 àm ME IET RE r = Ceat» M * t SP 3) 的 第 ! 个 分 量 - 
当 # = yuli, wi 一 Dau(x',0)。 因此 由 关于 曲面 位 势 的 正则 性 
的 定理 7.2.2 知 , 可 以 视 QE. 即 其 中 的 算 子 4 ,而 C 即 其 中 的 v, 


*: 486 5 


这 里 ym = (+ o.) u| pa = Dis(x',0), Ligal ts D. 2E Dy 的 


"WIRE C20, 0") -> C"(OO,U") BEST ALENE 
合理 的 . 

由 氢 基 本 和 解 的 作法 可 以 知道 CO 节 得 征 之 渐 近 谋 开 起 的 每 一 项 
均 为 二 的 有 理 函 数 , 因 此 吕 适 合 条 件 ( 玉 ) 一 -条 性 (BR 的 设置 下 是 
这 个 目的 一 一 而 且 由 拟 微 分 算 子 的 送 算 知 道 台 与 一 切 微 分 算 于 的 
复合 也 适合 条 件 (及 )， 因 此 前 面 的 定理 霉 可 适用 于 此 。 这样 我 们 
得 到 关于 Calderon 投影 子 的 基本 定理 如 下 : 


定理 7 了 .210 G) AFP er—(oLe)o; 是 由 TI p-773(80) 


— HiCO) ERR 85 ,o e Race. 
(i) C = (CD QG, i = 0,1, ---,298 — 1) f 2m Br op fe 
算 子 ,其 中 Cpe L^'(09) JE BUE BRUT. 
(ii) C E modL ”意义 下 的 投影 算 子 : 
C —ceL^(80), 
XE. & E 的 定义 (7.2.24) 有 
(ODl D oOoLyen(r,De)D[o ar)!ls, 


E opekrkli«im 


vj(OLv)|o = l > TAD LO Liau(x, Do) 


Popp Fi«m 
- DiGouG (x. )21)0o. 
前 面 已 指出 , 8 适合 条 人 忻 CR), 所 以 QOLuauDI, DIQLuUAUDE 都 
是 适合 条 件 CR) 的 经 典 氛 微分 算 子 ; 其 阶 数 分 别 为 一! 一 1, 1 一 
1 一 1。 所 以 QE 是 由 
I 69) BL» 


的 连续 映射 。{ 定 理 7.2.2 0D. TE (D 得 证 ， 
AT GD MRH 
Ci 一 YKQLvi)o 一 工 >， YCD lO Lra t D.) 


*okei«im-r 
t D rD | Qa | 
HEA 7.2.2 的 【ii， 应 为 芥 数 为 1 一 上 的 适当 的 经 暴 投 微分 算 
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T. 其 主 象 征 为 
+f, L?(x',0,£', En) . 5 Lials 0, EJES dE. 


pe] &iE2m-I 
这 里 了 是 包围 了 L'C.0: EGEO 关于 5 的 一 切 具 有 正确 部 的 零 
ARY EIRE s List EI 分 别 表示 Litka 5 工 的 主 象征 。 
最 后 证 明 Cii). 4 eec Oa, C"), JE u = CQE»)| os 
则 有 < 的 定义 有 Cr = ra, 然而 
v=} $5 Lr, D2)DX5.))lo 


T opEkFi1xium 
所 以 当 x, > Odt.ZRBD EO Ri Lo—0, FEH LOI 
R, Re L~ 即 有 
Lu = (LOEs)|5 = Ev|o + (RÈv)|o 一 《REo)o。 
于 是 对 ru R JACI.2.26) ERER IRRI P — (Lu)》, 即 有 
Yu = Cra) + TO[(RLZv)41! — rR Cu), 
由 v4 = Co, e = (OLv)l3, 有 
《C — C)» = YOLRCR PY )| o] 一 rR'ICO r)a]. 
WERA HA re, 我 们 来 证 明 re L “(890)， 但 这 是 清楚 的 ， 因 
X R, R'e L(G), 所 以 上 式 右 方 变 ve 如 69) 到 C"(09) 中 . 
定理 证 毕 ， 
现在 用 eles £) id Calderon. 投影 子 的 主 象征 : RHE E 
CCED RB. Car) 是 算 子 Cut. De) 的 主 象 征 。 
By, c, Je C(T*Ó(99), LOC). 以 后 我 们 将 需要 讨论 
THESE: cL EDCIP, [fe] LXx', ras i. E) ETAT LOER 
征 , 并 作 常 微分 方程 
L(x',0;: £', D,)U — 0, 
FB S*(x'.8') 表示 它 在 xQm0 处 为 有 界 的 解 的 空间 , 由 于 LG's 
0,£', £,) — 0 XT E, LG SCR, XP DERBI EZ] Fe 286 BUE 
根 , 从 而 其 基本 解 系 可 以 分 为 两 组 ， 一 组 在 v, — 十 co 时 趋 于 0, 
另 一 组 在 *。 -> 一 oo BERT 0。 用 7YU ARRUE x, 一 4 处 所 取 
的 初 值 : vU — (DLU), i= 0,1, ---, 2m — LAE Dt(x'， 
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E): (YU; Ue S*(x', £0], ME 

CQ = D'G^, DBD, B. 
现在 看 DHC E) 的 维 数 . 方程 L(x',0,5 ,8,) = 0 XT ELO 
合 Imi, > 0 与 之 0 的 根 之 个 数 是 局 部 常 什 浪 数 ， 当 之 3 队 ， 
T*(980)0 一 TARDO 是 连通 的 ， 所 以 dimbr, p) ER 
数 。 又 因为 当 E 变 为 一 5 时 ,适合 më, > 0 的 根 变 为 Img, 0 
的 根 , 所 以 


dim D*(x' ,5') = dimD^(x',£') = m, (7.2.27) 
其 实 这 就 是 定理 7.1.5 的 内 容 。 当 = 一 2 时 ,上 上 式 不 能 得 证 , 但 我 
们 恒 盘 设 工 是 适当 入 贺 算 子 , 所 以 这 时 它 蕊 成立, 这 样 我 们 可 以 证 
HH 

定理 7.2.11 若 工 是 适当 椭圆 算 子 我 们 有 

Imec(x', £') = D'(x', E), dimIme(x', E') =m, (7.2.28) 

证 . 4 U€S*(z, 57, XE x, <O Rb XEE X EDS 0 fo U^, 
V 5 ANAA T ROHBS ER Z3 CE : 
L*(x',0, HE D,)U? = 十 M Loa 0, E)Y,U X DÍS(x,), 

E E m 
Lian Æ Lan ERE. HARAR UE S"'(R), 在 上 式 双 
方 作 Fourier 变换 ,有 
LG, SOE) i S La 0, E), 


foIRAV1i«Im 


作 道 变换 .并且 在 后 复 平面 上 改变 积分 路 径 如 《1 的 主 象征 表达 
式 (定理 7.2.10 Gi) 的 证 明 ) 中 的 T, 见 有 


U(x,) 一 | e'?nfnp Cx QE E) 
Zwi ^r 
Liigis(x', 0, EDERTU - dE, x, 22 0, 


DEO MEER 


(7.2.29) 
FE, 双方 求 了 阶 迹 7; 一 h DC bus 有 


* 


riU = * j, L (a, OaE, E DEZ 


T 


2; Lag ua(x 2 0, 8 Or Ud 


DREXy quim 


但 由 上 述 Ci 之 主 象征 表达 式 即 有 
TU = c(x', 8°)rYU 


LJ 
亦 即 vU € Ime(x',£'), 
反之 ; 设 we C” mHiaelUne(x.RE), TECT.229 IZ. w tÈ 
Æ oU = 0,1,1, 2m — 1) 以 定义 一 个 向 量 , 记 作 U(x,),fR 
REBI Ulen) 《在 x, < 0 处 补充 定义 为 0) 是 党 微分 方程 。 
i L'(x', 0, £', D,9U = 0, za 0 
的 解 ， 而 在 xs 一 十 co 了 时 为 有 界 ， 这 就 是 说 Ue S*( E) 而且 
YU = wr， 所 以 we D'(x', £'), TEH. 
4. 适当 椭圆 算 子 的 边 值 问题 。JIonaranckHn REF. XTN 
AT LG, D). 我们 已 经 提出 了 它 的 一 般 边 值 问 题 是 
Lir, D,)u = f, 
BY# =g, 


这 里 B = (Ba), 而 Bat L'i (00) EA M a 
T. 至此, 我 们 已 假设 了 工 是 适当 椭圆 的 从 而 知道 ctx', £7) RR 
维 数 为 m. Bru 则 可 写 为 一 个 向 最 (Bux。.…。B:w_z) 而 成 为 一 个 
JERR, 因为 有 若干 个 B; 可 能 为 0， 所 以 实际 上 有 站 个 过 值 条 
f. (7 2.30) 给 型 了 一 个 算 子 

: &f.:C"(Q)-— C"(Q) x c*"(80, C^), 

u> (Lu, Bra) 

《 暂 设 ae C^(0)), WEF b — (64) id B ZERIE bu, 
EDA Bi, 的 主 象 征 ); 它 对 每 一 个 Cx ,57E T*CO9)N0 Bie C 29 
C^ 中 一 个 向 晤 ， 因 此 当 (e, 8) € T*(00)NO. 在 变动 时 ， 基 象 是 
T*(80)N0 的 一 个 向 量 从 :，《T*(t8Q)\0) Xx €^. 以 后 我 们 将 在 
Ime(x', ED E508 (x80. 六 记 记 样 得 到 和 的 限制 为 Bx", Ec 
Imc(z' , E) — (7T*(80)N0) x C, B 的 福 质 将 决定 算 子 Z 的 性 


PETI 


(7.2.30) 


(7.2.31) 


质 ， 为 了 讨论 这 十 问题 ,我 们 要 引 人 DouglisNirenberg 3& SC TJ 
椭 辆 组 的 概念 
仍然 太一 个 椭圆 算 子 的 情况 开始 ， 在 第 五 童 中 已 证 明 ， 几 袜 
敬 算 子 必 有 所 基本 解 .其 实 这 个 结论 的 逆 也 成 立 . 这 是 因为 若 返 当 
的 经 典 拱 微分 算 子 4E Le 有 拟 基 本 解 ( 左 或 右 ) BEL": BA = 
I(modL^7), UJ 4, B RIRE A), o(B) 用 渐 近 式 展开 :， C 
aCA) ~ D aC E). o(B) ~ 2 b E) 


RUN bhr, Eja, E) = 1, ERDO 因此 对 于 gE R'NO, 4 的 
主 象征 ale, E) 关 0， 因 此 4 是 类 图 算 子 。 同样 , UT mox 0 B 
阵 算 子 4 — (4,0. An 是 适当 的 经 典 氢 微 分 竹子， 其 阶 数 为 
Hig S f — fjs 其 象征 与 主 象 征 分 别 记 为 RER ky 与 aj, ka TER 
们 称 4 的 象征 与 主 象征 分 别 是 
l oa) = Coli, a)» = Calk). 

di aCe C" 是 单 射 (内 有 当 m I n kiA aiae CG S. 
mkA TRE) 就 称 4 Douglis-Nirenberg WX TAERA REIR 
TOR E fase (5,6) HEB xE :一 (OFER DEDE = (rs 
tts SO). BREE m 一 # 时 ,a" 可 能 是 单 全 射 , 这 时 就 简单 称 4 
是 Douglis-Nirenberg 3X X. FAI (5,7) WDR C FARRE), 

、 和 单个 精 园 算 子 一 样 ,这 里 可 以 证 朋 

定理 7.2.12. 4 (sr) mu—— 
《 右 》 氢 基本 解 ，B 是 适当 的 (+, :) A CERO NUR Ra — 了 
(modL-*) [AB = I(tmodL^*)], "4 mn 时 RAMEE 
味 善 存在 双 侧 执 基 本 解 ， l 

WE. 4 ATE CO +l "—"—— , pul 
4_, 是 它 的 报 基本 解 (显然 4, 是 椭圆 算 子 )， dem BS RUBER 
PRA 4,, 使 它 的 元 Ai = Au Gm E) HE UE 0 Br 
RRE Aus 其 元 4 一 An G — 4 BE O0, FARATE 
ERATARA 
i À = AAA, = Aint). 


4 BOE X S0 S RUOTE. AAO NERA 
与 4 为 (1, 0 BER PAESE. USEERUTTSTULER T VHS: A, 
设 ARENE. dk AORT 各 ， 则 和 了 REMM 


组 ， 而 其 象征 是 一 个 4 x = 方 阵 ,而 其 元 素 为 DAA 其 主 


REE- DER xa 方 阵 Ca)， 作 其 逆 方 阵 Qu. HEA 
它 为 象征 的 算 子 为 8, 则 8 tE MM H ff B. 
Boa =I +R, REL”, 
因此 » RA) of»a = I(modL*). JRBl 
(x R’) ogo A" a = I(modL-), 

所 以 (2: R*) sp 和 是 的 左 所 基本 解 ,这 时 2) meom 

FAE. 0 
反之 ,设计 有 左 拟 基 本 解 ， 则 容易 证 明 六 的 主 象征 是 单 射 . 

， 因 此 ,为 左权 贺 组 的 充分 必要 条 件 是 ， 1 BEREE. 

:对 卸 为 右 椭 加 组 的 情况 , 可 以 直接 作 其 右 钼 基本 解 而 不 必 通 

过 翌 贿 算 子 。 定 理 的 其 余部 分 是 明显 的 。 定理 证 毕 . 
SERERE L (7.2.31), 并 且 先 讨论 要 应 的 映射 多 为 全 

HR HHS 有 什么 性 质 。 
定理 7.2.13 F 为 全 射 时 经 有 右 氢 基本 解 .WE.。 Da XE 

4'(D) x BO, C) 中 的 正 交 补 食 Fea C0"(89, €) 
中 。 和 车 吴 为 有 界 填 5 风 o 为 夯 且 有 有 限 的 余 维 数 . 

2 AE. SBA BC.COG Calderon 投影 子 ， 它 是 一 个 ex 2m 
AME. Kou (BC), € LOOO) 是 适当 的 经 典 氢 微 分 算 子 . 
EAE 的 主 象征 (VEO BR Cr gE AER D ED E.BIDA 
BC 的 主 象征 之 全 射 亿 就 相 当 于 多 的 全 射 性 。 放 由 定 现 的 假设 知 


D p — E ond. SIUOESERTE, 这 个 结论 不 一 定 
对 ， 
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BC E Douglis-Nirenberg 3& Y. FE SZ, MUTTER NE 
A= (Au), Agi € LUHO) 是 适当 的 经 典 拟 微 分 算 子 : 
BCo4 = I + R,, R, € L'"(80, C^), 
. Wü X AC) x c7(00, 0) 一 c*a) 如 下 ， 并 证 
明 它 是 纪 RAWE: 

| (fg) = (IQOD) + QOPA 一 Br LOC 1s. (7.2.32) 
从 是 工 的 拟 基 本 解 。 它 是 一 个 适当 的 一 2m 阶 经 典 拟 微 分 算 对 . 
出 前 述 关于 体位 势 与 曲面 位 势 正 则 性 的 定理 7.2.2,7.2.5 可 知 这 样 
定义 的 算 子 L4. 是 一 个 连续 映射 . 

为 了 证 明 o4 是 Oe GAMER, TEF E LRE 
解 , 从 而 LO 一 了 十 及 ，4 是 BC 的 右 拟 基本 解 ( 和 矩阵 算 子 ) 从 而 
BCoA4 = I+ R4, RE R BAERT | 算 子 ), 不 过 Ro 
5pEE NE I ROUES. TEFLA, Jt Z 的 定义 (7.2.31) 有 

gun —-(Lo(fo  L(QEA(Qg —BYrO[flo)]o, Bri Q(CP) 
十 [QAC — BrO[I Dolo). — (7.2.33) 
LOG =P + RO), LIOFACg ~ BYO lo = L4(g 一 
BrO[(f12,) + RÈACg — BrOLFIo), Æi 4G 一 BrQIfPla2— 
wl ee coa, C”) m 
Lw 一 ES > Lia (x, DeuB DZE) 
LIEETEST- 
Mii Ewlo- 0. PRÉ Calderon 投影 子 的 定义 ,Cr = (879] 
GE X, 7.2.9), i l 
` Br[QLA(g — BYOIPlo)lo = BC - 4(g — BrQUflo). 
^ 7 -g—BrQlf'ls-- R(g — BrOI[f19). 
REACI 2.33) BRE 
L Ag) — f+ REGo + REAQg 一 BrQU'12) los 
十 Rg — BrO[Uf1202) 
= (f, p + SC), (7.2.34) 
这 里 . 
. £&(f, gp) = (REA(g — BrQIPI2) + RO), 


sde 


EE Rp 一 BrOUf o5. (7.2.35) 

现在 我 们 要 证 多 是 正则 化 算 子 . 在 (9.2.35) 中 Rig,RLAg 
与 ROP) xl 1E'(90,C") 与 g'o) 一 (0) DESI 
Bb. ESRAS. 此 外 fl» COIP) MIRS REDE OO 
£Z'(0) 到 (00, C7) 的 连续 算 子 《定理 7.2.7 的 证 明 )， 因 为 
v,20 的 阶 数 为 j 一 2m 所 一 1 (G = 0,1,: 2m — 1). Mam vo 
与 LB INEZA RBYO 及 以 与 REAB 的 左 复 台 都 是 由 XC 
到 celano, Co 和 CARY 的 连续 映射 ， 所 以 0 是 正则 化 算 千 ， 
而 m2 一 1 十 R, 2 09 & GEEA, 

— SEDES mY We. 由 泛 函 分 析 的 一 般 知识 可 知 ， 
(Im )*Bil ker", 3A fth e o I l H GERE IB lN E, 
所 以 将 a. 8) Ekr, 应 有 

' UHRE, gp = 90, 

B] OH a ROE). B R 5 R RREIEAT. 斯 以 
Gg) —'Xf.g)eCT(2) x c7(09, C, 3 oXUR FER WO 
SUUEXCH Viti EUR GEH BLRUNCTHEOU CC, 由 Riesz-Scheuder 
理论 知 mO 十 SE)ooHDB ECHTE AGER, Ao — 1 十 90 RA 
Ims —Im(1 + 5€), FUA codim(Im& ) s codim(1m( 1 4-22 )) , K 
c. Im&/ 为 闲 在 S/ -拓展 以 后 是 显然 成 立 的 。 0 

现在 在 Sobolev 空间 上 考虑 逻 值 问题 《7.2.30)。 设 有 m «x 
2m 使 得 如 果 k P PME: —9,1,---,5p—1l, 则 By 一 0， 因此 
《7.2.30) 的 第 了 个 边 值 条 件 对 DD, 的 阶 数 不 超过 m' (而 对 -一切 D, 
2c. DL 的 总 的 阶 数 林 超过 :ai)。 因 此 ,只 要 sep (a) EAA 上 
有 直到 mw' 一 1 阶 的 迹 。BrYs 总 是 有 定义 的 ， 央 此 , 若 xe g0) 
TUPE DRYP mE Pu EHk), «27m — 2m— 
1/2, 由 定理 7.2.8 的 (ii 后 Bri 是 有 音义 的 ， 这 样 我 们 可 以 考虑 
AIT 
B L ui HOD) ~ HIC) x HA (89), 

uk (Lu, Bru), — 
这 里 我 们 假设 >m 一 2m 一 1/2 使 Bra 有 意义 ,而 且 记 
s464» 


u—i 
Hs 3(89) = [[ 877 3co90). 
了 一 个 


关于 w^, RATE 
X3 7.2144 设 多 是 全 射 基 :yo ER 而 :> m 一 Im. 


5 oe 2m, W Li AAEE o Lus 
A Lu HiL B) x H7 (00) 9 HC) 
是 连续 映射 ,而 且 多 ,一 上 十 Rro Ree RH. Hiki) X 
B '-i(09) 到 c"(Q) x C*(99, C^) HERRA, Img, dE 
HgLQQC(RO) x HOEG) 中 的 正 交 补 与 Ims KERAHE. 
360 XB EISE mZ, 为 闭 而 且 与 In 有 相同 的 有 限 余 维 数 ， 
iE. 设 fE Hil) 可 以 连续 扩展 为 jEHICR*)。 0) fH 
(7.2.32) 定义 AE ss [BE P ASDL T. 由 定理 7.2.10 的 (iD 以 及 = 二 
£d lm BR. 的 连续 性 。 重复 定理 7.2.13 的 证 明 又 可 得 
SES 的 下 达 式 ， 即 在 《7.2.353 m P? 287, ERE FE 
C*(9) x c"(09,C^) m, 
PUB mz. X(F,0) €'2 vcr xg SUR EE ARIS, 
G) —'S/(F , G),SR ORE ER 7.2.10 的 证 明 中 已 指出 MEE 
ders C C2(9) X C"(00,C) CS, 之 定义 域 ， 
因而 kerf p — ker, ERORAS ED. 
土 面 两 个 定理 指出 了 .2 的 全 射 性 意味 着 S 有 右 拟 基本 解 存 
dk, 多 的 昔 射 性 又 意味 着 什么 ? 这 里 我 们 有 以 下 的 正则 性 定理 . 
”定理 7.2.15( 正 则 性 定理 ) 设 CE) REB AM ER 适合 
s m — 2m s, a S s + 2 , 则 
Gi) € ae p(o) 可 以 拓展 为 GUORP) 之 元 县 使 L«c 
HCO), Bra EH 3(00), 必 有 u«eH'(Q), 而 且 当 Ej 
s— im — 1/2 hf rje H7 i^3(09), 
(Gi) 4 a' 二 go, 到 为 可 的 紧 子 集 , 则 必 有 总数 C 使 
Wl, + OD Jesus m CALCE [Bv acne 
UR jePoim-i (7.2.36) 
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这 里 * 适合 (OD 中 的 条 件 , 而 且 suppsCC K, 
(i) keas a = ker TEC”). 
() ZO AAR, krf, = ker 的 维 数 有 限 ， 
WE. d Ls =f € Hi (0), JC mmo PeHtORS. GE 
& v =a (Oo, 有 Lv—1— LO a 一 一 (Rp = e. HB 
为 RAE CT(D), BEM 7.28, v 在 80 上 有 种 阶 迹 , 而 且 LE 
gr 十 (xYv)， 用 侣 从 左 边 作 用 于 它 即 得 
v = (Opo + COÈCrr))o — CR) Ja, (7.2.37) 
这 里 OL = 1 + R'. H Calderon. RETEN., 
CE — Cr» = Y(0(qUOso — YR'(?0)o,— (7.2.38) 
因为 peca), AMEA rOl o € C^(899,C"), AERE 


方 属于 ca, C"), (^. ve € co, CPH 00), 


( , erena (11777) (注意 Caideron REF 
对 角 线 上 之 元 是 零 阶 的 )， 它 的 单 射 性 意味 着 车 w ECm 适合 
1— cx E) í B I — c(e E) 

(aep STIE emo INL ? 
首先 有 Q 一 cx! E ))w —-10 或 fp o eC' ,E' w € Imel’, EJ, AA 
而 bw 一 Bw. 而 由 Bw 一 0 有 w= 0,2k8 A. 有 反之 也 是 


成 立 的 。 所 以 (”。”) 在 为 单身 的 假设 下 是 Douglit-Nirenbere 
意义 下 的 左 椭 贺 组 。 因 此 它 有 堪 所 基本 镍 存在 ， 由 此 很 容易 得 知 
Yv € II Hag). M (72.37) AREH 7.2.10 的 《i RAAI 


v E HCA). e — v — CODIo€ RCE Afi € Ho. CO), 
关于 ?jw 的 结论 则 得 自 迹 定理 ，{i) 于 是 得 证 . 
为 了 证 明 Gid, Mie £4 GERAR H A, 由 AALS 
LIAR, E AEMET, A 
Hs 2€ Uu t Ru, 
利用 拟 微 分 算 子 的 性 质 即 有 
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Da WP S 


ld. S Pralin € COL 


Daf <r+am 一 二 
TEE BYall aas + Helie), 
因 = 一 2m «s BIRERCT.2.36), 

(Gi) nf EI CO 得 出 ,因为 这 时 Pa 一 0 从 而 对 一 切 s 有 Puce 
Hi(0), 同 理 对 一 切 o 5; t 2m 有 Bra 一 0€ H^ 00). 
于 是 «€ HCD) HAE Bz.mdg Ag HR. 

(s). pi AL =] 4 A, X uek, = krf, A 

u = — Ru, ut CCD), 

但 对 于 有 界 的 o, A 作为 一 个 具有 C* 核 的 算 子 是 一 个 紧 算 子 ， 
M ket RARR. IHE, 

”在 进一步 讨论 边 亿 问题 的 可 解 性 之 前 ， 上 先 要 作 一 点 重要 的 说 
有 明 ， 不 等 式 《7.2.36) 对 于 椭圆 算 子 有 着 基本 的 重要 性 . 它 就 是 
§ 1 中 的 整体 正则 性 定理 (定理 7.1. 人 与 不 等 式 (7.1.24) 的 精确 化 . 
不 等 式 (7.1.17),《7.1.20),(7.1.24) 与 (7.2.36) EROS BERG 
式 , 用 拟 微 分 算 子 来 证 明 是 很 简单 的 .因为 设 畏 贺 氢 微分 算 子 4 有 
EAT S. BATES R M BE 一 下 HAET add wE H 
{例如 设 w EE CFCQ)D) 应 有 

u = BAs + Ru, 
从 而 由 拟 微分 算 子 在 Sobolev 空间 上 的 作用 定理 
[Peh «& Chels vec sER, Per, 


有 

lll, e CC + alos à m s. (7.2.39) 
"nj KL ER tb SE ATUR EMMAT 在 Sobolev 空间 .上 的 
作用 定理 相对 应 的 结果 。 更 重要 的 是 ,椭圆 性 不 等 式 实际 上 刻 划 
了 椭 蜗 算 子 。 确 切 一 些 说 ,由 (7.2.39) 可 得 出 4 RaT., E 
上 ， 令 4 的 象征 为 atx，5)， 主 象征 汐 olr, 5) ow) 
s(x)e i Ft e R',A€R,. ACE) — (5 t), 因此 


Ce Pun) = CY te | emnt, JACE — aca 
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Y? X e 


= Gs te Í er * 3D Teen a ar etn) dn 


— 20 | er^ tss + MEE dn. 
用 “的 浙 近 式 代 人 有 
eM Hdu(x) = mtx, Ge + OT), 
再 将 Au A (7.2.39) 易 得 


zit reas < C? Ln bar, 


由 = 的 任意 性 立即 有 C |ala, g) 之 lel AARET. 以 
上 的 讨论 虽然 不 是 很 严格 的 。 但 容易 由 此 理解 上 面 许多 定理 的 基 
本 思想 。 特 别 是 由 解 的 先 验 估计 转 到 算 子 象征 的 估计 ， 我 们 这 里 
直接 引用 了 Hürmander 的 文章 [6 而 未 作 详 细 讨 论 。 建议 读者 就 
这 类 问题 读 一 下 Fefferman 的 极 有 局 发 人 性 的 文章 [2]， 以 及 Fef- 
ferman, Beals 等 11]. 

现在 再 回 至 边 值 问题 (7.2.30) 上 来 .上面 已 经 看 型 ,8 为 单身 
RENH, Z 都 具有 梢 圆 算 子 的 一 些 特 征 性 质 , 自 然 应 该 把 名 为 
单 全 射 时 的 边 什 问题 今 出 来 作为 一 类 ,这 一 类 就 称 为 覃 画 问 题 ,或 
考 在 有 的 文献 上 称 为 强制 问题 或 oraraekmi 类 型 问题 (因为 首 
先 这 样 区 分 的 ,网 JIonamueckaht 11). A ERU SU, PEERS, 
必须 & 一 mw, 轩 此 椭圆 亲 题 中 边 值 条 件 的 个 数 恰 为 算 子 阶 数 的 一 
x. 

现在 讨论 (7.2.30) Je élite] ca a bA, eaae 
标 使 上 在 68 一 点 ( 设 为 x = OE x, 0. 而 B88 是 x, =, 
RTF LISERI Lx.) = Lx, dns E sE) 400 上 可 以 作 
因子 分 解 


m-1 
L(x,0,£8, En) — e [[ UL — 560,801: IT Emi E01 
jb jc 


= ep ka, E ,E,)P (x ,E' EL). (7.2.40) 
这 里 Imr > 0, Im; < 0, APOR LGRGECUBE NOT. BEDA 
zj o; UB mp. Bi BERMES bulea E), 则 边 值 条 性 的 
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形状 成 为 


109-1 


Bu — ba DDiu(x ,0),j = 0,1, m — 1,0241) 
ted) 
其 主 象征 为 


2m—1 


b sE’, Ea) = > Bn" ,5 ER 
kxo 
将 o; 用 P^ RREH £, 的 多 项 式 ), 记 其 余 式 为 


m-l. 


b VE VE) 一 22 "CE | (7.2.42) 


由 多 的 定义 以 及 Imele, g) 一 TC 8) "]4n, P358 E ERU JE 
分 必要 条 件 是 ,下 述 问 题 

L'(x', 0, £', D,)U(x,) — 0, 

bilr, E, DOUG. ls — 0, j= 9,1, m — 1, 
E ra 0 处 为 有 界 的 解 必 是 U = 0, 但 【7.2.43) 是 关于 xn 的 党 
系数 线性 常 微分 方程 ， 所 以 可 将 L9 HEBR Sf A0 . PORCH RAR 

p'(x',0, 8, DOU — 0 
的 解 , 而 对 5i Fi £* 去 除 , 则 定 解 条 件 化 为 
EG, E, DOUG a = 0. 

这 个 问题 只 有 零 解 亦 即 Kc , 8) 为 单 全 射 的 充分 必要 条 件 是 
《Ex E) Gsh = 9,1, m — 1) PX RIS, PRO CH) 为 
Jlonargmckutt queque üJlonarmuckui 条 件 或 称 
补足 条件 {complementing condition); 又 , 凡 前 述 冠 以 Jlonapsmckut 
的 命名 在 许多 文献 中 也 都 冠 以 JIorrarmiekuti-LIangpo (Lopatinsky- 
Shapiro) 之 名 。 总 结 以 上 的 结果 ,我 们 给 出 

定理 7.246 在 以 下 条 件 下 : 

O RR: 工 是 适当 枯 轿 算 子 ; 

Gii) JlonarmmcKHB Æ% gE(RP E AES). Jlonavrmckuft REPE RTI; 

(Gi) 2 是 有 界 的 正则 开 集 ; 
定理 7.2.13,7.2.14,7.2.15 均 成 立 ,特别 是 这 慎 问 题 (7.2.30} 有 有 限 
的 指标 : 


(7.2.43) 


+ 489 5 


index&" = dim ker & -dim coker f 
= dim ker -codim Im & «^ J- co, 
5. 一 些 例 子 ， 现 在 要 将 上 面 的 线 果 应 用 到 一 些 具体 的 边 值 癌 
题 上 . 
(1) Dirichlet 问题 . 仍 设 工 是 一 个 适当 椭圆 和 例子, Diriehlet [Ri 
题 就 是 
Lu =f, tgo, 
Yu — gj, dE OQ E, j—90,1,*,m — 1, 
于 是 严 一 mm, m =m, Bia 一 AJ。 我 们 可 以 证 明 
— 0 XA AAT Dirichle [888(7.244) E RPG CLIE REL , 相应 于 它 的 


S^ dn Za s —m E astm 当 口 为 有 办 城 时 具有 相 


同 的 有 限 指标 。 车工 是 形式 自 翌 或 强 椭 贺 的 , 则 当 忠 为 有 界 域 时 ， 
指标 为 0, 因而 Fredholm 择 一 定理 成 立 . 

证 , 采用 上 面 的 记号 ,我 们 有 HCE) 一 总 G — 91,75, 
m — 1), P'(,0,8,5,) JE E, Bm 次 多 项 式 ， HIE 2; Met 去 除 


HARDA bi BI 下 (xz EL — 3. 所 以 (Cx) 一 


DH; 它 当 然 是 单 全 射 ， 由 定理 7.2.16 BHAC. 2. 44) 是 本 贺 问题 而 当 
D DE RRG, Z 与 Z, ARARA MAIR. 
为 了 索 成 定理 的 证 明 , 我 们 来 讨论 kis, IS] 的 定义 是 ， 
| (Xu, (F,G)) — (n,  V'(F,G)), 
这 里 a € C*(D), Zu = (Lu, Bra) € C"(D) x C"(80,C?), Ei 
此 CF,G)E gd (D) x d'(890,C0, 而 (FO EZ (OD. 窒 
易 算出 
EIF, G) = LF + 2: ‘BiG DBs) 


'LjE LIEST, ‘Bi 是 Bi 的 形式 转 置 竹子 ， 在 我 们 
BOUT Bia = ml, WEL BIS ZH 
LCP) | CLEF + Crj). 


(7.2.44) 


局 部 地 


C] ATQ LI 


£f) 一 ES > LIREN ER D,OvAeDES(x,). 


E ogiRkxlalim 


这 里 nux) 2-0, D] 23 'L ERBAT. og e 应 用 定理 7.2.15 
AVE (F,G) €ker , AH F eca), Geca, c). 因此 


中 一 
ker'ae = KE ,G); ‘LF —9,8(YF) + $  geDis-— o}, 
i=p 


利用 (Y F) 的 表达 式 即 有 
yz,F-—0,0«i«m-—l1, 
Gi 一 —&(YF) tb Dia Bs. 
这 样 ,我 们 可 以 得 到 一 个 同 构 关系 : 
ker a" ^» {fE C"(Q), 'Lf — 0, vf —0, 0e ;sa—l] 

me {FE CD); L*f = 0, r;f = 0,0 Pm — 1j. 
这 里 我 们 用 到 了 :LI 一 工 好 。 因 此 车 工 是 形式 自 伴 的 : L-L*, 
必 有 dim ker. = dim ker, Wmo AARRE, indexL = 
0, 

HA LEGRGEBSN. hH Girding 不 等 式 

Rel Lu, u) + Alu, v) ze clulls, # EHECO). 
HAL = LARE L, MHEAR kers’ 一 00). A'L EE 
合 上 面 的 木 等 式 , 所 以 ker = {0}. Mif] index” = 0. (HAE 
id 4 一 在 (E ET ELA 

A HD) — HD) x Hrag), 
f — af, 0), 
故 和 由 Ralich 引 理 4 是 紧 算 子 。 电 于 对 一 个 算 子 加 上 紧 算 子 并 不 
改变 指标 ;所 以 
index = index — index, — index ^' — 0, 

2 解析 函数 的 边 值 问题 。 为 篇 单 计 设 OC RU Je EIL |a) 
LL- ES 一 lo. +i), UE AHMTRURCT RESH M 
BüBg. 我 们 现在 对 它 也 重复 本 节 的 作 祛 ， AGH AER 
it. 
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` 


"- $5 证 明了 22 ð 的 基本 解 是 Lm P. 的 基本 解 是 


uu nim — Q. 5.19). 
Es -2 ;; PAHÉDHEBAT, 本 节 的 理论 不 能 完全 适用 ,但 


—: T S gu geb A AAEH 精 图 性 ,所 以 那里 
的 结果 仍然 是 适用 的 . 

HIOUREEEKRZSA, 00 的 外 法 线 方向 是 r, WAE- 一 r8, 
于 是 


Eb ERI D, 相应 于 一 D,, 有 
Lvu = Ll E Lipni ex — D, aLr) 
21 Hernia . 


一 二 TOF 2 = u|, 
21 


所 以 曲面 位 势 应 该 是 
V(z) = (Es Era) T 


-+Í 2U) gods (s — |) 


Žad 180, — 
-+Í LOLO ze0 
0 1— z^ . 


ATEX Calderon EEF C. PAAA YV(z) 4 m80 
我 们 有 


V(z) = v() 十 i|, HD) — v) di 


I— X 


= (n) + lim f rG) — vn) 5, o 


w0 站 一 号 
C, Æ 0Q 上 割 去 以 如 为 中 心 6 为 半径 的 小 加 所 邯 出 的 弧 BA 
的 曲线 ， At. = p o hEm s Ris A 


rV) = È o) + d. vp, O 


LI 
90i 92 | — £y 


04725 


这 样 如 可 得 出 Calderon 投影 子 
CiC"(89) — COA), 


dmi (了 十 Hye = T((E X Lv)4]. 


REH) = E vp | "C5 称 为 相应 于 单位 网 的 Hilber 
变换 . 
我 们 来 计算 C. 注意 到 rE * Ër) 是 一 个 全 此 函数 
o(s) — (E Lo) 的 边 值 ,所 以 由 Cauchy 公式 有 
(Ly) = -h ZONE = PCa), 


2x1 上 一 区 


BU 
Cw —5 CV — Y[I(EX*LV)5] =YV 
= yl Ex r)a] = Cv, 
JRE C'— C, AARE Calderon 氢 影 子 确实 是 投影 算 子 ， B 


BC EB), 即 有 
1 ， 01 1 nol . 
vatis O HIH EH) zO tH) 


亦 即 
H=], 
这 是 关于 Hülbert 变换 的 著名 公式 . 
现在 来 看 以 下 的 关于 解析 阔 数 的 边 值 问题 ， 在 台中 求 一 爹 绒 
BAR e tE u e CaCO), i E. 
“laa 一 yw 为 已 给 函数 ， 
对 全 纯 范 数 * 应 用 分 解 公式 (7.2.5) 一 一 如是 第 二 章 中 的 式 
(2.5.19) —— el vs 
ulz) = (Ex Lva)o, s €Q, 
因此 上 述 间 题 着 有 人 和解 , 必 有 
v = T[CEs Luo] = Cu, 


从 而 
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Lq + He — Cr = Cu = Cu =p, v — Hv, 
EE = Hv, Dje =U 4- Hye = €» = v( CE Eo)4] 是 


全 纯 函 数 (Ex Eoo 一 | sor (s € 0) 的 边 们 ,而 


3gj j80 1 — 
=l sDar 
| xz) 二 |。 上 一 s 
就 是 这 个 边 信 问题 的 解 . 


总 结 起 来 , 我 们 得 知 , 上 述 乒 题 有 和解 的 充分 必要 条 件 是 ”一 
Hv 而 这 时 它 有 唯一 解 
us) 一 EN | Da zE, 
2m: 80 (1 — x» 
ME fme — pk np Hh A Eco CS AX IER 48 d GERI ERE ue 
CC. ARRIER , Fredholm 择 一 定理 是 不 成 立 的 ， 


$3. MARTIRE 


L 指标 的 一 般 知 识 . LE pRANEAH, GPSIEDOEE T 8932: DAR 
题 的 可 解 性 是 一 个 很 复 霖 的 问题 : AEEA, Fredholm 树 
一 定理 成 立 一 一 即 拱 标 为 0 一 一 称 为 具有 Fredholm .可 解 性 ; 男 一 
些 则 使 得 index « co 但 没有 Fredholm 择 一 定理 。 称 为 Noether 
可 解 竹 (但 衬 这 时 是 Fredhoim HF), 当然 还 有 其 它 复 杂 情 癌 , 例 
如 $1 中 指出 Buuanae 的 例子 ,其 核 的 准 数 为 2 , afud PRA AERE, 
在 这 种 种 情况 中 指标 是 一 个 很 基本 的 顾 念 ， 实际 上 ，Noetherf1] 
在 1921 年 就 已 对 奇异 积分 方程 指出 了 这 种 复杂 情 癌 .Hausdorff 在 
[11 中 第 一 次 试图 对 此 建立 系统 的 理论 ， 以 后 ,联系 着 痛 异 积分 方 
程 和 解析 立 数 的 边 值 问题 ;计算 了 许多 关于 指标 的 实 便 ( 这 方面 的 
工作 可 见 MscexenmumnmaH (Muskhelishvili) [1] 和 Bekya (Vekua) 
[11)。 RP, Vemebaua" 在 1960 年 指出 了 指标 其 实 是 一 个 同 伦 
不 变量 ， 并 且 提 出 了 椭 网 算 子 的 同 伦 分 类 这 个 深刻 的 起 想 ， 当 时 

Zum 


4 mmm MÀ a s -- MÀ 


有 很 多 数学 家 考虑 这 个 重要 问题 , 扩 来 终于 由 Atiyah, Singer 在 六 
二 年 代 中 期 取得 了 突破 ,得 到 了 著名 的 Atiyah-Singer 理论 ,所 
Atiyah 有利 | Singer[ 13, Shanahan[1]. 

在 以 下 ,我 们 将 把 PsDO 拓展 到 某 些 Hilbert 空间 中 ,这 样 拓 
展 后 的 算 子 将 是 闭 算 子 。 因 此 在 第 五 章 定 义 5.5.13 中 我 们 就 比较 
一 般 的 算 子 而 不 只 是 有 界 算 子 的 情况 给 出 了 Fredholm FA 
标的 定义 ， 现 在 我 们 来 讨论 其 一 般 的 性 质 . 

定理 7.3.1 设 配 ,HH, 是 Hilhert 空间 ， —4.H,— H, 是 闭 算 
ni 
kerd = (1m 4*1, hn 4 = (kerA*)*, 
kerA* = (1m4)*, ImA* 一 【ker4 yt. 

Ur. i4 5 4* 的 定义 域 为 2C A), DA), W 

(An, v), = Cu, A* wh, uE (A), v € DC A*). 

G2 与 《 ,分别 是 B, 53 Hi HAJAR. WE € Omá4") Bi EX 
A (4du.9)-0, 但 是 多 (A4*) TE H, 中 稠密 ?， 故 4n 一 0 BD 
uCkerd, TE (Im4*)tCker4, kerdC (Im4*)* 是 显然 的 。 所 
VÀ ked 一 《Im4*)*， 同 理 ker4* = (Im4 y). WERE Œ 
意 到 mA 与 Im4* 不 一 定 是 闭 子 宏 间 (但 kerA 和 ker4* 一 定 是 )， 
可 得 (ker4)^ 一 ImA*, (kerAd*) = ImA, 

与 求 拟 基 村 解 时 还 到 的 正则 化 算 子 尺 相 类 似 ， 在 这 里 引信 
“正则 化 子 " 的 概念 是 有 用 的 。 这 就 是 : E Amo H 为 所 算 子 ， 
B.Hi HH, 为 有 界 算 子 且 BA4—1—K, KiH,— HH, EK, 
MRR A A WERE. 

JE BOLT TS E HABLE TEH: 


(7.3.1) 


1) 为 了 使 4* 有 确定 的 音义 ,必须 机 CAD 在 Hn Rie. 因此; AHE LIS 
T S YEH, HAE, eio 在 H, 中 三 审 可 以 证 明 如 下 ; 设 若 (4*0 在 
本; 中 不 义 窗 ， 出 必 有 0sec H, 使 

(ur 4*6), = 0 = (0,4*0),, v EPC). 
用 GOD SR ABEL RS CHA) = 人 一 dv rE SCA), 网 COuu)ye[c* 
(4*):7. 但 是 易 风 MXH, = GCUXBG*CA*), it CO) € GCAO., Tfj m = 
d, —0, 这 与 vU. 


ETE 


EH 7.3.2 HHF 4. Ho H, AEMET BIE, W 
dim ker4f < + 而 且 Im4CH, 2958. MELER CEEE 
lalh s Clu, u € ZCA N kerd). (7.3.2) 
E A* 同时 也 有 正则 化 子 B' FENA Fredholm AF, 
HE, UL dim ker4 = co, 则 由 Schmidt 正 交 化 手续 ,可 以 找 
到 ker4d CH, 中 的 一 个 就 范 正 交 系 (i) = lst), HEW 
化 子 吾 的 存在 有 


0 = Bu, = u; — Kej, 
但 uj) 是 有 界 集 Ohel = 10. WHK ARAT, TRESME {u} e 
&s >w, Jwh 一 m [lm 1。 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 ja 一 
uidi = ludi eli = 2. ATEL dim kerd — co. 

Æ (7.3.2) BE uE, EHagfEAD Imad 为 闭 。 因为 取 mA 的 一 个 
Cauchy 序列 (dup > oci d =a tu, wE DCAD 
(ker4), uy € ØCAYNCkerdy, 而 Au; 一 AW? ,但 是 | 

lle? — x lis Clan — Asr ll 0. 
有 从 而 sy — wE H, Au = Au > v E FH BT ACA VE v-dw BD 
v€Im4, M Ima 5H. 

“最 后 用 反 证 法 证 明 (7.3.2)。 设 它 不 成 立 , 则 必 有 序列 (ec 
BA)N(kerd)+ 使 jud — 1 但 4wl; 一 0， 应 用 正则 化 子 有 
m — Kuj; = BAw— 0, 因为 玉 是 紧 算 子 jw 一 1， 所 以 不 妨 设 
Ku — ae € H,, TEE s; — welkers), 但 男 一 方面 de — 0. 
由 于 4 是 闭 算 子 有 #4w = OBlw € ker4， 因 此 w € ker N Cker t), 
go m D, X ES ug 0m w 从 而 上 Ww 一 1 2658. 

对 4* 应 用 同样 的 推理 又 有 dim ker4* < ee。 从 而 

codim ImA = dim {ImA)t = dim kerA* « co 
Tap Fredholm HF. EMEP. 

其 实 这 个 定理 的 道 也 是 成 立 的 . 

关于 Fredholm 算 子 的 积 则 有 

定理 7.3.3 i H,, FH, H, 都 是 Hilbert 空间 ，PL:H, — Hi, 
PH> H WEARI Fredholm 算 子 ;而且 PoP? 都 有 正则 化 
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F, OROG 7 1,2), A PaP Z P = PPH | H, d 
Fredholm 算 子 ,而 且 
index P = index P, -+ index P.. | (7.3.3) 
WE. 4 O= 0:0, 0 = 8;81、 很 容易 着 到 8 与 人 分别 是 
PE; P* == P#P3 的 正则 化 子 ， 由 定理 7.3.2 P 是 Fredholm 算 
子 。 现 在 只 需 证 明 式 (7.3.3)。 为 此 秆 以 下 空间 的 正 交 基底 
( keP, = (ImPP) = (gs, 5, pn) 
(ImP,)* = ker P? = (gr. c vh). 
kerP, = (Im P2)" = dd, oon, "AS 
(Im P)! — ke P? — (4f, os gts 
注意 到 
ker P = ker P, + ker P; (Y(Im P,), 
而 且 因 kerP, NImP, = {0}, LARANOR, A ERITREA 
究 第 二 项 的 维 教 即 可 得 出 dim kerP, [N25 | 
H, = lmP (Imp) 
将 kerP， 的 基底 中 之 每 个 元 p EH HREN, HOW CmPOt 的 
Fourier AME (dp pf), inr BDRABPEMOS 4, RU idi, 
y du) 必 有 去 一 和 个 线性 组 合 对 eI RU Fourier 系数 为 0, 和 而 其 
它 的 独立 组 合 均 不 如 此 。 所 议 l l 
dim ker P; (1(ImP,) = /; — rank((d;, PJJ» 
从 而 (s 
dim kerP = 4, +h  — rank(( i, pt i). 
对 P+ 一 PIPI 应 用 这 个 推理 又 有 | 
dim kerP* = i$ + i* — rank((o* , Ph) 
因此 
index P = dim ker P 一 dim(Im P)* 
= dim ker P — dim(ker P*) 
= (h+ h) a? TG) 
= index P, -+ index P; 
U FRIERE ATUR ACT. W A € LLQ(RO,. R 
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们 要 把 它 拓展 到 一 个 Hilbert ZAH bA WEZE Ho— H k 
H. ANARI Go CAD 一 定 是 闭 算 子 , 因为 假如 原来 
< 定义 在 名 (CR"》 上 ,所 谓 可 以 拓展 到 一 点 «€ H, 即 设 有 一 个 序列 
e, € BCR"), dus — «|n — 0 mi ldu — wn — 0, w € H, WE 
X 4 一 如 。 以 下 我 们 将 4 拓展 到 L'R 一 A 上 去 ,于 是 所 每 
的 拓展 记 为 《4)zy 其 定义 域 是 {u € Ldu € L'), 

设 4* 是 4 的 形式 伴 算 子 


CP) = Q2) || TO Hoy)dyas, 


则 我 们 有 

定理 7.3.4 车 4€ LZ,CR', Wil 4* 3c E? pA e 
是 A 的 伴 算 子 的 拓展 . 

(AU) * C CAD, (7.3.4) 
WE. AARC CELERA o € O43: 
(u,4*v) = (dav) = (u, lAn) ue BR"). 

这 就 是 说 在 D (R) 中 4*v 一 (40)*v, 但 由 此 即 知 。 若 (4)* 
veL’, KA A*veL, B (CAT) w = A*o = (Ap v. 因此 
DADDA), 而 且 (7.3.4) 成 立 。 

现在 要 问 何 时 (7,3.4? 中 有 等 号 成 立 ? 这 怡 与 4 的 亚 椭圆 性 有 
X. 

定理 7.3.5 若 4€ LZIC — o) 适合 

leCAYx, E) Ze COQ A LED, m m, IEI 充分 大 
[8:010 4 Xx ,£)/aC AX(x,5)| & CCI-E15|) 7t tl, 全 | 充分 大 
(BisgsB 5.4.1508 & FF CH.) , OH), MKA 

CAF = (4*)5, (7.3.5) 

特别 当 AE LZJQRT) 时 上 式 恒 成 立 ， 

证 ， 定 理 7.3.4 UR CH UIEBH £F CADCA") MAREEA 
相反 的 包含 关系 即 可 。 在 定理 的 条 件 下 , 可 以 证 明 4 有 Lo. 类 
《而 不 是 Los MERE BFG: I= BA4 十 RCREL™)， 今 
若 re PANPE X(E5) E57 HA lls bb xCD — 1, 于 
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是 有 X.-— 4(8D.)€e LO, [SHE m € LE Xue € HCR), W 
ZEE «€ ed), 
(Gu, Ate) — (AZ, uv) = (CAX,CBA + R)u,9) 
= (AX,BGAu),v) + CAX.Ru v), 
由 乘积 公式 ， 


cC AX,B) ~ »E " Be -Co ACEEY) - DioC BG, E). 


BEH e 一 0 时 很 容易 证 明 当 x & K(K EERE) Mls Ce 
(C 是 任意 常数 ) 一 般 地 有 

Og D'a( 41,B) — Bi D'o( AB), 
AH cCAX.R) 在 上 述 意 义 上 趋 于 (AR), 所 以 可 证 明 在 上 L E 
F Xu > u, AX BC Au) — AB{(Au), AX Ra — ARa, 出 由 (7.3.6) 
可 得 


Cu, Av) — ( AB(Au),9) + CARu, v0) — (Au, v) 
XPbPues04,2 Eat. BRE r EZ C 4p») 而 得 
(4*):CCA*, 
在 A€LEZ 的 情况 下 , 则 利用 交换 予 关系 
CEU, ATv) = (Xidu,0) + C( AX, — KA a,v) — (Hu, 0), 
ETI (s, Av) = (duse), EEEE, 
X 7.3.6 3 4E GER 7.35 的 条 件 且 pCA)(x,8) 为 实数 ， 


则 令 R = LCA -+ 4, Re EINER HUR 
4 —R€ LZ, "(R'), 
WE. o(R) ~ Ei PDC, D/2 也 适合 上 述 条 件 因 此 


(Rp = (CRp)*, HRISICXLIEMCTE R* =R, BiU. Re 是 自 伴 
的 . 其 余部 分 易 证 . 

2. 指标 的 稳定 性 . 若 4:H.— H 是 有 界 的 Fredholm 算 子 ， 
其 指标 在 以 下 意义 下 是 稳定 的 : 4 十 eB8 当 B8 是 有 界 往 子 而 8 充 
分 小 或 当 eB 是 紧 算 上 时 与 4 有 相隔 的 指标 . 这 个 结论 可 以 在 一 
般 证 函 分 本 节 中 找到 ， 亿 现在 我 们 将 对 财 算 子 证 明 一 个 并 似 的 结 
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沦 , 对 于 有 界 算 子 上 述 结论 可 以 自然 地 看 到 ， 

定理 7.3.7 设 【Po 是 一 族 闭 算 邓 PP -> H,,H,HL 是 

Hilbert 空间 , (P,) 的 图 象 

G = {Cu Pau) ET un EH, Pa € Hii (7.3.6) 
在 1xH, xH p, I= [90,1]. E —MHS XT (09,:H — 
Hibe 和 一 族 紧 算 子 [KA > H he TETES FR. QE. € 2s 
BH—385 [OS M, K: WAGA HER, 0, PCI — Ka 
Wh) P, 必 为 半 Fredholm 算 子 ,而 且 indexP, 是 (€ 1 A EFES 
数 ， 若 对 { PF} 也有 适合 类 似 条 性 的 8;,Kt 存在 , 则 P, 是 Fredholm 
W.B indexP, = —ideP? 5: XX. 

WE. 0, 就 是 P, 的 正则 化 子 ， 故 由 定理 7.3.2 4mP, 78 BH HL 
dimker P, «00 (£€ I), 这 就 是 P, WE Fredholm SÉ-T-00 X. 
余下 要 证 阴 的 只 是 indexP, 26 EEE., PME taR £006 
1) 在 :一 9 为 上 半 连 续 , 则 指 Üm) 一 一 co Rimi) fC). 


在 我 们 的 情况 下 ,index P, 只 能 取 整 数值 二 dim kerP,), MUR 
需 证 明 对 任意 整数 No ind, < No < dimkerP,, EA 


imindexP, < Ns (7.3.7) 


即 可 ， 现 在 dim ierP — Na = N > 0, N x dim cokerP,, = codim 
mPas MARAR (mP, t 80— 4 - N 3e T-22 18] w ,并 对 变动 的 
£2 
N, = (u € zg(P,), Pune W}, 
出 因 dim kerP, — co, dimW = N < œ, d dimNW, X dimW + 
dim kerP, < ©. 73—J3 H 
dira(Im P5 [A W zz N — dim(ImP,), 
从 而 
dimN, = dim kerP, -+ dim (In P) NW 
> dim kerP, + N — dim(Im P,)* 
= indexP, +N, 
EEH: = nit, dim(ImP, ) N 二 0,dimN = dim ker Pp El 


* $0.5 


= 
dimN, > limdimN,, (7.3.8) 
FERE T] 


BiU dim kerP, Ze limindexP, 十 N， 从 而 
£g 
N, = dim kerP,, — N zz lim indexP,, 
E ty 


Ae RE, 

现在 证 明 式 (7.3.8)。 为 此 。 先 用 反 证 法 证 明 存 在 一 个 与 无 
XUI C SiS u EN, 时 

I Pus] x € llel. (7.3.9) 
WB AIR BUS ER is) at ENa Dell o 0 if [Poll = 1. 
EDW Ec BURIO, I= [0, 1] SERR, 必要 时 用 子 序列 ,可 以 
设 . 
ji Ef, u;— 0, Pui wE W. 


但 因 人 是 闭 的 ， 当 有 P0 一 w, 这 与 上 wb = im [Pul 一 1 F 


盾 。 于 是 知道 C7,3.9) 成 立 . 
现在 即 可 来 证 阴 (7.3.83 了 ,这 里 也 用 反 证 法 ， 设 有 一 上 串 1, 一 
te 使 


l — dunN, «i-r 1 s dimN,, (7,3.10) 
HFEA n. HON, 的 就 范 正 交 系 inuasit sad. RE CDs) 
Fw HIAR AAH AE, EART A AA 
Poemi wi G= 1,2, 5,1 +1). 于 是 用 正则 化 子 有 
Q, P, Wei T sui — Ki fini 
= Hy 一 (K: 一 K, yi + K, Hri). (7.3.11) 
但 是 一 上 方面 i 
Qe, Pini = OCP Ni wi) + Ow Oo 
另 一 方面 由 于 [E,— Kal — 0, X E K, ERATA 
Kitni 7 2; € Hi, IACT. 331 GRARPRUR 


Orwi = lim(w,; 一 Kyu, = limu,; — vj. 
Ui Uc 


id limus; = Hj, 有 Wj = Q, "i E vj, 很 容易 看 到 iu, Z2 "TE 
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是 H, 中 的 就 范 正 交 系 。 [N20 G5]. 短 EPC), Pus 一 
DREW, FE «€ N, 而 dimN, Zi. x5 (7.3.10) 是 了 矛 
HEJ., IEEE, 

3& 77.3.8 X; P.H,— H, 是 有 界 Fredholim F, P h P* 
别 具 有 正则 化 子 0, 0', 这 时 

G) AT KIH,— H, ER (OX OK, OK RO SO. M 
P — K 452; Fredholm XCT-,mH indexP = index(P — K). 

(ii) 藻 有 别 一 个 有 界 算 子 P.H, Hn 使 得 

üP— Pi «lop, IP* — B*e o, 
则 P 也 是 Fredholm 算 子 而且 indxP = indexP, 

WU. G 因为 QP—1I—K, QP* —I—K, Ko KX 
EAT. 4 PO—P—aiK, NEL 0 = 0, 9 一 0' 分 别 是 
P, 5 Pr 的 正则 化 子 ,而 且 K, =K 十 :0K, "E HERTERCT- Tui 
对 + 连续 ，K; 一 KQ-RoGQ'K 也 如 比 。 因此 可 以 直接 得 到 这 里 的 
Hie. 

Gi) 4 P, = P +F — P), RITS OP, = QP + :0(P— 
P) — I +:0(P — P) — KE. 但 是 []JoCP 一 PY s llel |P— 
P| <1, BI [1 二 10(P P) 存在 因此 [I -e:00(P — 
P)]?QP,— 1 — [I + «QC P — P)]K,, * Q,— [I TagQP m 
P)17O,K, = [1 + O(P — P]? K,, 3838 7.37 的 一 切 条 件 显然 
都 得 到 浇 足 ，8, 是 P, 的 正则 化 子 , 对 于 PT taR e Eh EN 
化 子 。 Maiéibmur. 

这 个 结论 如 果 应 用 到 P, € LZ, ,CR') E Epit de eC Pr ,58) 
*PG,x,4) ER ra ELxt— UJ e.g, 

IL [£10 7772/8: 89a ( P (x, EY x C 
(Ei x (EX E EE RAO .这 个 条 件 下 可 以 证 明 恕 是 连续 
的 ， 如 果 P, GEER O, 存在 ,而 且 当 * ETE OK SE K HR BL IE] 
充分 大 时 有 [COL [8| nm trog fo ( Ox E)| C. (Q.D, E) 
Xp Car E) 连续 , 则 可 以 证 明定 理 7.3.7 的 一 切 条 性 都 是 成 立 的 . 
3. Noether 公式 ， 现 在 我 们 就 一 个 经 与 的 情况 具体 地 计算 指 
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5 .ifü EL EREA Noether 所 得 到 的 一 个 著名 公式 ， 这 个 公式 在 
奇异 积分 方程 中 的 应 用 可 网 Mycxemuntmunm^, 

设 $ 是 揽 平 面 C 工 的 单位 圆周 : S= {x EC, 1z| — 1p. Br 
iB (0€ LS) BIHB (0) 一 ee) € LU) I = 72,1, MA 
规定 


Oro = leo) = 全 imas (7312) 


众 所 局 知 , LG) 有 一 个 完备 的 就 范 正 交 系 | 7 Z0, 1, 
1,0). 而且 fe LX《S) 必 可 按 之 展开 为 在 L RN FU Si 9 
Fourier 级 数 ， 


ie) 一 »3 c8", ZES, 


(2.3.13) 
1 1 rs . 
6. ui f. f(z)s "da 一 元 人 g(8)« 777948, 


[ Z v] 的 完备 性 表现 在 Parseval 等 式 的 成 立 上 ; 
ls = 2 Sj ded 
级 数 展 开 式 (7.3.13) 定 义 了 两 个 算 子 : 
Pti) = 3 a.z" 和 POR) 一 5 gas”, (7.3.14) 
LES n--1 


THERE ENCTTS ELEHRIE 4 BAERS: 
KG) = P*jGOB P^fG). 

FXE, (7.3.13) $8 — RE «€ C 不 仅 定义 了 一 个 有 形式 的 

Leurent 级 数 , 而 且 事实 上 也 是 这 样 : PHC) 在 Del < 1 hiit, 

P-A) 则 在 121 > 1 中 收敛 且 mP) — 0, GO 都 有 积分 


囊 示 : 对 于 PYG) R r&i 5r >l 定义 
Pie) = D arry, Sl, 
RE 


e 483 = 


Wo aam ssl 


Pilz) = 5 area rzmd (7.3.15) 


则 它们 分 别 在 |z| < n 与 lal > + 中 收 伍 ,如 举 应 用 Parseval 
等 式 , 将 有 
| P*f 一 Piflns—2- Y la, I*(1 一 £7?» 
idi (7.3.16) 
[PF — Pzflzs = 2x 2 la, — 7». 
Hi Abd 定理 可 知 , 当 r—1 时 有 
lim PHG) = PHG), lim P:f(2) = P^ fs), 
这 里 的 极限 都 在 LOS) RATHER, 
将 o 的 表达 式 (7.3.13) 代 人 人 {7.3.15) 有 


Pti) = 2 之 |， KE) "ort 


- -+ f KDa, " 
iil po,4s du OAM) 


同样 有 
P2) = — -L $1 Eara 


lri nai" 
1 ù KE + 
i|. KDR, up E, 0.317) 
在 这 两 个 式 子 中 都 是 请 S 上 的 反 时 针 方 向 进行 的 。 
定理 7.3.9 ”上述 PAD. ) 是 L'CS) HADAT, HER 


«xor ity PHO- ilum 


1 
Wi Rt =P P-, R- = "m 十 szP- 是 LX) PERT A 
REX 


(RG D = (7 EM a(R Ys, p-(^ $7 5 0.9) 


， 5x0, 
EIE 


ifti H. 
i) dim kerR^ = 0, ii) dim cokerR^ — 1, Hi) indexR* = —1, 
i) dim ker” ~ 1, ii) dim cokcrR" = 0, iii) indexR ^ — 1, 
(7.3.20) 
证 . 因为 5 是 一 个 紧 集 ,所 以 在 其 上 可 以 作 一 的 有 限 的 C73 
制 plz), ME pe); FHE ROF Ut, plz) € CS) 使 在 
suppeoifs) 的 一 个 邻 域 上 (x) — 1, TEE 


Li H 
P* am eiGOP*oi() 十 S3 ei(2)P*( — ei). C321) 
ial J*1 


关于 氢 微 分 算 子 有 一 个 很 重要 的 定理 : 4E p(x), pec" 
(R) ,而且 在 co 附近 为 有 界 ( 和 连同 其 各 阶 导数 ), 则 当 dist (suppe, 
supp) = Co > 0 Wb, pP EL "7, ES Eo (CREST) 也 是 
-AURI CE RERED 90). pP 的 象征 为 prol Pr, E), 
HRRAANME olqgP 了 Pogp) 一 0。 应 用 到 我 们 的 情况 :因为 尚未 确 
EPt 是 所 微分 算 子 ,所 以 要 进一步 作 具 体 计算 ， 设 有 C. 0 存 
在 使 当 忆 一 s| < Co 时 Cb) 一 0 则 对 Ko € LC5), 由 
《7.3.177 有 


PPPG) = + lm f, EG par 
= |, kc, DAt, (7.3.22) 


Kle, t) = zl Dz — 2) € Cs x S). 


现在 考虑 P+ 的 表达 式 前 一 个 和 中 的 每 一 项 ,并 记 作 plz)P+ 
dux Hp p(xz) 二 1 (Cz 一 0 BOE. qx) — 1 (uppe W 
35). ATF 9,6 3529 pf) 由 CC € L7,2], s = 60, 2 8 
28 fe 站 一 G), PHK 5A Ate, 这 样 来 讨论 pA 
的 象征 . 

由 C7,3,17)， 
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(pA*bg)() 一 EL lim | Ub gU). orar 
dm r-i€0. eo — re 
= El qua V puar 一 rlr Aar, 


] — reta 


这 里 Ar) — os, YOD ECE c xS Ri 当 pO 
P) 0B r(í;—r)—1. 因为 不 内 一 般 性 可 以 设 p， 内 EC? 


(i < 三 ), 这 样 的 > 是 存在 的 。 对 AGO 作 Fourier 变 项 有 


Codde) = 7- lim r paG 一 TD 


rl- J-e Cl — ret) 


SALd" Qe . 
土 | eua + dr 


i ya . +œ . 
NES lim 人 eip) f E] 


2m rt-0 


， A ag} ALEJE, 


I—re 


— lim 二 全 e" pt CORDE, 
2x J-a 


'41-B 


这 里 
* — i i -iw Yw 
8:8) N l— LL. 
lox i 
一 一 FCE — Dr, bergel 
2x 171 
因此 


Jim O= PE) — 7 zx 了 KE 一 0D. 


X SMS STARR cd. 因为 Tes", mulos 5€ 性 意 紧 集 
JÉ-— BS. BIS 


CPA D) 一 二 人 DEEE (7.3.23) 


现在 来 计算 PE). A T(E) € S7, REREN 有 
* 436- 


(E — DI «exa dg 1t, 
WEN <55 |2(& — 1 


C 只 
« — S ee ptt 
" ner 


«Cc 1#) «0. (7.3.24) 
TiN E> 0 时 , 则 由 
Toe DH eD E E 
i=0 p-2-- 是 二 一 四 


对 后 一 项 可 以 适用 上 面 的 估计 ,因此 


D-E D D| eca + lD eo. 
(7.3.25) 


= LS 7(5 一 上 ) 是 上 的 以 1 为 周期 的 函数 ， 其 Fourier 系数 是 


2x {=a 


C= f LOW PR — De "tg 


02z a-e 


TINO 


Ia d- 
[^ & — 0, 
0, k 天 站 


所 以 有 


去 x ?C5 —D—1, 二 EE-D = 0ra 0. 
(7.3.26) 
d (7.3.24), 0.3.25) 507.326 BU (7.3. 18) 的 前 一 式 ， 为 了 


征明 其 后 式 , 注 意 到 当 r 1t 


有 
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(gA 9p = + F eg(p EGEE 
im d -e 


"a A eU 5g 1) Y $(E- DÁCEME, 
因为 PE 十 PIC) m 1, BIEBRCT 3.180 88)8i — 


再 看 (7.3.20) 的 证 明 ， 由 定义 (7.3.19) 是 显然 的 ， 对 e) 一 
D asc LG), m P* 的 定义 


rmm 
RiR) = ES S4 à. 


HR keRt = (01, (ImR*)t = 1f(z) = a = const}, Mofa ua 
(7.3.20) 的 前 一 式 . 《7.3.20) 后 式 的 证 明 亦 同 。 
定理 7.3.10 (Noether 公式 ) i PELS) 具有 主 象征 
a(2)/ |a(22] , E> 0, 
XO = DO nil, Eo, 
- alz) - bs) Æ 0, 
N PEREST, EE Fredholm 算 子 而 且 


indexP 一 一 二 N arglale J/H etde, (7.3.28) 


证 。 设 当 * 依 正 向 绕 过 原点 一 周 时 ，olx) 与 5(z) ic 
2x L 5 h, BR 


10 N t í a 
一 | arg a(2)d0 =l, — | argb(n )dO — h. 
2m -0 2x 0 


4 0, = i argz^ + (1 — iYargo(2),0, = £ args? + (1 一 t)argh (a) 
以 及 Pr epP+ 十 e891P-， pug 87.3.29 40 (P) = 695 — 
O), e$ (E « 0), o(P,) = P, P, —a5P* + iP, 

P, f& 0 PRESA. 在 5 的 每 一 个 坐标 邻 域 上 PL BA 
基本 解 QuE E'G = 1 ， 2,- D. 和 前 述 定 理 一 样 1E plz), 
PXG = 1, D W 0, — > pz)9wpi(x) 是 P 的 氢 基 
EH. 将 P, 与 Q, 都 拓展 到 LXS) m Pa HUP , £i M 
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(7.3.27) 


£P, — LS), 
D, dE Pe 的 正则 化 子 ， 再 看 PT. (9705 E CPI 的 正则 化 
子 ， 然 而 由 定理 7.3.5 知 (Pre = (Pat. 这 样 Pars (P255, 
Qui, COP): WE LX8) 一 L'CS) 的 有 界 算 子 ,而且 Oo. CBF? Ye 
分 别 是 Pe 5 (Pe 的 正则 化 子 , 故 由 定理 7.3.2 知 P, 是 Fred- 
hom 算 子 .再 由 指标 的 稳定 性 的 定理 7.3.7,， 注意 到 cf(C 一 
2(P,)7, (02) 一 oP)! 经 过 计算 知 这 个 定理 的 条 件 均 得 满足 ， 
从而 
indexP = indexP, = index P,, 
为 了 计算 indexP,， 考 起 算 子 R= (RHC Y, MA 
LR) = (RJR) = ol P,), 

ik R- P eL” mWüEBT—T LORTE Ls) LG) ARS 
FMh 7.3.8 知 indexP, = indexR, — 然而 用 关 于 乘积 的 指标 
的 定理 7.3.3 有 


indexR = LindexR+ + bindexR = — (4, — h), 
从 而 
Ir 
indexP = — (h — h) e — | argCola)/ bCa) a9, 
2x .9 


ERIE, 
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附录 微分 流 形 
$1. 微分 流 形 的 基本 概念 


1 定义 .微分 流 形 是 现代 数学 最 基本 的 概念 之 一 。 它 的 蚀 现 
有 深远 的 来 源 ， 一 方面 是 出 于 几何 学 芍 需 要 ， 一 方面 也 来 源 于 力 
学 ， 经 典 力学 在 现代 数学 中 的 重要 性 日 益 增 长 ， 在 偏 微分 方程 理 
论 中 时 常 要 借用 它 的 思想 和 有 语言。 因此， 我 们 宇 愿 从 力学 疝 题 开 
始 来 介绍 微分 流 形 的 概念. 
设 有 自立 个 质点 组 成 的 力学 系 , 它们 的 质量 和 位 置 分 别 是 m 
fux; G — 1,2, 5, N), 于 是 运动 方程 是 
ma, 一 Fx,.]5,x41X,,707-2.,X4),4 4$ — 1,5722 N, CALLI 
从 表面 上 蛋 来 ,这 个 力学 系 的 “舞台 ”是 3N 维 Euclid 空间 ,但 实际 
上 并 不 一 定 如 此 : 在 许多 情况 下 力学 系 要 受到 某 些 约束 ， 其 中 最 
简单 的 是 记 谓 完 缉 约束 ,例如 形式 为 
BR Wy X4) = 0, 12— 1,2, --:, K CAL?) 
的 约束 。 同 时 LER AUEL TE PREX UY fe GRE , UE e EET TEC [S 48. as a 
应 该 在 "等 能 向” 
E(x,, a XN Xs RN) SC (A.1.3) 
上 进行 . 这 样 ， 力 学 系 的 "舞台 ” 如 所 谓 构 形 空间 一 一 不 一 定 
是 Eudid 空间 ， 在 3N 个 侍 标 中 并 非 全 都 是 独 立 的 。 而 例如 只 有 
了 个 是 独立 的 、《〈 这 样 的 力学 系 称 为 具有 对 个 自由 度 . ) 这 好 个 独 
ERAR EE m, ccc. xy 中 的 某 一 部 分 ,而 可 以 是 所 谓 广义 
BhbR dis ct. 4。 例如 在 研究 有 心力 场 下 的 运动 问题 时 采用 极 坐 
标 系 时 常 是 方便 的 、 这样, 力学 系 的 梅 形 空间 不 应 该 是 Eudlid 2s 
间 , 但 局 部 地 又 应 该 是 Euciid 的 ,否则 就 难以 进行 微分 运算 ; 它 没 
有 整体 的 坐标 ,而 遍 部 地 应 该 有 许多 可 能 的 坐标 系 , 各 个 坐标 系 之 
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阅 的 变换 不 应 该 影响 避 徽 狂 ， 这 样 的 几何 对 象 就 是 微分 流 形 . 

于 是 以 下 我 科 恒 设 村 是 一 个 可 分 的 Hausdorff 空间 。 UCM 
是 一 个 开 集 , 著 村 之 每 一 点 x*€ M EUR —HMRLU AEF R 的 一 
OE 

pi:U— R", 

MEOS - -ARIE , Co,U) 称 为 其 一 个 区 图 《chart) RAE 
4k. 一 组 区 图 [lpU Dhea 3 UU, — M 称 为 好 的 一 个 图 册 
《alas)， 若 每 一 个 区 图 都 周 是 于 讽 络 数 ”的 R^ 之 区 域 , 就 说 M 是 
# 维 流 形 . 

设 两 个 区 图 UV; 和 Uj Z: UNU 名 则 有 一 个 疝 是 

pepp CU; YU) CR" — pU NUDER", 

因为 这 是 R 的 区 域 到 R* 的 另 一 区 域 的 映射 ,所 以 可以 谈 得 到 是 
容光 请 《本 书 申 出 现 的 光 次 均 指 C")， 车 它 是 光 说 的 ; 就 说 o. 
UNA Co;, UD 是 由 容 的 。 设 一 个 图 地 中 的 各 个 区 图 都 是 家 容 
的 ， 就 说 这 个 图 册 是 相 容 的 。 一 个 极 天 的 相 窑 图 册 就 说 是 定义 了 
M 上 一 个 C" 微分 构造 【简称 微分 构 簿 )， 


Un 5; 
Ti E 
9. | |s 
t o 
gt oo D 
Lo eg 
t 8c 0) € R" | $9) c m^ 
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定义 A.1.1 一 个 县 有 微分 构造 的 = 维 流 形 称 为 一 个 + HER 
分 流 形 . 

本 书 中 所 有 的 微分 流 形 均 指 在 无 穷 远 处 为 可 数 的 C 微分 流 
形 . | 

微分 构造 使 我 们 有 可 能 定义 流 形 上 的 种 种 微分 对 象 。 例 如 M 
上 的 可 繁 (但 说 一 次 ,本 书 中 凡 说 到 可 微 、 光 滑 等 等 均 指 C" 可 微 ， 
C* 光滑 ， 这 一 点 以 下 不 再 声明 ) 函数 人 P), Pe MiM 上 的 函数 
KP) 局 部 地 可 以 通过 局 部 坐标 g(P) — Gn, s x) 或 了 一 
v^ Go) 表 为 R 的 某 区域 上 的 函数 jw-:(z) ,因而 可 以 谈 得 上 这 
个 函数 是 否 光 滑 的 问题 。 各 个 区 图 的 相 容 性 又 鸽 得 它 是 否 光滑 并 
不 依赖 于 局 部 坐标 的 选择 。 这 个 问题 还 将 在 以 下 各 节 中 展开 ， 

下 面 看 一 些微 分 流 形 的 例子 . 

M1R 本 身 即 一 个 微分 流 形 。 它 只 需要 一 个 区 图 U = R°, 
一 个 局 部 坐标 p 一 id, 

例 2." 维 单位 球面 

Sube ham 
这 时 可 以 作出 包含 两 个 区 图 的 图 册 : 
aS" /(C0, «7,0, c1) > R”, 
eacus rr ed ems s re). 


lY za Le 
va) fe 
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P 1 
和 
. (2r, te, ltp, ki derit He xi — 49 
相 容 性 的 证 明 留 给 读者 。，wps 称 为 球 航 射影 ， 
例 3. 设 口 为 BR" 中 的 开 集 , 其 中 的 超 曲 于 
H:F(lr, ++, x,) = 0, F€ C^, gradF +0. 


4 U; = (5;0,F (0) 0, FC) = 0}, M) H-— Ú U, 在 DU E 


EXEAPASEXE E, AA TEL x; m h Gs cns he €^, ÆU, 
ERA A m. 0. x, 为 局 部 坐标 ， 在 U; 上 也 有 类 似 结 果 . 于 是 
态 具 有 一 个 由 # 个 区 图 构成 的 图 册 ， 它 们 的 相 容 性 的 证 明 也 留 给 
读者 . 

在 例 2 和 例 3 中 我 们 都 只 作出 一 个 加 其 ， 而 没有 去 作 微 分 构 
造 ， 这 是 因为 只 要 作出 一 个 图 册 ， 则 一 切 与 它 相 容 的 图 册 之 并 见 
是 斋 需 的 微分 构造 ， 所 以 共 要 作出 一 个 图 册 邑 可 断言 得 到 了 一 个 
微分 流 形 . 

(HR DIS, UCR 中 的 有 限 个 方程 

FÁn,-*.3,)—0, i— 1, ,RE 


Fe cC”, rank ( =Å 
ðr; 


BE GUESELE WE ANDE. AREMAN EEKE. 

从 这 个 例子 看 来 ， 一 个 受 有 限 多 今 不 含 时 间 的 完整 约束 的 力 
学 系 的 构 形 空间 是 一 个 微分 流 形 。 首 沈 发现 应 该 在 微分 济 形 上 上 讨 
论 力学 系 的 是 Poincaré, 

这 个 例子 之 所 以 重要 还 在 于 一 切 微分 流 形 均 可 归结 为 这 种 情 
况 . 这 一 点 将 在 下 面 讲 到 ， 

例 4， 一 些 经 典 群 ， 以 上 的 例子 难免 给 人 一 种 印象 微分 流 
形 只 不 过 是 曲线 .曲面 巍 念 的 简单 推广 ， 实 际 情 况 当 然 不 是 这 样 。 
为 了 我 们 的 需要 ,要 介绍 一 些 最 常见 的 经 典 群 ， 

1° GL(R, s»). B R* 到 R^ 的 非 异 线 性 变换 之 群 ， 亦 即 一 
HER o x = 方 阵 所 成 之 群 。 对 于 方 阵 C), ADU auo pas 


ETE 


WB. R—UbsxJgLESDUER"USH. MABT RU. 
GL(R, s) 即 泛 合 
det(a;;) TU 
t3 WE. ERRUM—A4JUE, 医 而 容易 证 明 它 是 一 个 st HE 
微分 流 形 . 
2? Oln), BU ^ MIER: 
O(n) = (4: A€ GL(R, n),/4- 4 — I). 

e n(n 一 1) ERE. WEAF 4 一 (24) X 
义 映射 ， 

07 9j:GL(R, ») -> R 
4L »» Akiki — Big, 


kel 
于 是 0000) 显然 是 有 限 个 方程 
quO)-0,1«Sisitn (A.1.4) 


记 定 文 的 轨迹 . 这 里 一 共有 地 (a +1) 个 独立 的 方程 ， 而 生 适 


各 例 3 的 要 求 ， 它 定义 -个 :一 二 n(n 4-1) 一 Zna) 维 
流 形 . ; 
正 交 方 阵 的 行列 式 等 于 +1, 我 们 记 
SO(s) = {Ad;A € O(n), ded = 1}, 
称 为 特殊 正 交 群 . 它 也 是 二 n(n 一 1) KEWUE, EXE, 0(0) 可 
以 分 为 两 个 连通 分 支 ,850(n) 即 其 中 包含 恒 等 映 射 的 一 个 。 
"O(s) fü SOC») WERIN. 这 是 因为 《A.1.4) DLE 
(A.1.4) 连同 ded ~ 1 均 定义 R” WAS, maT O(n) 中 的 元 
必 适 合 Sai = 1G = 1,2 ea), Bibl az( s 1, A O(n) 
与 Son) T" R" BUB RARUS ECRI, 


3" ER UG) WERTE WEEE, WEHA E 
3X, HAREE AEA ERI DUC RREME), A DE 3E HJ 


ZI 


KERKEE eU — C" RRUS|s 维 复 空间 的 某 开 集 
EUER, rii THAEEERUSE LUE DD eoe! 为 复 解析 函数 。 复 流 形 是 
上 与 实 流 形 很 不 相同 的 对 象 ,是 专门 的 数学 分 支 ， 我 们 这 里 仅 指 出 ， 
由 于 Cem 我们 往往 把 =( 复 ) 维 的 复 流 形 看 做 2n CX 
实 微分 流 形 . 这样, 我 们 首先 定义 GL, C) Ær xa FFRED 
阵 之 群 , 它 是 28 CK) 维 的 微分 流 形 ,而 
U(n)—iZ;iZE€GL(n,C), Z*- 2Z = I), 
Z* 表示 2Z 的 Hermite JESBE BE. 若 Z 一 《#1;); 则 
Z* =' = (xu). 
Ui) 是 r CXOSEBUEN D BUD. 事实 上 令 
pia: GL sn, CO) i— C, 
Zt D xm — 85, 


kml 


(A.1.5) 


则 
. UC = (Zi ei(Z) = 0, 1i em ix n), 
记 ry = eu e — Duos 则 wy(2) 一 0 可 化 为 


SA rere t Yay — 557 0, 1s im jm m, 
kz1 


LÀ 
D) su — Juxy = 0, l&icj«mn, 
kzií 


AX iso) ai= ? 个 方程， 容易 证 明 它 们 是 


独立 的 .因而 在 C" e R^"' 的 开 浊 GLO, O 中 定 兴 一 个 It 
P =r ig. 

UCn) RHEE ELE. 

H Y, [daz] = 1 Bi dez éS (Z EUC), 然而 由 于 S 与 
S= (1,1) FA, ETEA, ATIS AEN A uH 
SU(a) = [Z;Z € U(n), det = 1], 但 它 的 维 数 低 于 dimU(o) 而 
2958 — 1, BEAK, EY SUG) 除了 需要 方程 组 (4.15) 以 外 ， 
还 要 其 上 
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ÁrgdeZ = 0, (À.1.6) 
PS. Sied NOE. OC) 是 一 切 二 维 正 交 单 位 向 量 的 = 元 组 
ZR, Siefd WE se(R) 则 是 一 切 ” 维 正 交 单位 向 量 的 ”元 
组 之 集 , lS Sn BUR PT r EIE aastas t oand S 
ix p) DTT EERE l 
A = (aij SiS, Sjn, 

NA 

A'A {= lp (A.1.2) 


或 D anan = 81, 1 ei, . 
R=: . 
易 见 O(n) == 20:9 $77 = Vt BR), 
VptR) 是 一 全 np — 5 PO + 1) —y fn p D 


紧 微 分 流 形 。 事 实 上 ， AUEMON 
quA A'A — ip, 
RI 
Vol R) = 04 € MP, (R), 9CA) = 0]. 


Min(R) EX PX # 矩阵 之 集 ， 这 里 实际 上 有 p(p 十 1) 个 方 


程 ,所 以 了 or(R) 之 维 数 是 np 一 二 p(p 十 1) po —p-—1. 


由 例 3 知 它 是 一 个 惩 分 流 形 。 其 紧 些 的 证 明 可 以 仿照 On). 
O i6, Grassman 流 形 G(R") 就 是 R 的 一 切 ? 维 子 空间 
RA. 为 了 讨论 它 , 我 们 规定 采用 以 下 的 记号 : 
{e ty eat Æ R" RAAE. 
以 {e seo] 为 基底 的 空间 R^ x (0) 视 为 与 R? A, 
BÀ Lepus o oes) 为 基底 的 空间 (0). x REE R", 


` o 
Pei Re 一 ?表示 以 。) 为 短 阵 的 投影 算 于 . 


Pip: R" > RU 表示 以 » n ) 为 矩阵 的 投影 牌子 。 
a-? . 
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"TOT 的 形 如 " >) 的 元 所 成 的 子 群 记 作 0C, p). X 


E 4€ O(p) ,B EOC — p). O" n, p) 显然 在 O(n) 中 
o gm BBHAT OG x O(s— p). 
首先 给 GpCBR”) RA hn T: 对 尾 一 个 Xe O0) 询 可 相应 
必 一 个 * 维 子 空间 A:0(0) 一 G(R"), Xi1—9 XCRP) € GR’). 
但 这 并 非 一 对 一 的 : X, Yeol) HATIRAN r ETER 
上 的 充分 必要 条 性 是 XAR — Y(RO DLE XCOR"7*) - Y(R"?), 
这 是 因为 R R", K AEEA YCX€0"Ós, P). 
于 是 我 们 有 可 换 图 式 : 


O(n) 
</ M 
On) O'(2, p) — GCR") 

5 是 雌 则 投影 而 8 是 单 全 射 , 通 过 8 将 O()/0"7 Cn. P) 的 商 哲 扑 
移 到 GCR) EME o RARE, XE GR) 具有 了 拓扑 。 
可 以 证 明 G(R 是 可 分 的 Hausdorff 空间 ,而 且 蚌 紧 的 . 

其 次 来 作 GAR") 的 一 个 图 册 。 设 LEGR), ELA 
个 基底 (hh. "t3 D» 我 们 有 


方 一 aes LSiSP. 
jol 


Km LL 4HMICP—h POX nÓBER 4 = (aD, 其 秩 为 ,因而 必 有 一 
个 了 阶 于 沸 阵 为 可 逆 的 ,适当 改变 基底 癸 ,'…* ,fr1, 可 设 它 为 前 ? 
IARR TEE, fu BIOS 站， 从 年 相 应 于 并 的 托 阵 俏 如 为 《7p， 
a#)， 工 的 这 种 表示 法 自然 县 唑 一 的 。 一 般 言 之 则 可 从 {wip) 中选 
二 了 襄 使 之 成 为 ji, 余下 的 Gs 成 为 一 个 BOX (n—p) EE EE 
即 可 认为 是 工 的 人 誉 标 。 因 此 车 指定 菜 ? 列 使 之 成 为 Tp, 这样 的 4 
之 党 可 以 认为 是 GRO 的 一 个 区 图 。 这 样 作出 的 园 册 将 含有 
(5)p = nin — 1-0 — p 1) 个 区 图 ， CCR") 的 维 数 是 
pin — P), 
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rn 2 x-—. 


GCR 的 一 个 重要 特例 是 GR. inbBigii— Le 
G,CR') 的 局 部 坐标 是 例如 (u.a, a, aa) CEF a = 1), 而 
例如 誉 标的 第 一 :个 分 量 为 1 前 工 稳 成 -个 区 图 U, = f(1,2,:77, 
an)}. [E ER ST ELUEHA U; 一 (Ca,- "t68;asl, jay, 85)] 而 有 
G(R') = (U U;。 如 果 我 们 在 R* 中 引入 一 个 等 价 关系 (x1,-……， 


?= 

x 比例”, 则 BR"/ BORED RTI 
知 的 一 1 维 实 射 影 空间 RP*-:，。 R ~ 之 每 一 个 等 价 类 询 有 一 
个 伐 表 元 例如 《1; 8,-… as) CRE a #0), 所 以 Gi (RP) = 
R" 一 即 为 RP. 

以 上 我 们 作出 了 微分 流 形 的 一 些 很 重要 的 例子 。 有 一 些 通用 
的 由 一 个 或 一 些微 分 流 形 生 成 新 的 微分 流 形 的 方法 。 其 一 是 所 谓 
“FERE”: EMED, NCM 为 一 开 集 ， 则 若 (Co; 
UD) EMAER HE V; 一 UNAN, pi = lN, ICO,VDT 
显然 是 NN 的 一 个 图 册 ， 因 此 入 也 是 一 个 微分 流 形 ， 称 为 MM 的 开 子 
WUÉ. 例如 例 4 中 的 GL(R,s) RE R” AFFARE., 其 次 是 
HR RIE”: M, N 是 两 个 微分 流 形 ， 其 图 天 分 别 为 (Cos, 
UD) 和 {Cgj; VD) AM XN 也 是 一 个 微分 流 形 一 一 称 为 积 流 
形 ,因为 它 有 一 个 明显 的 图 册 (C09, U; X V1)}， 积 流 形 中 有 
一 些 极 汐 重 要 的 例子 ,如 环 面 (rorus) T? = Sx $81， 这 是 -个 二 
维 流 形 , = 维 环 面 T? 一 x $»xe xS (AT. vdd 
在 数学 ,力学 和 物理 学 中 都 是 十 分 重要 的 ， 再 举 一 个 力学 的 例子 : 
考 感 删 体 的 构 形 空间 。 在 刚体 肉 取 一 定点 【例如 取 其 质心 一 -但 
并 非 只 能 取 质 心 ), 它 是 FO 中 一 点 ,再 取 一 个 以 读 点 为 原点 的 附着 
在 刚体 内 的 右手 正 交 坐标 系 。 落 以 基 个 固定 的 市 手 正 交 坐 标 系 为 
准 , 则 该 附着 于 则 体 的 坐标 系 将 由 固定 的 右手 坐标 系 用 SO 3 的 
一 个 元 变换 而 来 ， 规 定 了 该 点 的 位 置 与 附着 的 坐标 系 的 方位 就 完 
全 确定 了 该 刚体 的 构 形 、 因 此 刚体 的 构 形 空间 是 R x $0C4), 其 
维 数 为 6. 特 别 是 对 于 具有 一 国定 点 的 刚体 ,其 构 形 空间 为 50(3)， 
458093; Mihi Hoe sb E RUE AL UTC DE EUR EY 
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ES ———7— — ramen 


WEISEN ES 4$. 2 Qo. 


HaHa v 


HADDE. GUT AER BL CIO D E FD A mAAR yE 


律 
M,-— C, M, CG, M, C, CARTE), 
E — C, (EFE). 

BrELRCE Eit og rds EI | RE ius HE PIC AENUE EET. 它 
是 一 个 紧 流 形 。 但 是 在 拓扑 学 中 已 经 完全 解决 了 二 维 紧 流 形 的 分 
类 问题 : 任意 二 维 紧 流 形 必 同 旺 于 具有 *w* 个 (x 一 0,1, 2,.…) 
“招手 ”的 二 维 球 面具 有 一 个 “把手 "的 二 维 球 面 就 是 TU, 因此 在 
这 种 情况 下 刚体 的 运动 将 由 两 个 具有 周期 的 变量 (mod TG 一 
1, 2) 描述 ,因而 是 一 种 周期 的 "运动 .从 这 些 简单 的 说 明 就 可 以 
省 到 ,微分 流 形 的 思想 能 多 么 有 力 地 帮助 我 们 从 定性 的 \ 几 何 的 朋 
度 来 理解 力学 问题 ， 

2. 流 形 间 的 可 微 映射 。 设 有 两 个 微分 流 形 M 和 NN， 其 维 数 各 


f;M—N CA.1.8) 


XR PCM Woo PEN., EMWRNRBJE& PAIO 的 区 图 (qp， 


U)3H (0, V), T 
dofopt (4.1.9) 


EL(Unr (OV) cR" HR DDAR. 令 e(U) 与 (ow 


BURARERASEDEO x — (n. cc ns) Y m Os 2, RU 
(A.1.9) 可 以 简单 好 记 为 

y-]fx) 或 y fts tm) (A.1.10) 

SEXLA.L2 GECALL10) 中 的 的 即 六 是 可 微 函 数 ， 由 称 

(A.1.9) 25 R[SEBR I: Gs eea a Æ PARNE RI Jacobian 矩阵 


gila a ELORD (ALB EPAR, 记 作 


rankfCP) H 了 与 六: ATIR RI f RARE a=, 
这 些 概念 都 是 与 学 标 系 的 选取 无 关 的 。 事实 上 ， 若 我 们 到了 
15 KP) 在 其 邻 域 中 的 另 一 个 属 部 坐标 p 与 du, 则 代替 (A.1.9) 将 


,有 
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Bof rpr! = (dno I )oCdefog ")o(prpi?) 
= (pues Deo(bofop o pep 7)", — (CA.T11) 
因 六 duode Es euo! TE DUM ILS PEL cfopr E pepp HE 
相应 的 点 上 将 同 为 可 徽 而 且 具 有 相 损 的 秩 ， 由 这 样 的 讨论 ， 我 们 
知道 定义 A.L2 AAKI (well-defined), 
E he aA HRE” R RRO H RONDE de Heb 
B. 
在 局 部 性 质 中 ,首先 可 以 从 秩 人 手 、 若 了 在 了 点 具有 最 大 秩 ， 
将 有 特别 重要 的 意 光 这 时 又 要 区 分 两 种 情况 : 
Hb. mm 一 dinM <n = dimN， 则 最 大 秩 只 可 能 是 mid 
m= dimM > a = dimN, 则 最 大 秩 只 可 能 是 z， 相 应 地 我 们 有 
3E X À.1.3 Æ rankf(P) 一 dmi «dimN, Wüyi FERPA 
是 一 个 内 漫 (Gimmersion); TX rankf(P) = dimN > dimM , Ulli f 
在 号 点 是 一 个 外 置 (submersion), 
kA- FABRI REE M =R", N =R 而 于 为 线性 变换 
的 情况 。 这 时 ,f 称 为 线性 内 漫 与 线性 外 四 ， 若 适 当选 定 灶 入 
中 的 坐标 , 了 将 可 以 表 为 岂 下 的 贞 隆 


esa (77) sto. = x;,leEism,.y,—0,.m-r:sm 

R (1,,0) ER; — x, E iR n, 
38 SE B Rc — ED P ER RE Fo BH i ja 0 ET £L EE FESSA 

线性 内 温和 线性 外 音 显 然 分 别 是 单 射 和 全 射 ， 而 任意 内 温和 
外 宣 就 一 次 近似 而 音 也 都 是 单 射 和 全 射 。 这 里 提 到 一 个 映射 的 一 
次 近似 ， 这 就 是 下 曾 将 要 讲 到 的 切 肌 射 ， 这 是 一 个 与 坐标 系 的 选 
择 无 关 的 概念 。 伍 在 自前 ,我 们 用 (A.1.1 中 来 表示 f Bf, TIE IX 
近 己 就 是 指 由 其 Jacobian 和 矩阵 表示 的 线性 变换 , 若 卫 点 的 坐标 为 
x. 我 们 将 用 了 xf 表示 这 个 Jacobian 4p, FARTA A, Tef 
即 切 映射 的 记号 . 

ATRE BERERE., MEMAN EAE PA CP) 
P ERAH ETER R” A R ME RAERD += (x， 
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2-PÀ oram 


sy tm) 和 和 y = (7, t5, Y, ju ERA (A.1.10) 的 理由 
也 就 在 此 ， 
定理 A.14 设 MN 是 PEM 附近 的 可 微 歇 射 ， 则 以 
下 命题 等 价 : 
D TJ AR. 
ü) 存在 KP)eN 附近 的 一 个 微分 同 胚 BINA N fir icf 在 
P HRERS RE, 
üi) 存在 KP) EN MERN H NM 为 了 之 
RRE BIE PIE gof = idu, 
YE. i) D). Wb k= hof CE PREE), TE E EAN 
和 可 以 表 为 ( 站] 即 可 看 到 ， 从 而 必 存在 天 的 “ 左 道 "> ,使 rok 一 
idy, Æ g — roh BHO un), 
i)i). EE AEDECHMÁEA ESAE Thog: T 一 J。 所 以 
T. RB. 
D iD, TA m (T). pmo PR ELEC SER, 
于 是 方 阵 
A 心 
(2) 


是 一 个 线性 同 构 ， 现 在 引信 一 个 "一 攻 维 向 量 * 并 为 简单 计 ， 记 
0 d 0 
reà eR m; z) emen 


Fz, 人 一 Ke) 十 
的 Jacobian 方 阵 。 由 隐 泌 数 剑 在 定理 ,在 (x, 0) 附近 是 微分 同 
BE m LTE r HRE 
x 
F^sG) = (7). 


4o UBERIUS (7 ) onn, A= aPN ARR, 


* SOE = 


HE A.1.3 E Ul rankf(P) 一 dimM 的 充分 必要 条 和 件 就 是 
T.F 为 单 射 ,所 以 我 们 也 就 将 符合 这 个 定理 的 三 个 等 价 条 忻 的 尾 何 
—"- BS EROS B4 ERO Puis, 

RTR GARUPA iC TURENETRE OG ES r8 Br 9 
PAJER — A Bo REPRE S ROG 9I, 

ER A.S dbj.M-NdEPcM WERS eig d UGF 
命题 等 价 : 

D TJ WEE. 

8) 在 Pe M 附近 存在 一 个 微分 同 且 ADM — M 使 foh 在 
KP) 附近 是 线性 外 置 . 

Hi) 在 APEN 附近 存在 一 个 可 徽 映射 e: N— M 使 得 在 
PD 附近 feg = idy, fH. gef(1») -= P, 

JE iü) — iii) 证 天 一 fo8 出 天 为 满 射 : R: M — NN; 从 而 存 
E RWA” :使 kos = idy, 4 g= hos WARR., 

iD 一 i) 由 复合 冰 数 的 微分 法 则 有 TI Tio — 1, MA 
T,f 是 满 射 。 

i)i. WATE, RDE MCR, NCR, Ti EA 
P 53f(P)3929 0. AA T.f 是 满 射 * 故 应 有 m n, )ükerT.f 一 
E, n ELEM d E SETIN] E 作 直 和 分 解 ， 于 是 每 一 个 向 量 
x€ M 可 以 唯一 地 分 解 为 

z= +t, (€ ECR”, € ECR”, (A.1.12) 
现在 作 一 个 C" BAN F: 
£ 
F (x) = FC PLI 
容易 淖 到 F 在 0 附近 是 微分 同 有 是 ,其 Jacobian RE 
(^ 0 ) daB 5 D, 
4 B 

Ait Fr AWHEA H FU. 

-ExRBS ÉCRITE RE (A.111) SE CT — £r TREE 

aE x E' — M, (1, ritr} 
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$2113 xE AAA 
BA — EXN (dB B00) :== F(0,0) = Foai), 
则 在 FC0,0) 附近 ,对 (1,Y) EEXN 有 有 
(5, poao F z, y)) = FoF 1, y) = (1, Y). 
于 是 foaeF (4,9) — y. 令 Ah =p hFa", ED 
(o Pph“ = joa F p 是 线性 外 章 ， 
从 而 下 适合 所 求 . 
Z ERIRE- M YLDEXPRHEISIME. mn f 在 M 之 各 
A ESI PES SEIS f 在 有 于 上 是 内 慢 与 外 日 . 
ATAI fH TQ 是 单 射 。 所 以 内 漫 局 部 地 是 单 射 . 
但 是 整体 说 来 ;再 在 内 淄 下 的 象 可 能 具有 复杂 的 构造 .举例 来 说 ;: 
人 0 RB, i (LR cos2rt, d 2 1 sin 21) 
~ 2 t / 
TEWI EE- TAR, B * 一 20 叶 ,将 无 限 地 旋转 趋 商 以 0 为 
心 。 $ IFARA. 
9062, f: R— R’, 
a (1cos (: — z), sin 2 (: — zip 


"LABES ID HE — PER, 而 RBS RE ES SERO 8 次 形 曲线 ， 但 
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是 例如 取 gO) =x t aragi, BUD MA 一 十 oo Hj, gO 2x, 
£800 EP gG) — 0 UE REUS FE C B3 f, fe 

jg; R—R, 
则 R Z5 E 88233 8 OE dE ER, 但 却 不 蚌 自 交 的 。 两 个 情况 的 图 
形 如 下 ， 


Seele- 


例 2 情况 1 pi2 情况 2 
图 i5 

这 些 情 况 告诉 我 们 , 若 了 为 内 浸 , 则 在 骆 体 上 它 不 一 定 是 单 射 
《如 例 2 4801), BU A- FE SEM 53 ICM) CEU N ZEB e 
F-E., 当 f 是 单 射 时 ， 我 们 可 以 通过 f 把 MM 的 C" 构造 
移 到 入 M》 上 去 ,而 使 之 成 为 一 个 微分 流 形 ,但 害 它 的 拓扑 与 N 对 
fM) 所 赋 的 相对 拓扑 一 般 共 不 相同 ，  IOMO 称 为 N 的 内 漫 子 流 
JE. WERA IM) 具有 更 好 的 性 质 , 则 需要 以 下 的 

X AJ 若 内 漫 fiM 一 N 在 整体 上 是 一 个 单 射 , 乔 且 当 
RR (OM)CN 以 NN 的 相对 拓扑 时 ，f 是 一 个 辣 凸 ， 则 称 64€ A 
fimbedding), Tu K M) *r20 NARREA THOE. 

RAMAR E HERRARNA EZ B EX e US TR 
HERB. HTAR PVBEEBR LEE M DE — HR TREE ER 
A.CATGUCE— EC. XXE ESSE PIRE f 为 
单身 而 且 是 适当 的 ( 即 紧 人 乐 的 原 象 仍 为 紧 集 )， 淡 于 这 一 类 问题 请 
读者 参看 关 十 化 分 流 形 的 专 获 ， 

男 外 还 有 一 业 很 重要 的 有 映射 称 汐 履 盖 映射 (covering mapping), 

XX AI ik f:M ->N 莽 可 微 映射 , 4 为 连通 的 ,而 且 每 
A Q € N BAT SOT Ph V , (819 f£ (VO 是 若干 个 分 离 的 
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开 集 之 并 ,而 用 了 是 每 一 个 这 样 的 开 集 到 7 AREE.) f Sj 
HRR., M 称 为 黎 羡 流 形 . 

TRE SEE SECOS ERE CR EH, 

T im ER — PERIERE NS TTE M 26 HEROS HU. XXE 
f MROS NJA RH (universal covering), nIDLIUEBM C" 流 形 
NETA TE SERRE MATHE —4- VR IBIBEDA AUR DERE 
是 唯一 的 . . 

3. 子 流 形 ， 前 面 我 们 已 经 几 次 而 到 了 子 流 形 的 概念 ， 例 如 内 
TREBATE. MEAE RA pe. AITA 
形 (MCN 不 论 是 内 唐 的 还 是 蔡 人 的 ， 都 有 共同 的 特点 ， BI 
KM) 总 是 六 的 子 集 而 且 具 有 C 构造 与 拓扑 ， 对 于 内 证 子 流 形 
N = JM ),RK C" Eis E TUB ROB 了 从 时 上 “ 搬 过 来 ”的 : N 
LBJTEBSUMZIJRSRUIS 作品),N' 上 的 区 图 地 六 上 的 区 图 Co, 
U) 5i 复合 "而 得 tpe 门 ,KU))( 社 意 这 时 了 是 单身 因而 六 有 
意义 )。 对 于 构 入 于 流 形 , 则 FCCN',N' 一 基 对 ) 为 开 当 且 仅 当 存 在 
NN 中 的 一 个 开 代 形 ,使 PF 一 WANN .由 了 的 连续 性 ,TV 在 M 中 的 总 
$ 052831 8& U, fg V — fCUD RI ft fg EET DC RU TERR, Fe UN" 
的 开 集 .。 GETAR F, M 上述 可 能 有 涉 是 WON 形状 的 
开 集 ， 因 此 内 漫 子 流 形 移 拓扑 一 朋 地 应 该 p DU (fiae than) W 
信子 流 形 的 拓扑 ， 我 们 在 微分 流 形 的 例子 中 还 君 到 R 的 子 流 形 
的 说 法 , 意 指 由 OR" 中 有 限 多 个 方程 所 定义 的 子 集 ， 事 实 上 , 一 切 
嵌 人 子 该 形 本 质 上 都 是 它 ， 因 此 ， 在 下 面 凡 讲 到 子 访 形 都 是 指 络 
ATHENE. 

我 们 仍然 先 从 再" 的 子 流 形 开 始 . 

EXALS 设 MCR', Xj — 9] x € M 询 可 找到 其 在 Rz 中 
837T 45k U DLE —-T- f AY fl o, 使 oW D M) 为 R^ fd m 
维 线 性 子 空间 上 的 开 集 , 则 称 邓 是 R H3 m ET WE. 

从 这 个 定 尽 可知: BARY HMR ERAR, A, 
XX E B T- VUE RE BR PUT OE. 

SOLLTE JE pibe dE. RP pDA x 一 《ms 
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AE Mil eOnF P M) 在 线性 子 空间 Yap 一 …… 一 加 一 0 上 ， 
这 里 》 — (n, 9,2. XJ& B" BS AERAR TEA 
9 ud 


Yi = pui, tt, 042, £0 1,2, ttt m, 
从 而 瑟 局 部 地 表示 为 
Pma) 一 0 oux) — 0, 

而 且 4e — mtl, an) RETK. 这样 就 知道 前 面 例 2， 
3. LL OCIO UCD 以 及 Stiefel 流 形 ，Grassmant 访 形 都 是 这 种 
TUE. R 的 开 子 流 形 例如 GL(R,s) 也 是 这 样 , 不 过 其 维 数 与 
包含 它 的 空间 R* -BAX r RT. 

活 于 用 一 个 方程 组 来 定义 子 流 形 的 作法 述 可 以 了 略为 推广 ; 设 
有 可 微 映 射 1:R" — R, REAR T = {ER x R 是 
R” x R' f'jm SE-F-Z3]H]. ix RRR EE e3bk(r,.»)1— 
(x,9 一 Jw)), ri t T ROS mE R” x (0) = R^ x RE", 
AEAEE MES R" TRESS SOR DG 
对 上 述 定义 中 的 下 可 以 将 BR" 分 解 沟 BR” = R” x R ”而 存在 一 
ARR A f: R” 一 R (WM TBJES.WuME R' amm 
维 子 流 形 。 

类 似 的 很 有 用 的 判别 法 还 有 外 齐 的 济 别 法 R" MOM 
是 一 个 微分 流 形 ) 在 让 《xw) 之 每 一 点 处 均 为 外 宇 , 而 且 了 rf 之 秩 为 
# 一 m, WG 是 Rr 的; 维 子 流 形 ， 它 显然 是 R' TR, 
所 以 称 为 亲子 流 形 。 内 温 的 判别 法 : 若 M 是 一 个 微分 流 形 , 
M 一 R* 是 一 个 内 漫 而 且 是 适当 的 单 射 ， 则 扩 M) 是 R* 的 子 流 
E. 这 些 结论 我 们 均 不 证 明了 . 

其 次 看 一 般 的 n HETILUT EDU NISHTUEM pe X. 

定义 入 ,1.9 设 入 为 一 个 维 微分 流 形 , MON, Im BE 
Pe M 均 相 应 有 NN 的 一 个 区 图 Co, U) 使 pg(M (YU) J& R gmnt 
FHE , Duis M 29 N B) m HET HUE. 

XE3- DL. 我 们 可 以 在 六 中 选择 一 个 Pe M CN WTR 
标 r = Cristy tn), fS 


* 506 » 


oM AUY = {rE U, xpp mcr n, 0) 
TEH PIRRE M 让 世上 可 得 好 的 一 个 区 图， 从 而 可 以 得 到 区 的 
一 个 图 册 使 妇 成 为 一 个 微分 流 形 ， 而 且 这 样 得 出 好 的 一 个 拓扑 也 
正 是 NN 的 相对 拓扑 .向 此 可 知 。 这 样 定 义 的 子 流 形 正 是 由 包含 上 映 
HATER RA THE. 

ELERT T EWART REMERA TRAE, SOC EN 
TOACPHUCCUESREUL EXE XOU OSOÉ. MA, DARÁ pe — x 
再 加 以 芝 别 ,而 只 对 内 温 子 流 形 加 以 标注 ， 

上 面 我 们 还 看 到 ， 以 前 我 们 给 出 的 惩 分 流 形 都 是 某 个 Euclid 
空 词 的 于 流 形 。 这 并 不 是 偶然 的 ,因为 我 们 有 这 下 著名 的 ， 

Whitney 定理 任 一 + 维 微 分 流 形 均 可 嵌入 在 维 数 志 2m 
+1 的 Eudid 空间 中 而 为 其 闭 子 流 形 ， 

定理 的 证 明 可 以 参看 微分 拓扑 学 的 专 书 . 

4. 微分 流 形 的 定向 ， 先 解释 什么 是 线性 罕 间 EHER, Æ 
Cers ttt Eads Gis tta fn) 是 王 的 两 组 基底 ， 于 基 必 存在 矩阵 
A = (ay) 使 


Lad 
h= > dj. 


i=] 


如 果 det4 — 0, WI Cei, ose) 55 fatt S B0 FEST. XXE 
X E [935 nz 25 B3 1-28 Ur 25 LIOS EKRANE X BL XE EU Z2 RE 
记 作 ocrE。 如 果 在 互 中 规定 只 用 其 -- 个 定向 的 基底 ， 则 得 到 一 个 
定向 空间 ,我 们 不 妨 任 意 规定 茶 个 定向 为 正 向 ,而 髓 有 它 的 E 记 
作 E*; 于 是 另 一 个 就 称 为 负 向 而 且 相 应 的 也 有 E. Piin R 4944 
标 系 分 成 的 商 个 等 价 奖 即 右手 系 与 左手 系 ， 而 我 们 习惯 地 将 具有 
有 手 誉 标 系 的 R 称 为 是 有 正 向 的 : R+, 

利用 这 个 概念 凤 可 考虑 微分 流 形 的 定向 ， 首先 作 局 部 的 考 
EB. 若 Pe 村 ， 一切 包 合 P 的 区 图 (o, U) 53 (9, V) 之 间 必 有 一 
^ R" R BS$R AM BIER eod. 如 果 在 UNV 上 其 Jacobian fy 
列 式 之 0， 就 认为 这 了 两 个 誉 标 系 等 价 。 这 样 也 可 以 将 了 点 的 各 个 
坐标 系 分 为 琴 个 等 价 类 , 记 这 两 个 等 价 类 之 集 为 orpd 。 这 个 概念 
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Rm. 若 有 两 点 PP， 中 6 M 以 及 相应 的 区 图 (Ce U) *a(o, 
V, IH Po ASHEA UOV Æ p RHEA G AEH tE 
WEG egmEEÉeETB—TIUPES. 但 是 对 M 上 的 一 其 点 ， 
或 者 说 ， 对 于 对 的 一 -个 图 肌 ， 则 不 ~-- 定 可 能 将 一 切 局 部 坐标 系 分 
类 ， 因 此 ,我 们 给 证 ! 

5E XL ALLI E CH M PR Ge UD). flos Hn ERI 
RE Ce, U) 与 (8 V), UNOY o $6 M, oes 4EUDV 中 的 
Jacobian {FFIR > 0, MRA s US di TM — T 2EI, rfüM RO 
TERME. 

A UIXEGRHRUC IUE SE ARB THARE Mobius dí, 

TRACT TUA BRE A FREU SE IRIURE. SR URP CM 
都 有 一 个 邻 域 己 ,使 在 其 上 媒 可 定向 ,于 是 区 可 以 通过 局 部 坐标 之 
3i e mAT R^ 的 一 个 开 集 而 且 使 UV 中 的 定向 与 BR" 的 定 商 相 
应， 这 种 连同 定向 的 同 肪 车 记 为 org 一 {p,p} WE R 到 UU 
的 投影 映射 x, 适合 rog sid, Ke r E EARS, mH 
RAUNEN. I EXSE— TBIWIE3,. SeXEIUEE X. 
MATERNA 4p EAR PEE HE IBRHIX)RU*— M .在 这 时 ,我 
们 也 时 常 记 之 为 M x [十 一 M. 


$2. WA . 余 切 从 与 一 般 的 向 量 从 


1.5229. A E— fme, SODEERAJÉRQBD Euclid 空间 ， 
则 其 一 次 近 亿 《 亦 即 线性 近似 》 是 一 个 Eudid 空间 ， 特 别 当 我 们 
应 用 Whimecy 定理 将 流 形 钳 人 人 RPH 中 以 后 ,就 更 容易 把 流 形 看 
作曲 面 的 推广 ， 而 其 一 次 近 亿 就 是 切 平面 。 但 是 微分 洛 形 不 一 定 
XA n" Ceres RI) 来 考 虞 ,这 样 , 钱 平 硬 的 概念 就 要 用 其 
它 的 方法 来 推广 ， 这 里 我 们 仍然 从 力学 概念 出 发 ， 

一 个 力学 系 的 运动 可 流 看 成 由 及 (时 间 轴 ) 或 者 其 一 个 区 间 
了 到 构 形 空间 路 的 一 个 映射 现在， 上 申 线 的 概念 也 定义 成 如 上 的 
上 映射。 而 不 是 瞎 射 的 象 。 这 是 因 为 把 册 线 定义 为 也 射 可 以 知道 对 
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K--EARG AS Cot (c TR URS ug 20) 的 对 应 点 的 位 置 
《 世 就 是 力学 系 的 位 置 )。 因 此 这 种 定 愉 可 以 提供 更 多 的 信息 . 

有 了 运动 的 参数 表示 就 可 定义 速度 向量 ; USA ARE RR 
向 量 , 但 叉 不 只 是 切 和 商量 。 本 为 存 通 常 的 高 等 数学 教程 中 ,切身 量 
只 标志 曲线 的 方向 MERR KLAR". mE T EUIS EESIEELE 
数 1 并 未 给 出 新 的 内 容 。 现 在 ， 速度 则 不 但 有 方向 而 且 有 大 小 : 
HERL ACE ic 0) 表示 同方 向 的 大 小 增 到 1 倍 的 速度 。， 只 有 
这 样 ,速度 向 量 之 集 才 有 了 线性 空间 的 构造 . 

现在 进入 具体 的 讨论 ， 设 有 PF EMH 以 及 在 :二 0 时 经 过 P 的 
曲线 


C:1—>M, 0€1, C(0) — Pc M. (A.2.1) 
取 包 含 P 的 区 图 (8,0U)， 则 qoC:l--R" ER" 中 的 曲线 。 若 
上 中 的 局 部 坐 杯 是 x = (n. sso nu). DII 

qoCir, = rt)s £99 1, 2, «m, 
而 县 三 之 坐标 为 x(0) = (C05, "ttg x40»). 若 xr) € C"(I) 
就 说 曲线 C 是 光 洪 曲线 。 当 然 这 个 定义 是 与 区 图 的 选择 无 关 的 . 
RITET PORAT = 0) 的 曲线 族 中 引信 “ 相 切 ”的 关系 ,并 且 
注意 到 它 是 一 种 等 价 关系 。 我 们 说 两 个 过 P(+ = 0 了 时) 的 曲线 人， 
它 在 P 点 相 切 ,如 果 它 们 在 同一 坐标 系 中 的 表示 * — «(00 与 + 一 
IO EA 


KORE OEO PEE s N 
RIRES, m5 Rb MESA ERBUGEEHLA. Axt 
B5 3E fr hA EE 89 Hf 2 TUA 5S 20 

ale) = x(0) + e, ac R”, (A.2.2) 
这 是 因为 上 述 等 价 关 系 即 x00. 2) 4E 2 — 0 处 的 Taylor. 展开 式 
之 到 + 为 正 的 一 节 【〈 称 为 *( 的 1 一 je 相同， 因此 一 个 等 价 类 
对 应 于 一 个 ct R”, 反之 ,给 定 ee R”, 通过 (A.2.2) 作 一 曲线 又 
可 以 得 到 一 个 等 价 类 。 国 此 有 一 个 单 全 射 

(34128) — R”, x) — a, (A.2.3) 
如 果 通 过 上 式 将 R" 中 的 线性 运算 引入 式 天 的 等 价 类 中 , 则 {过 PP 
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ZARR D NEUE T SEHR PESE [8 Vac EROR m HE SCA, VE S 
El. FERTH 

EX A.21 piu PIRA rex ME P ARH e 
A, CRRA m HERR EEZS BIER 20M TE P 9 Eg Zs[ul, ETM, 
XERECA.2.3) p o SOS VIL EE TE S bs f € RRR, 

切 空 间 的 定义 是 与 坐标 的 选取 无 美的， 但 共 具 体 的 表示 由 有 
变化 . 车 有 售 P 的 另 一 个 区 图 (6, V), HAY 表示 其 中 的 坐标 。 
RTEA- -Aia ERE 

pop yy»), 


TS cox 

$C: y= y(x(2) = XD. 
上 面 已 经 说 过 等 价 类 的 关系 不 会 改变 ,因而 在 (09 C) 中 也 有 唯一 
的 一 个 表 为 

y= y0) + gp, ge Rn, 
它 当 然 不 是 x= (0) a E dop FRR, 但 由 Taylor 公式 
很 容易 算出 


g = (7PE i "s Be) -($ a$ &j— E 
现在 我 们 作 一 阶 微分 算 子 


Lo— a 2 = >) 6D (A.2.5) 


很 容易 堵 出 , 正 是 由于 有 《A.2.4),Le A8 (4.2.5) 中 的 两 个 不 同 
的 表达 式 . 所 以 用 Le 来 表示 切 向 量 {C 之 等 价 类 } 具 有 明显 的 优 
点 ; 便于 算出 它 在 不 同 各 标 系 下 的 表达 式 ， 因 此 我 们 又 有 

定义 AO 一 阶 微分 算 子 Lc (4.2.5.) 称 为 村 在 P 点 的 切 


向 量 , 它 显然 地 具有 维 线性 空间 构造 ,如 一 [0.,...,- ] 


i=l, … (A.2.4) 


MM 


UB] TM JRRIT OSBERGR P HR. 
Lc BRIE E P gt C 方向 的 方向 导数 ， 
2. JR S4, EREA DUE Dad A [2M — N 在 切 
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空间 上 诱导 出 的 映射 ， 令 PE M, KP)€ N, 并 分 别 取 其 区 图 《ep， 
U), Có, V), MEIRU S V rig mii abb e x 一 《sx am) 与 
y—Os c, P EfC) BS O. TM 中 一 个 元 即 
xtPRU—dRHECISHE. RIA 

f€: 1 MN 
是 N 中 过 IO 的 曲线 ， Co C, eC 与 # 人 的 局 部 表示 各 为 
»CO 553€. AU 


y) — 300 = ole), 
因此 TAM ZERRA Tree 中 的 元 。 这 样 我 们 定义 了 切 空间 
T,M AZE 了 yxpN 的 上 映射, 称 为 了 在 P 点 的 团 映 射 , 记 作 Tof. 
现在 证 明 Tof ERER. E, 我 们 使 用 上 述 的 局 部 坐标 系 而 
将 于 写 为 ?一 ?fxz)， 于 是 * m x(0) 十 oc 被 映 为 
OO P = Yis Sra Xm) 
= yin(0) H- mr, o xD He aur) 


= 50) + P (ZH) us e old), iSl n 
1=1 Ox; n 


所 以 在 foC 的 等 价 类 中 相当 于 (<a.2.22》 的 曲线 是 
y = (0) + ft, 
s= Eus i n 
因此 ,; 切 映射 T. 在 局 部 坐标 x. Y 下 的 表示 就 是 由 Jaccbian PE 
所 表示 的 线性 上限 射 。 上 上 一 节 中 我 们 就 是 利 月 Tf 的 局 部 表示 来 定 
XAR. S ES deb dE d dr. 
3. 余 切 空间 . MEET M POS Bn RANEA TIME 
苑 称 为 余 切 向 量 ， 先 问 余 切 空 间 应 如 何人 生成 . 设 有 一 个 计数 fe 
C™(M)《 亦 即 在 M 之 某 个 图 肌 之 各 局 静坐 标 系 ， 从 而 在 MM 的 微分 
构造 的 一 切 举 标 系 下 均 汶 Cc” 的 消 数 空间 》)， 则 对 任 一 上 c( 见 
《A.2.5)) PE. (Lo). Le (Lef)(P》 显然 是 线性 的 , 所 
VA FER TM 的 一 个 线性 防 数 即 TEM 之 元 。 但 是 不 同 的 函数 
可 以 生成 TIM 的 相册 元。 事实 上 ， 只 要 /与 ?适合 dP = 


CEET S ， 


PPJ MAA (Lg) -= (LDO) RZ, $ 4KP) v ao», 
W— ETAR] Let CLP) Ld. 例如 设 在 x* 一 


Cais cr tm) i ĈE. (P) » S. p) 从 而 4D) ay), Rod 


Le = 2 TRA (LD X (LYP).。 国 此 著 记 等 价 关 系 


df(P) = aj(P) 28 ~, Hj C7/— 之 元 串 视 为 TEM 之 元 ， 但 显然 
Cj 之 元 存 P 点 之 信 SERER TIM 之 元 无 关 , 所 以 ,我 们 
不 妨 将 C” 易 为 gp = {fE CU.f(P) 一 上， 而 je! ~ 即 基 中 之 元 
在 P 点 的 1 一 iet 《同一 等 价 业 中 之 各 个 元 的 1 一 jet 相同 )。 总结 
AERA TA jp/ ~ 之 元 的 1 一 jet 均 为 了 TM 之 元 ， 

在 局 部 坐标 x 一 《xi ago 下 ,这 种 1 一 is 可 以 写成 1 阶 


微分 形式 > adx,, a, 为 常数， 从 这 里 奢 开 ,这 种 1 jet zn HR 


为 一 个 mm 维 线性 空间 而 与 TRM 维 数 相同 。 因 此 我 们 有 mr/ ~ = 
TM. FQ UB SEE * 坐标 系 下 ,其 基底 为 (dw，…… dtn). 对 


于 (A.2.5) 中 的 Le, 因为 i 即 > ada; 所 代表 的 元 fe pp ZA 
导数 2r - Œ) 之 值 ， 所 以 


Le (È nads) = > Eiti 
从 而 


即 (so …， dem) RE Cs) 之 对 偶 基 底 ， 总 结 起 来 ， 
我 们 有 
定理 A.2.2 TEM = pr/ ~, 其 元 即 一 阶 微分 形式 ， 在 * 学 


LN TLM 中 与 (2 t Ux ) 对 侦 的 基底 是 《ti den). 


MERE Emi DORUUJAPERRUSE4U. WARAS, 
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即 其 在 pp/ ~ 中 的 一 个 代表 元 FLUCTU Les 00 EUR 
之 和信 CLP) 是 与 坐标 无 关 的 . 车 有 两 个 坐标 系 * 与 使 在 


其 下 的 表示 为 CA.2.5) 所 示 , 余 切 向 量 则 相应 为 > ajdt; 与 > 
bd am DE- (P), b, - $0. 我 们 显然 有 


-> (5L) e (25) o = > pi (BZ) CP), (19 
因此 在 y SERERE RUE (A24) 有 
(Ld) = 2 58; 


[] 


-EeGPGY) 


i 了 二 了 


BI CLAMP) 在 x SERE. 
因此 。 祭 切 向 量 的 坐标 变换 疯 则 是 (A.2.5)， 但 这 正 可 以 由 
dy; = D) (DH) Gas, 这 个 在 数学 分 析 中 习 用 的 公式 得 出 ,这 也 


=1 


就 是 用 微分 形式 表示 余 切 向 量 的 合理 性 所 在 . 
现 夺 讨论 在 可 微 孔 射 fM 一 N TRUE e. AH 
性 代数 中 对 偶 上 映射 的 福 念 , 余 切身 量 应 该 由 切 肌 射 了 pf (以 下 记 作 
T.) BREL EHE f^ 来 变化 。 其 定义 征 : 车 记 * 为 TheN 中 之 元 ， 
£25 TM PZE EEUU fa 下 : 它 变 为 fabo W] Qe, fu 8) 应 该 可 
以 看 作 5 ZARAR ,这 个 函数 由 “来 决定 ,下 可 记 作 fv: 
(f*v, E) — (v, fat). (A.2.7) 
由 它 可 见 六 是 线性 上 映射。 EEEE BU de f* 88" oq" is f 
B: P'ThSN— T M, fifa 则 相同 : ja:TrM —> Tir N. 不 但 
ine s URANA fiM 一 入,g:N 一 工 , 则 相应 的 (go 
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te 


E go? 分 别 适 合 
(of). — gafas 
(gof)* — f*og*, 
其 备 个 因子 的 次 序 或 保持 或 反 转 。 类 似 于 此 的 性 质 称 20 "PÉECTUC 
(functorial) BEER. ft ESHE] 《pull-back》，jx 称 为 推 前 《push- 
forward)。， 切 向 量变 化 的 方 请 与 流 形 喘 射 方 向 相同 , 余 切 向 量 则 相 
友 ,所 以 分 别称 为 具有 协 变 (covariant) 5A (contravariant) 性 
质 . 微分 流 形 土 的 几何 对 象 是 具有 人 协 变 或 逆 变 性 质 是 一 个 重要 问 
Ka. 
4. r9 EU. MAARA. — ^ EC RE RIED RI CARD 
空间 ) 昌 然 都 是 R”, 却 是 不 同 的 空间 ， 但 我 们 可 以 问 ,车 把 各 点 的 
切 空间 合并 起 来 TM = J TeM dà "PROS BT) 


RZE M xR”? TM 称 为 好 的 团 人 从， 同样 , 余 切 从 TM = 
U TIM 是 否 可 以 玫 为 乘积 空间 M x R'*o 在 这 里 我 们 将 要 讨 


FEH . 
iE TM 和 T*M 的 一 种 重要 的 构造 , 即 从 构造 。 

局 部 地 , 切 处 和 余 切 从 都 是 匀 积 空间 。 例如 设 pU) 是 对 的 
一 个 区 图 , 其 中 好 有 局 部 举 标 x 一 (n. tts Sa) TERU HE 


maupmg-39.-2( 9.,....,9- 
点 ， 切 空间 都 可 以 用 -9- = (2... 0) oo, miti 


(4.2.8) 


(A.2.5) 表 为 > a. 于 是 在 UTM = TuM 上 可 以 用 (x， 
i=1 H PEU 
eee, Emi s co, 04) 为 局 部 坐标 。 因此 TpM =U x R", dB 
整体 地 看 TM 并 不 是 乘积 空间 .。 因为 若 有 另 -一 个 区 图 (b. V), 
UNV 关中 ,其 中 到 有 局 部 坐标 y, 则 TrM = U TM ERR 
PEF 
空间 V X R” ,其 局 部 坐标 为 (OPERETE P Bis Zr 而 有 
y = pop) B = > (Sz (P)a;, 
它 也 可 以 记 作 
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,By 
= » = dæ, A =|=]. A,2.9 
y y. g a (25), ( ) 


这 样 我 们 得 到 TM HAAI AKARA du To M HRR 
相应 的 坐标 系 (r,a). 所 以 我 们 只 能 说 TM 有 一 个 微分 流 形 构 
造 ， 恒 是 它 有 一 个 特 丈 的 图 册 如 上 上， 其 最 重要 的 特点 是 ， 它 的 局 
部 坐标 是 由 M 的 局 部 坐标 诱导 而 得 ,而 且 有 特殊 的 变换 规律 如 
(A.2.7), 在 这 种 构造 中 ， 于 称 为 其 底 空间 ，7TzrM 称 为 了 点 的 纤 
维 , 它 们 都 辐 构 于 R" 一 一 称 为 纤维 型 而 其 纤维 中 的 举 标 变换 是 
线性 变换 ,其 矩阵 是 一 个 郴 数 矩阵 ,在 我 们 的 情况 下 , 即 
y = yG) [= (doo) 

在 三 点 的 Jacobian pE, 这 种 托 阵 称 为 迁移 年 阵 (transition. ma- 
trix), 


同样 ,对 于 余 切 从 2*M ,也 可 以 作 其 区 图 TEM = |] T*M, 


其 让 各 点 的 余 避 空间 TIM BA dx 为 基底 。 它 的 纤维 型 是 R™* 
《其 实 也 就 可 以 说 是 Rr A R” m Re?%#)。 只 不 过 现在 纤维 坐标 
的 变换 规律 是 如 〔4&.2.6) 所 示 的 
hra 
g, 一 5 (22) (P)b;, 


j-1 5 
亦 即 5 = "Aa BRELEROIERRABRERE CC. 正 是 由 这 个 原因 ,我 
AT upidd£ 4m R"t. 
定义 A.2.3. WEM Aita, E29— RTPZSIBI P:E — M 
RE— ^M EESRBU RH, VU ELM IHE — EUCSPS — AAR U hA FERRI 
P:P”) ->U X BY， 旧 以 下 的 图 式 为 可 挽 的 : 


pU) -= U x R“ 
P 7T, 


U 


mi(r.9)l—*. 若 一 点 x*E VNV， MART YAAR, Wu 
V.oDS:R'—R" 是 线性 同 构 , 量 
UNF — GLB,n), x H> Pop (A.2.10) 
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是 连续 的 , 则 CE, M , pO) GRE SL B Ro EEM 由 的 一 个 向 量 从 
E Wo 4E ZR, MERAZZI, PROCU TERES Lp 71 (6) ec x X RP 
称 为 x € 好 的 纤维 ,RY 称 为 纤维 型 ,和 sogzr: 称 为 迁移 矩阵 ， 

及 上 都 旦 在 C? 范畴 中 提出 航 , 在 C” 范 上 畴 二 则 设 对 为 微分 流 
形 , 吕 为 微分 同上 肚 ， 迁 移 短 阵 也 设 为 C” 的 , 则 得 到 微分 流 形 上 的 
C" REM. 

前 面 我 们 提 到 , 向 量 共 一 般 不 是 乘积 密 间 , GE EAEG 
DARF M x RY， 就 说 它 是 平凡 的 Qrivializ:d)， 向 量 从 一 定 
是 饥 部 平凡 的 ;但 整体 地 则 不 一 定 。 特 别 是 ,个 微分 流 形 娄 的 切 


"o. a è >+ 


F (E Minn) M (En Mod REV CCT) FUR FE 一 

E., f: M; — M ;是 两 个 连续 (C”) 583 m EIE FEAR 

E,—. E, 

nn| le 

M,- M, 
nS, MIF 称 汶 从 映射 。 它 的 特点 是 F 是 保持 纤维 的 Cfibre- 
preserving): dE x€ ai 的 纤维 是 pp = Ey 一 KOJ EMW 
纤维 是 r O), IEF Ep E) 上 的 限制 是 Fes 则 Fr:p7 (x) 一 
PO). H F, REER, U FEARS. 

向 量 从 不 得 具有 微分 流 形 构造 ， 而 且 其 每 个 纤维 又 都 具有 线 
性 空间 构造 。 这 样 ,在 每 个 纤维 上 ,我 们 都 可 以 进行 线性 代数 中 的 
种 种 运算 如 作 子 空间 、 商 空间 以 及 子 空间 的 直 和 等 等 而 得 册 新 的 
砚 量 从 。 以 下 我 们 将 提出 一 些 常 用 和约 便 子 以 说 明 向 量 从 概念 在 应 
用 上 的 灵活 性 ， 

WNCMIEMIB—A T WDE, We TM “IRH EN E 
TN, 一 J T.M 仍 是 一 个 向 量 从 ， 其 迁移 矩阵 仍旧 。 但 同时 也 
WANE” € Num"musm T.N AEREA E JA TN, A 


AER EE TM 的 相应 纤维 的 子 空 间 。 所 以 TN 是 Ta 的 于 
AA. TE T.M i3 T,N 的 商 空间 T.M/T,N. WEGE E EAEE 
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NEIRE RETEA RONA, RA SUE RES 9 
NAESEEGEI IOPE TuN/TN. 如 果 再 看 时 的 余 切 从 了 * ,其 纤 
HE TM 蕉 对 偶 空 间 ， 因 此 可 雇 在 其 中 作出 了,N 的 老化 子 空 间 
(T,N)- = {Es E€ TIM, (Em? 一 0, «€ T:N}. 用 这 些 子 空间 
EHHE, 又 可 得 T*M 的 一 个 子 从 称 为 和 N 的 余 法 从 。 

以 上 我 们 部 没有 涉及 正 交 性 的 概念 ， 这 是 因为 我 们 在 每 一 个 
纤维 上 还 没有 引 人 Euclid 构造 。 如 果 在 每 一 点 *“《 MBS um 
T,M 中 均 引 人 一 个 Euclid 构造 ， 即 引信 一 个 正定 的 双 线 性 型 
(C) 使 得 对 任意 Eis m ETM, 


(E, 3): MR, 
rb (E ney 


都 是 C~ 了 映射 , 则 称 M 为 一 个 Riemann 流 形 。 应 用 局 部 平凡 化 , 设 
x 附近 各 点 的 切 空间 均 同 构 于 R" PREZE {et es] 
WTM 有 基底 eG. os es(*))， 在 这 个 局 部 学 标 系 下 上 述 
Edid 构造 将 通过 一 个 正 交 矩阵 8 一 (a0). r5 G0 = lal) 
mana 流 形 构造 。 在 有 了 Riemann 流 形 构造 以 后 ,对 尺 己 MM 的 法 从 
可 以 定义 如 下 : 对 ze NN, 作 TIN Æ TM 中 的 正 交 补 空间 

(TN) 一 (E; Br € TM, (Eog = 0, Vg € TN). 
以 (TN)+ 为 纤维 可 以 作 也 六 ER — ANTEA RR N OSA 
或 更 准确 些 称 为 N 的 几何 法 从 ,几何 法 从 与 代数 法 从 总 是 同 构 的 。 

以 上 我 们 都 只 是 给 出 了 一 个 底 空间 以 及 纤维 ， 然 后 立即 断言 
可 以 作出 向 量 从 来 。 这 一 些 当然 都 是 应 当 严 格 证 明 的 ,这 里 从 略 ， 
有 兴趣 的 读者 可 以 参考 有 关 的 专著 ， 

5. 纤维 化 ， 向 量 从 概念 的 引 人 使 得 我 们 可 以 在 微分 流 形 的 可 
微 映 射 中 划分 出 一 个 重要 的 子 类 : | 

XX A.LA 设 有 微分 流 形 间 的 可 徽 映 射 fM -> N， 使 对 一 
团 ye N. F, =P OCM 均 为 非 空子 流 形 , 而 且 > AWRY, 以 
及 一 个 微分 同 胚 if (^) -> yy X. F, 使 以 下 图 式 为 可 换 ， 
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FV) v, x Fy 
AP 
Vy r: (P, §) >P 
则 f SM EHE. 

MRA F, y € V) IST FIRST PET UE. F ,而 且 N 是 
连通 的 就 称 F 为 了 的 纤维 型 。 向 量 从 的 投影 紧身 显 全 空间 的 一 个 
stk (fibration), 

HEER, BER- EHA. TAER, E Aah 
UE A SIS ELRGE S R0 WE- EEE. 


$3. 微分 流 形 上 的 向 量 场 


1. 向量 场 的 Lie 代数 ， 设 MM 是 一 个 微分 流 形 ; x: TM 一 对 是 
HUARERE. EW TM 也 是 一 个 微分 流 形 ,所 以 可 以 谈 到 
由 MM 到 TM 的 可 微 肪 射 m:M — TM. 如果 有 nop:M — M 是 
TEE AI, WE? E TM WEA (section), —BEUUSM E BSIRTME 
A EBI—USGJBIZSRiMETCE) 我 们 有 

XX A1 TM 的 切口 称 为 M 上 的 向 量 场 ,TCYM ) 以 后 记 
fe Ax M). 

JURE M WI BEES QUIT FTT GAL x = Cris tt tsa) Dii 
容易 看 到 ,向 量 场 必 可 局 部 地 表示 为 uD mH. ate 
CM )。 所 以 向 量 场 X 是 一 个 C"* 系数 的 一 一 阶 篇 微分 算 F, M 
mA 

X:C"(M) — C"(MD, 
而 各 适合 
X(af T bg) = aX (f) + bX(g),a,be R.f, gE C"(M), 
XCfg) =f XCgh t g - XC). 
反之 可 以 证 明 凡 下 会 上 式 的 映射 X:C76M)— CUCOM D 在 任何 局 
部 上 坐标 系 中 必 可 囊 示 为 ”系数 的 一 阶 偏 短 分 算 了 于， 所 以 人 (4.3, 英 
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(4.3.1) 


i UIPEUE PUES BUSEUXE X. 

AM) 显然 具有 实 线性 空间 构造 (和 而且 还 是 一 个 CD)- 
module) ,但 是 更 为 重要 的 是 , 它 有 具有 Lie 代数 构造 ， 它 构成 一 个 伐 
R AHER X,Y E ar OM ) STE REGUEROTRUIUR SU fT ER 
B Poisson TESLDUZ T: 

LX, Y — XCY)) — YOXf), fe C*(M). CA.3.2) 
很 容易 验证 LX,Yle.47(M),. RHEA (A.3.1) 式 。[X 7] 
有 如 下 性 质 ; 
[aX + 8Y, Z] = a[X, Z] + blY, Z]， (4.3.3) 
[X, Y] = —[Y, X], (A.3.4) 
[X, [Y, Z]] + EY IZ, X1] + IZ, IX, Y]] — 0, (A.3.5) 
KK LAE (A.3.5) 称 为 Jacobi 恒等式 - A CM ) 中 既 可 定义 一 种 
积 , 则 它 已 成 了 一 个 代数 ,一 一 个 代数 荐 适合 (A. 3.3) 至 CA.3.5) 就 称 
为 一 个 Lie 代数 .所 以 97 (CM) 是 一 个 Vic 代数 . 
我 们 现在 左 一 个 局 部 坐标 系 x 二 (x1,……sx。) 中 去 表示 DX, 
Y]。 为 此 令 


x= Xa :让 


Exi 


- Sai. 
经 过 简单 的 计算 有 | 
[X,Y] = D>- Go) SUGD — Ble) 8900) D, 《A.3.6) 


Jal 


HERS, IAE p:M >N F mor HEIN 
EHHE psg, AEM KAE ae db ooN EB EE 
PX. HER JE C"(ND, fop = e*fe C>(M), 我们 有 (PeX) 

(QD = XGoo)oe ^, Ait 
1esX, o, Y fep = (oO Ce Y Jos 一 Ce Yp foe 


= (iX, YYMfeo) = pal X; Yep, 
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5H 
[o4 X, pY] 一 e.[X, Y], (A.3.7) 
Edu gu essi a0) 到 708) 的 一 个 同 态 ， 但 由 于 对 
8 一 好 也 可 作 这 样 的 讨论 , 历 以 这 实际 上 旦 一 个 同 构 . 
如 果 一 个 向 量 场 在 某 点 为 9, HERA 20 SERRE VIR IURE FE 


部 表示 DO G0 -D- 的 一 切 系数 ai(x) 均 在 此 点 为 0， 则 此 点 称 


为 向 量 场 的 奇 点 ， 奇 点 的 出 现 是 一 个 -分 普遍 的 现象 ,例如 ,我 们 
可 以 证 明 , 在 偶数 维 球面 S 上 不 存在 无 奇 点 的 光滑 向 量 场 。 但 在 
环 面 T 上 却 存 在 ， 因 此 , 奇 点 的 出 现 与 否 是 与 流 形 的 整 低 拓 补 性 
质 密切 相关 的 。 向 量 场 在 非 奇 点 ~ 一- 妈 正 规 点 附近 的 局 部 构造 是 
很 篇 单 的 , 医 为 我 们 有 

定理 AGO GEM 上 的 向 量 场 xX 在 Pe 履 处 不 为 0, 则 必 有 该 
点 附近 的 一 个 局 部 坐标 xm (xo …， xs) 使 在 此 点 附近 

8 


^ Bu 
证 。 任 到 了 附近 一 个 局 部 坐标 开 将 X 表 为 >) 50) a TS 
BERPA a) 关 0。 考 上 微分 方程 组 
CARON 
dY, aky) 
而 且 设 ?点 即 》 — 0, 于 是 在 初 值 条 件 %(0) 一 x 下 求解 以 上 方 
程 组 而 得 


E= 2, rty Hy 


y= oin, Has tts Zale 


于 是 作 变 量变 换 
bh aa- A Yi = pikis m. c7. Za) i= 2, s hy 
Wit p pai Hat n, 从 而 在 P 附 近 上 述 变换 是 微分 岗 


A.U (motum) pom" 在 * ERAT 


z 8 ~ NS dy; 0 8 
X= > dy — a(y) b, — = ay) 
i=l 7 8y; , zo dy, Oy, 8 
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X, L Ay z; £ — 2, LEE 
立即 有 
x= 
Ox, 


2. 向 量 场 的 轨道 、 流 与 单 参 数 变换 咯 . 设 Xe o (M), WISI 
性 一 点 x,€ M, Xlr) € T M 是 -个 切 向 量 , 因而 是 由 一 族 等 价 
的 (在 点 想 急 的) 曲线 组 成 的 。 如 果 有 一 条 曲线 ICR— M, 
在 其 每 一 点 上 ，X tr) 沟 为 曲线 在 该 点 所 决定 的 切 向 量 , 这 曲线 就 
称 为 XX 的 轨道 。 愉 力学 上 看 ,这 个 概念 是 很 自然 的 ，X 即 是 一 个 
速度 场 , ICR M 是 一 个 运动 , 即 果 这 个 运动 的 速度 就 是 半 , 它 
ERROR VRBE SERO B. 


如 果 在 一 个 局 部 坐标 系 中 , X) 一 as) x , 则 它 决定 
=t io ， 
一 个 微分 方程 组 


dz; == a;l), 1 1,2, MEM (A.3.8) 
di 


HARRERA RRR ANR > (0 € M FUR 
& 45 一 ia), à se 0 随 曲 线 上 各 点 而 异 ， 因 此 是 :的 函数 : 


+ AG) ,但 若 引 人 新 的 参数 = 使 4 一 4D), 则 有 Hu, iG). 


如 果 指 定 一 点 x,€ MM ， RR MAEA «(0) = xy, US SI 
《在 圭一 0 时 ?通过 该 点 的 轨道 . 
俯 肖 微分 方程 理论 知道 , 初 值 问题 
dx; 


uou zi(0) = xyi {A.3.9) 
有 唯一 解 * 二 x00 存在 于 一 个 区 间 I 中 ,这 区 间 的 大 相 视 aC) 
在 zw 附近 的 性 坊 而 定 ， 因 而 依赖 于 rodea -RIAK TERE 


Iz, = R, 这 是 一 个 很 重要 的 事实 ， Bi. fl ] 规 定 : 车 Tx =R 
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由 上述 轨道 称 为 一 个 流 ». mide eet us ARRA. 例如 当 
MURMER, 所 有 的 轨道 都 是 流 . 
方程 (六 .3.8) 右 方 不 垩 全 上。 这 在 徽 分 方程 巾 称 为 自治 系统 ， 
自治 系统 的 解 有 有 明显 的 群 性 质 :， Sb (A.3.9) 的 解 当 “上 一 工时 之 值 
HE EEX x = ex, EE Qux). ELS YEZJCA.3.9) 
之 初 值 又 得 解 zx 一 x(1,5), 并 令 f o EE x: 
n = plo, E) = plr, pr, xD, 
出 (4 .3.8) 的 航 尖 上 一 十 时 也 恰好 到 值 9。 这 当然 只 不 过 是 常 
微分 方程 解 的 唯一 性 定理 ,而 可 以 表 为 
pla, qr, x) = pfr + o, x). (A.3.10) 
zx 一 plr, ro) 34 c HORE BE RE BRE M c Mx IM v, 
zo). WIERA S A JU] CA.3.10) 可 写 为 
AA, == dius. (A.3.11) 
这 当然 需要 o. TRI v 十 oa EL. 内 才 戌 立 ， 伺 它 仍 然 是 一 个 群 
性质 ,因为 


A= id (x(0, r) = xy), 

ALA, = dod -= id, 
现在 词 每 一 个 4; (1 BEENA? 由 微分 方程 解 的 唯一 性 及 其 对 
初 值 的 可 微 性 很 容易 看 由 4,: M 一 M ea IMS S DIU xot x 
是 单 射 ( 解 的 唯一 性 ) 理 可知, 而且 m 一 pCt r) FED ro Ex 
可 徽 ,因此 我 们 区 有 

A= id, A = (A), (A.3.12) 
当然 CA.3. 12) 也 需要 z 与 HE e "hA pr. H CA.3.11) 


> > è à o €? è © y u > 


别 是 ， 若 对 一 切 me M, ly — R, SX MONDE AMA. 由 
(A.3.11) 和 (a.3.12),。 我们 知道 14) 成 为 一 个 作 章 参数 的 变换 
BENAR IG eit 

3. Lie 9%. -TURNERE C8 PET EFRA 
Ei EEA ERAR — Hi £g DE Ae EU E t n 
欧 任 一 曲线 一 一 在 该 点 之 导数 什 。 因此 设 有 xea M) m 
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x+ 一 xf 为 其 负 道 , 则 对 纤 …… 通 数 Fe CM), 
XG zan "= -2 (forle), 
dt 


EI 了 溢 轨 道 的 导数 ， 现 在 我 们 要 和 问 M 上 的 其 它 几 和 何 对 象 洗 轨 道上 
的 导数 应 如 何 定义 ? 首先 过 论 一 个 向 量 场 Ye (OM) di xc 
POE x 一 x0 的 导数 ， 当 然 , 我 们 希望 定义 它 为 了 在 轨道 上 两 点 
ft da, Stitt ZER r HN c — 0 时 的 和 极限. 但 是 这 是 不 行 
的 ， 因 为 ye 与 了 e+e PVT AR ISI US H], 因而 不 能 求 其 其 . 
我 们 的 方法 是 先 将 Cnt v) — a 处 的 了 拉 回 到 xlzo) 一 xo 外 再 
与 当地 的 Y 和 相 碱 。 但 是 对 于 Y 了 只 能 作 推 前 运算 ， 所 以 我 们 用 同 有 凸 
Piri r 之 道 的 推 前 oc 作为 拉 回 而 给 出 以 下 的 定义 : 

EX À.3.3 1E X € (M) 所 决定 的 微分 亲 脖 单 参数 局 部 
群 是 do ,我们 定义 了 EE d (M) di X€ eM) Tex RI) Lie & 
3A LxY 为 


LyY (x) 一 lm [o;4Y — Y 1(x) (A.3.13) 
显然 L.Ye XM). 
XT Lie 导数 有 以 下 的 基本 定理 
TH A.34 LyvY = [X,Y]. (A.3.14) 


证 ， 我 们 不 妨 取 xeM 附近 的 一 个 局 部 坐标 系 来 证 关上 式 ， 

然后 由 
Plx, Y] = lpas qY] 

即 知 上 式 寺 任何 局 部 坐标 系 均 成 立 。 A PAY EDU ERU: 

E x. HIE X 三 0, 则 相应 局 部 群 咸 为 

Vr€ lps xm Yo X p= id, 

ATEL CA.3.13), ExY Cx) — 0, DX, Y] — 9 是 自明 的 ， 因 此 
(A.3.14) iR ar. 

Ti Xn) s 0, NBE A.3.2, 不 妨 设 


o m 8 
X= 85 Y 一 2a 5G nen) EP 


这 时 相应 村 XE quiin; 下 ty Xay 15 t. Xa) 
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- z a 
pY 一 Dy birt fy ts ra) Ts 
fel Öri 


ATRA (A.3.13) 有 


~ Br E 
f= 1 xj 
而 由 定 尽 直 毛 计算 也 有 
[X,Y] = SEEN 
jai Ox, Ox; 


所 以 《4.3.14) 也 成 立 ， | 

E Xs) = 0, 但 在 x, 之 任 一 邻 域 中 恒 有 点 x 使 X(x) se 0. 
于 是 在 这 些 > 点 上 (CA.3.14) 成 立 ,而 对 任 一 函数 fe Ce(M ), 在 这 
eH 


(LxY) = IX, YM. 
1H ESOBUS BERE YEBEDENX, MAE x, 的 某 个 邻 域 中 , du x — 0 
处 上 式 也 成 立 。 由 f 之 任意 性 即 知 (A.3.14) 这 时 也 成 立 ， 

不 但 对 A CM) 之 元 可 以 定义 其 Lie 导数 ， 而 且 对 好 上 其 它 
儿 何 对 象 也 可 以 定义 其 Lie 导数 , 详 见 下 池 . 

4. Frobenius 定理 .对 于 一 个 Xe6E R (M) 必 可 找到 其 积分 
曲线 ,这 是 常 微 分 方程 的 基本 定理 ,积分 曲线 可 以 看 作 村 的 一 维 
子 流 形 。 现 在 提出 以 下 的 问题 ， 设 有 万 个 在 六 上 处 处 线性 无 关 的 
问 量 场 Xo Xu BERHREIM BS — A k HET- BUD NWN, 使 得 在 N E 
任 一 点 x, TN h Xi), X.) 张 成 ? 这 样 大 个 向 量 场 生 
成 一 个 C" 有 分 布 Lt, 车 入 存在 就 说 这 个 分 布 是 可 积 的, 而 NN 称 
为 其 积分 流 形 ， 为 了 解决 这 个 问题 ,我 们 回 到 定理 A.3.2。 车 能 
找到 一 个 局 部 坐标 系 使 

X, 2. e, X= a (A.3.15) 

y Lt 自然 是 可 积 的 ， 因 为 现在 N 就 是 x; eG RM, n, 
n), Gi 是 常数 。 当 (A&.3.15) 成 立时 ,有 | 

[X;, X;] — 0, (A.3.16) 
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REELLE, (CA.3.16) 是 Li SERRA OR (p, [B EIE OO EY 
Rf. (4.3.16) BRAE AH L* ZR Ix nj p Xi 决定 ,也 可 以 由 
k 

Y= 2 aA Ci = Íp t3 Å) 生成 ， 只 要 (aj) 是 非 奇 异 的 。 但 
Y; 不 一 - 定 适合 (A.3.16), 现存 我 们 要 证 明 以 下 的 基本 定理 ， 

定理 A.3.5 (Frobenius) Lt* 可 积 的 充分 必要 条 和 件 是 存在 
c? pEL X chix) G, js i= l], +, &, 使 

k 
EXX — 5 hX (A.3.17) 

证 。 必 要 性 。 若 L^ 可 积 而 且 有 积分 流 形 N, WX- 
Kre Z (84) 而 且 张 成 N 之 切 空间 ToNCxE N). 但 [X;, X;]€ 
RCN iioi SER x € NAMA X, X ERIS JATICA.3.17) 
成 立 。 

充分 性 。 我 们 现在 证 明 当 (A.3. 2) 成 立时 , 必 有 一 个 局 部 坐 


标 系 存在 ,使 L^ 可 以 由 -2 es -9. Auk. 这 一 点 可 区 对 到 


归纳 证 有 明 ， 
X k= 1 时 ,由 定理 A.3.2 这 一 点 自然 成 立 。 设 对 第 一 1 已 
证 明了 这 一 点 ,对 于 丰 , 由 定理 A32 ORBE X, 一 。 于 是 作 
k 
Xi = X; — (XxX; i=l, --, k— i. 
我 们 有 Xirt = 0G=1, 74 — D 以 及 Xg*=1, 而 Lt 出 
Xit tXika 生生 成， 经 过 计算 有 
[Xis X;] = auX ,(mod( X, tta Xi)». 
KAPAR x^ 上 立刻 有 az 9. 从 而 
k-i 
rel 


而 由 归纳 假设 ,一 定 有 一 个 局 部 坐标 系 使 X; = E G1, 


k= D Lise. Ps Xaj FTE (4.3.17)， 
1 最 一 上 


2 x, BE Lth, A fi 
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0 x 0 .0 

[E> xil 一 b;X,mod (s * Dy,- 小 
将 双方 作用 到 ** 上 ,因为 IL EX 的 线性 组 会 ,从 而 Pt ao, 
BIA 2; = 0 jf 


下 一 1 
Es xi] TE 部: (A.3.18) 


im 


现在 在 局 部 坐标 系 》 = Ou e 9) 中 将 Xa BAS a; o) -2 


日 Gai ð 
ums |E. «|- 22 8. 5 (A.3.18) 比较 有 


Ba, 
By, 

所 以 a RAS UE (Yrs cx) abe RE X, T0 25 JE X. 
8 、 

ER 2 Wj LE = EE Dya? xij. 仿 定 理 A.3.2 的 证 
star syn Vg—4- S&$RABER aa tra Yn) 9 (mast, 
S.) s f£ Xy — ——, TE Qi. "tty Ygs Was t's wa) 也 是 一 个 


局 部 坐标 系 ， AER 中 


Lt == J2 saa, o Ru z- 
By,” 7 Ypa w, 


—0,i.-—1,:--,£—1, Pl, 


记 这 个 坐标 系 渔 xz 一 (niu, LES 2 | 
1 二 一 上 k 


从 而 L^ 可 积 而 积分 流 形 是 x, 一 c; ERO Gm E t lore). 

这 个 定理 中 的 条 件 (A.3.17) 称 为 对 合 性 条 件 .《A.3.16) 是 它 
的 特例 与 更 强 的 条 件 。 它 的 几何 意义 是 标志 着 X, 与 X; 的 相应 徽 
分 局 胚 局 部 群 的 作用 是 可 换 的 。 事实 上 ,车 记 与 4, BEAM) 
相应 的 微分 的 微分 司 胚 是 4, 与 B,， 则 可 以 证 明 , 40B, = Boed, 
的 充分 必要 条 忻 是 [4, B] 一 0， 利用 这 一 事实 ,还 可 以 证 明 一 个 
更 强 的 结果 : 

BW A.3.6. 着 XXiE ZM), 人 而且 (A.3.16) 成 立 ， 
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则 必 可 找到 一 个 局 部 坐标 系 > 一 Gotur) dE Xm SG = 


1，…… :大 )。 遂 定理 自然 成 立 。 
Frobenius 定理 还 有 对 偶 形 式 使 其 应 用 更 为 方便 , 这 一 点 将 在 
下 一 节 中 说 明 ， 


84. 外 微分 形式 


1. 代数 学 的 准备 知识 ， 外 微分 形式 的 理论 有 一 个 代数 框架 即 
重 线性 代数 ， 下 面 我 们 只 介绍 一 些 最 基本 的 概念 。 令 了 为 实 线 性 
空间 ， 其 万 重 积 Vi 一 VX.… xV (AE) R REAR 
TiV* — R BliE& FRIES: 
T(v,,***,apj H Bo; i04) = ETC, tta via tt vg) 
HTCs tta t v4). (A.4.1) 
我 们 称 并 为 了 上 的 和 阶 张 量 ， 它 显然 构成 一 个 实 线性 空间 T, 
我 们 要 引入 一 个 运算 将 不 同 阶 的 张 量 联 结 起 来 ， 即 张 量 积 ， 我 们 
定义 了 TE A SETI 的 张 量 积 8S@@TE 78 人 dup. ve 
VG =1, RD 07 
(SDT) ns O LAE LAES T d stR) 
= Svs ts "t3 VLA. (A.4.2) 
应 该 特别 注意 , 张 量 积 是 不 可 交换 的 ,但 是 适合 结合 律 和 分 配 律 如 
T: 
(SQ T3G)U = SGT GU) = STOU, 
(5 $09 T = SOT + SGT, 
SOCI + T4) = SOT, + SBT 
(aS)GO T 一 SQ(aT) = aCSQO T», a € R, 
TREV”, mR ESV" 有 密切 关系 。 设 
Íz, "ve (n = dimV) 是 下 的 一 组 基底 ， ioi, a TM 是 V* 的 
HB ES, WERUTTE 
定理 A.4.1 了 * 有 一 组 基底 PD Dpi Gur 
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1s n). BIEDRI, dint = (^). 


W. EER Te. < 均 出 它 在 一 组 元 (vuv vu Gur, 
41.5.2) ESERE., 令 T(..4) = ani M 
T 一 Xaj4948- Opa FA Ups 094] EF pA 
生成 元 。 余下 的 仅仅 是 要 证 朋 它 们 线性 无 关 。 设 车 Berap 
D Rpa — 0, 人 尾 取 其 中 一 项 , Din esa, WA tp} 是 (sd 之 
对 偶 基 底 易 见 

oo (Xeon p e "Gp, ttt. PR) = Cu, 

用 此 法 可 证 一 著 cj. 一 0, ERER, 

张 量 中 有 两 类 是 特别 重要 的 .一 类 是 其 在 (nun) ET 
对 oy，… ,内 有 对 称 性 者 ， 称 为 对 称 张 量 ， 另 一 类 是 有 反对 称 性 
者 , 即 有 


Tms y gy gy tO VA 

一 —T Qe tta vj, totu vg). CA.4.3) 
者 ， 称 为 反对 称 张 量 。 这 两 种 张 量 都 是 常见 的 : 例如 一 个 内 积 训 
是 一 个 二 阶 正定 对 称 张 量 ; 取 " 个 * 维 向 量 、 以 每 个 向 量 的 分 量 
作为 一 行 而 得 一 个 行列 式 ， 就 是 一 个 = 阶 反 对 称 张 量 。 事实 上 从 
性 一 个 起 阶 张 旺 陡 都 很 容 荔 作出 一 个 反对 称 张 全 来 : du, 
e, D 的 一 茹 排列 之 集 为 S54, oes E C1, 2, 排列 为 
(oC, e CRD RITEN 


1 
Alt Toi,’ t*a VA) = ki 5 SENG ~ T rsm trta Pae 


dE S, 


(A.4.4) 
很 容易 证 期 它 是 反对 称 的 ,因为 若 记 对 换 (0,1) 58 o ZRA o^, RII 
d 与 "奇偶 镍 相反 

AIT) Ce, tis at) 


i 1 

= >; sgno - T Cosas tt tuu tatas t Pogo) 
&1 "ED 
1 xo 

up 2; sgno + T Cosa": bParis " "ana" " Pak 
ky LET: 
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1 5 ， 
= 一 ki 名 DT “ Troas: "ra gHniys T 7 agus" " tabak) 


l are Sk 
== —Àh(T)(s,.:*,v;,*** QU; ** * 9X). 
记 一 切 不 阶 反 对 称 张 量 之 尝 为 人 AxF)， 它 显然 是 ,FF US 
子 空间 ,我 们 再 引信 一 个 联结 A, A! SAU 的 “以 积 ” 称 为 外 积 
A. Hoe Atyne A RAE X 
EX A. 4.2. 上 述 中 与 了 之 外 积 oAn€ AU) 


加 六 了 一 GEDI Alloy). (A.4.5) 


Ak 和 外 积 有 以 下 明显 的 性 质 ， 
eo € A*CV) > Altea) = o, 
FEE H o= (i, F), 期 sgno -= —1, 而 县 
Cta ** Pap) = Cray ttt viu tttm ttt PR) 
一 oy) 
= sgngu(n, tat). 
但 一 切 c € 5, WE HA RETA RER PTA EAX 7 H e E 54 也 
成 立 * 从 而 
Alta Cers ttt 324) = m2 sgnadc vs. tts Vou) 


A 
= 一 sgne - sgnaiw( prs" UA) 
£1 TE SE 


一 bis ttj. 
Con, 十 m) Ag = os Ay d- o Am, 
e NO coq) m aA + e A, 
(em) A 2 = añ Can) = alo An), a ER, 
mh = (—1) A0. 
由 最 后 一 式 还 知道 ,对 于 寄 数 阶 反对 称 张 量 o, oh — o Ao 一 人 
这 些 式 子 都 很 容易 证 明 。 我 们 就 不 再 一 一 投 述 了 。 但 是 外 积 的 可 
HAE AAS — oA(1A0) RRS. 我 们 给 出 
定理 A.4.3 (GO GG Se (VO, Te (V) B Au(5)—0, 
则 
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Alt(SG9T) = Ak TOS) = 0, 
(Gi) ANCA aD 0) — Alt(eoQ Al(q098)) 
= At ona), 
(iii) Co An) AG = wh Cn 0) 
= KEI tm) 
Rl1ilml 
wE AV), q€ AT), 8€ A"CV), 


Alt( 690x008). 


uo 
Al(SQOT)(m V1) m -4 sgng 
dM (k+ D, 
t SC?» ttt »Ü un) 
M TCU uns ttt atakti Ja 


A G = {a € Ska KR + i) = k + ii = 1,::5,1j, 则 


A 
5 sgn8 * S(voays ^" Po) T Cts" a Pagan) 


"£6 


= Terss MEE Peyi) 5 sgno' * Staas tt seu) 


= Ü. 
现在 把 5,,, 4225, ERIA a € GI, CNAG- o, — £ 因为 6 中 
之 元 必 使 {k t 1, VAR LER G - om 中 之 元 必 使 它 变动 . 
GHG- o HG GIBT» [8125 kr 因而 可 以 分 Si 为 有 限 并 
U G- on, ifi 


fi 


> sgna * Sosa, 5, Pa) © Tivoktns 77s Uschi) 


LESE 


=T (vsk tt sU sse SER OS >; SBN0 SC Pai)» tt sord 
aé G 


= 0. 
PR COSME. 
Gi) 因为 
AlrCAlt(4008) — 4098)) = Ali( 4090) — Alt(3098) — 0, 
« 530 - 


mE 


B GS 
Alla 63 Alt $590) -- ccoq 698) 
= Atla At nig) 一 Al(m 0) 
= 6, 
MSIE EE AltCATt( 099) 690) 一 Alok y 


iit w 一 +t i 十 m) 人 8 
Gi) (0A p A6 Ck E Dim] Alt(Cc A noe ) 


CE 
CR 十 Dim kril Ak won). 


RMA oA CA6) = SELLE T Aka), STE 
TAHE AAO, 

这 样 ,我 们 也 可 以 定义 e Aou A An. 我们 设想 。 是 否 由 
k 个 一 阶 张 最 之 外 积 可 以 生成 AO) 事实 上 , 荐 {vo,，…'srn} Æ 
产 的 一 个 基底 ,fp op 是 V* 的 对 偶 基 底 , 则 有 

定理 AAA AtCV) 有 一 个 基底 {gi 人 人 ga} A 
这 dACV) 一 (1)- 

证 ， 因 为 AMVOCOUQV), 所 以 ec AP) 可 写 为 

o = iato up On. | 
但 o = Alo) 一 了 af Alt(q; 00:4), TUE (4.4.5) w 一 
" | oavccagn Acc Neu Blüten Ac Ae] ERR A 
人 

(FT)。 其 线性 无 闫 性 可 以 由 如 定理 上 .4.1. 一 样 证 明 . 

我 们 要 注意 用 种 特殊 情况 。 AM) 一 RdimA"(P) e (^ )= 


1 ,而 其 基 遍 由 一 个 元 eu Ap ERE wi 一 P) aio 一 
1,:**, n), MtF e € ACV) 有 

CATERER = detl ap holes, ta Pal, CA.4.6) 
这 是 一 个 很 重要 的 结果 。 讨 它 我 们 立即 可 以 看 到 1， oo ER 
贬 和 相关 的 必要 充分 条 件 是 对 任意 ce A'CV Jolet ta) = D, 
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MEIRE o PRE V RARD ARE: —GCÓeCG in. tS TD) 
BE det(6,) > 0， 称 为 与 in, ta n) 有 相同 定向 ; 5 R E 
detay) « 0, B {e oc rut AABE. 
Eion, MAOUE? qu Acc Aqu, DUE HAA 
子 ,因而 为 4。 这 就 是 说 入 六 FP) 一 {0 之). 
最 后 我 们 来 看 .PF CV) 在 线性 变换 J,:V 一 久之 下 如 何 变化 。 
仿 题 对偶 变换 的 定义 。 我 们 定义 PumOF)o7 (V) Xn 车 
Tec Ww) 
G*T)Gn, y try) m TGris fr). CA.4.7) 
对 于 Te Ale) 上 式 也 是 戚 立 的 。 容易 证 明 
f'CSQ T) 一 SRT 
Cw Aq) = - fo Nf*n. 
2.5 M A REGN, HUE], E rEIE N p F n IER AE EM 
E, 而 对 尾 一 点 x*€ 计 ,我 们 用 TM 作为 了 而 有 AT-M), VÀ 
它 为 纤维 可 以 作成 一 个 向 量 从 , 称 为 下 次 外 形式 从 。 了 T-M 有 一 个 


^o. n a 34 


xm L2. 2 所 以 ATM) EDRR Gs NA 


(A.4.8) 


dria} CI S idcm da mau). 

ST à 次 外 形式 从 为 ASCM ), 我 们 给 出 

定义 AAS A*UM TD) 的 切 只 称 为 对 上 的 大 次 外 微分 形式 《或 
简称 微分 形式 ]， FCACM )) i329 OM). (M ) B. C" (M), 

由 上 述 ACM) BEREZIE. A OIM ) 之 元 局 部 地 可 以 写 
为 

wole) — Xa aux dr Nr A dtig (A.4.9) 
由 土 述 的 外 积 可 以 得 到 OCM) 之 闻 的 外 积 A: 
v) € Q*(M ), q(x) E Q'UM ) — eG) A nr) € 8 (M ). 

这 样 ,将 使 Y QM ) 不 但 是 C*CM ) module, 而 且 是 一 个 分 级 代 


EA (graded algebra), U Tl A* BREDARE. 
k 
|. oma) HERA 代数 运算 A, 而 且 有 -- 坚 重要 的 微分 返 
k 


EET 


司 之 适合 以 下 关系 式 
GY 对 fe (M) — CM), df RU FESTER ANS 
(i) d^ — 0, (A.4.10) 
Cii) dá wi € OM ), W do, A 0:9 — dio, m; t (C—1 Ya A 
dis, d RAIA. 
证 . XRo COM ) 写 为 局 部 表示 (A-4.9), WE d 适合 定理 
要 求 , 当 有 
di == Sida, ax) A dai, ASA dj, 
十 站 六 二 
= Edag Adr, Acc Adxi 


Barska) 
= XR iaden, Neti N dti O81) 


BUE d 存在 , 它 必 是 唯一 的 。 但 是 (A.4.11) 不 能 看 成 是 证 明了 
“存在 ,因为 同一 个 中 在 不 同 的 坐标 系 有 不 同 的 表示 ; 

a = Sd AS Adh = Dhd A Ad, 
RIMER 

Ep AdhA S Adji = DafpAdhA c Adik. 
ik— An ÉLBEUEE e aA ERAF: Aa AEA e 二 
hahh e Adip ABER 1 S 5€ RCM), i= 0,0), tk, E 
fr 


A — (IR AdL NS I Adis Eos tt ER. 
因为 (df, £) — EQ); 所 以 将 入 按 SIC 展开 应 有 


k 
A — DEG) Adh A Ndfas Ets Es Ea). 
ica 


HA i EARR BEA Leibniz 规则 
£g EGO) 一 CAEP 
所 以 


站 


A = DD) CMYEGRSS rr Eur ER 
士 » (—1Y "SEQ A Adh Eo EE 


同样 处 更 第 一 项 ,可 知 
HECHY) -e Adia East tatia tt ta EaD 
= Y ( —1y " "(EJ df A NdEN A dfas 


[PITE 
Eo, ct ZU -Êj t3 5425 
RARO ENAA :, j 组 合 起 来 ,有 
$ C S a NETE EIKAI A C HSAdEA ee NA 


ici 


Eos 7^7, Éis tts £, "tts Ea? 
= >, 《一 1 LEE aE 7 * Sf TN " ta Ee 


因此 
t 
A= M CDs Bares) 


* PMCOPULCE [555/35 £s 7*5, Én . IJ ` SE. 


Pci 


从 这 个 式 子 的 吉方 来 看 入 只 与 吧 有 关 而 不 崩 束 于 其 扁 部 坐标 表 
未 ,从 而 可 以 认为 A 定 义 了 一 个 下 十 二 次 外 微分 形式 [ 记 作 dew) 在 
Eor coc. E 上 之 值 。 de 的 局 部 坐标 表示 到 《A.4.11)， 利用 
(A.4.11) A 4 & T EXE HR. 

我 们 特别 注意 (A.4.10)， 由 于 它 的 重要 性 , 我 们 称 之 为 4 03 


» > + b + 


Schwarz 定理 ; 
j _ Bf 
Dr Br; OxjOr, " 
另 一 个 重要 的 情况 是 M 一 R' 上 的 一 些 经 典 向 量 公式 时 常 可 以 用 
外 微分 运算 来 说 明 : GE fe CR, EX Descaries 坐标 r = (x, 
Ta. X3), yl 
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d] = SL dn 十 2i. dx, 十 aL des A gradf. 


因此 , 我 们 有 时 就 用 of 表示 gradf 一 (S. L, 2L), 再 设 有 向 


E AG) — GGG), 4G), 4G)), 我 们 不 妨 使 它 对 应 于 4 一 
3 

$2 4iGdx; € (D, Xit 

11 


3 
dd = 5 ddihdx; 
i=] 


+ oa. 一 ) dx, dx ~ curl, 


Ecma B(x) 一 (B, G2), B; (0 Bx)) 对 应 于 co Bdr A dxat 
Bidz: A dz, + Bid, Adi, WA 


der = (m ƏB, + x dxi dx; dx ~ divis, 
LE 


T Gr 
TEP = 0 现在 成 为 
e DR), df= 0, Bl curlgradf = 0, 
A c OR, ZàÀ = 0, RI divcurlA = 0, 
对 Ber), WA PBe R) = {0}, dB = 0 REFERAR. 
现在 来 看 在 可 微 映射 M 一 NN 下 4 的 性 态 。 上 一 池 在 讲 到 
余 切 空 间 时 已 说 到 余 切 向 量 这 时 将 被 拉 画 ,of AN) 也 是 这 样 。 
f*o € QM) 定义 如 下 : XE Eti € AC CM ) 将 有 
Ca HEVER SE) = (a; 站 (A.4.12) 
我 们 现在 要 证 朋 
XR AA. “与 闫 可 换 : 
j*deo 一 dio, x € O(N), (A.4.13) 
证 。 在 定理 4.4.5 的 证 明 过 程 中 ,我 们 已 经 证 明了 .对 不 十 1 
个 向 量 场 TERRE 
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Cds Er i Ey =a M C— U'£ oi ELE LER 


i= 
+ D, (1Ha; [E El, 
rj 
让 (A.4.14) 


由 此 式 立 即 有 
(fdm; Esa ttn, Hy) 一 (do if,Es, tt EP 


Å ~ 
一 DUE os ft antt fa ER) 
i-D 


uDMCOPALCHIUP ISP TEN TERES 
~ (t s 
站 - 


k 
= D CVE osE, eur ER) 
i 
十 2 (—1XYX*(f*o;il£,£;l&. ts 
3E T ZUM "tt EFD 
== Cf*oik. Vy. 

有 关外 微分 形式 的 第 二 外 微分 运算 是 沿 向 重 场 革 的 Lie 导数 
Lyo, X ENT- TASAREN SARE {4,1, 仿照 向量 场 
的 Lie 导数 的 定义 ,我 们 给 出 

PLAAS oc (M) H Lie 导数 上 xw te lM) 定义 是 

Lyco = lim [Arw — w], (A.4.15) 


in Z2 


现在 我 们 给 出 Lie 导数 的 具体 性 质 。 首先 ， E40, HT 
w= fE C"CM ) , 由 定义 我 们 有 


(Laila) = -S- (A) — (X, df. (A.4.16) 

| dt Y^ 

特别 是 ,着 M 一 也 ,而 允 表 示 沿 某 固 定 方向 e to To IS A 
Gao = |- Ke + te) | 


Em 
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Ly, HR ERECEEVEBR I, MAE x 9I LEX D dE—oR S. 因 
此 应 该 有 Leibniz 公式 .事实 上 ,我 们 可 以 证 内 
Llo An) = (Exo) An t wh (Lxn), (A.4.17) 
这 是 很 容易 证 明 的 ,因为 在 讨论 外 积 的 性 质 时 我 们 即 已 证 明了 ( 式 
(A.4.8)) 
Aio An) = To A din. 
CA.A4.17) J&— ARRERA., SUC IEEE SEE BA IM 
E BICA.4.10) GID 
d(eo A q) — dco wx + (—13))8 A ds 
相 比 较 , 后 者 是 Leibnitz AZRGÜ—GEJÉ. EARRA 
这 种 类 型 的 公式 ,我 们 将 称 之 为 鲜 求 导 ,所 以 外 微分 运算 了 是 一 个 
WRF. 
再 看 Lx 与 4d 是否 有 交换 关系 。 事 亦 上 有 
Laxtadl) = dLx(f), f € Q'(M), (4.4.18) 
这 是 容易 证 明 的 。 因 为 我 们 已 经 知道 
ATCP) =a AT), 
ELI; 


Lx(df) 一 二 PHONES £ URADI Loo. 


RAMEE 7G) 一 4 (0T 但 是 采用 一 个 


局 部 坐标 系 合 X 一 aon Af = f(x + te1) 于 是 上 面 的 可 换 性 
即 可 得 证 ,因此 ,我 们 将 得 到 (A.4.18). 

最 后 给 出 在 一 个 局 部 坐标 系 站 具体 计算 Lie 导数 的 公式 ,于 
是 我 们 设 X = X) 2, wav) dr As Adan F 


EH (A4.17) 
Lx(o) = ZL xGai,. adzi 六 Adx;, 


+> $O anogdzn NU NbyGs) Atte Ng, 


dp 
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Hh CA.4.185) 有 
Ly(dz,) = d(Lyxj) = dA D, 


Ly(wm) = > LyCa;, iu )dx;, A E Adx;, 


mip 


T i P» aj uad x A tt P dA; A ttt A drj, 


(A.4,19) 

有 关外 微分 形式 的 第 三 种 微分 运算 是 内 积 . VEX € an (Mn), 

RANEE MaE ix: aM) -> Q*- (M) 如 下 : AX, 
sX E.R CM), oc (M), 

Gyeo)0, c, Xaa) = (onte ac), i " M (A.4.20) 

iro ER o E xHARRE {Comraction)， 很 容易 证 明 zx 是 一 个 

SOR S 
ileg) = iyo Ag + CL o A ign (A.4.21) 


这 只 要 应 用 eA3£4-— atn DI AoD 就 容易 证 明 ， 正 因为 


ix 是 一 个 锋 节 导 ， 所 以 它 有 时 也 称 为 内 导数 运算 而 且 是 一 种 微分 
运算 ， 
这 三 种 运算 之 乌有 著名 的 
XH A.49 (Cartan AR) 对 XEM), o€Q'(M) 
有 
Lyw == Erde + digo, 
WE. BUCDRIUDS e RGE EEH, 34 & ORI, iyo 一 
0, Tf] ixdw — igdf = (df, X) 一 XD = LyCD. 从 而 定理 成 立 。 
若 o = fhdh, h.he DXM), Wl 
Lyw = Lygjdh + fxdf = Lyfdf t hd yfis 
右 方 则 为 
ixCGdf A dp) 十 diyfdh 一 XC ap um di Kh) -+ di XC] 
一 XGOM5 + LAX (h) 
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= Lypfak tt fdLuf.. 
对 次 数 更 高 的 后 也 可 仿 此 证 明 . 
3. Poincare 公式 ,de Rham 上 同调， 外 微分 运算 2 的 上 得 
HHEH P 一 0 是 一 个 极 重要 的 往 质 。 它 告诉 我 们 , 若 外 微分 形式 
w = do, WHA do — 0, 我 们 称 适 合 dw = 0 的 oe QM) 为 


闭 微分 形式 ,并 记 其 集 为 

Z(M) = 1o € {M Jide = 0); - (A422) 
又 称 可 以 写 为 we QU (M ). 的 外 微分 deos 的 次 微分 形式 为 恰 
当 微分 形式 ,并 记 其 集 为 


B*CM) = {wo € QCM); 3o, € OUM J, o = di]. (Ad4.23) 

又 现 定 BM ) 一 (0). FE d — o SIE 
B*(M CZ (M ), 
B*, ZA O* BT 28 [B], LECT HE, E, Bi 是 ZA EST RELUN 
而 可 以 求 其 商 群 ( 福 意 , B5, Z5, O* 均 为 交换 群 ), 记 作 
H*(M) = Z'OM)/ B'(OM) (A.4.24) 

并 称 为 和 阶 de Rham 上 同调 群 ， 借 用 同调 论 的 语言 ， 我 们 称 2Z* 
之 元 为 上 循环 ，。 D 235 EX, d — 0 称 为 上 循环 性 质 的 原因 
Ei, 

H*CM ) KAEM ELAERATMA DAEN, ER 
3841 HIE T M XE ob 2 RTL, MMED RES [RICE PRR 
们 对 MM 总 是 作 这 样 的 假设 的 ， 它 的 一 个 直接 的 推论 就 是 MM 上 有 一 
R9 C^ 分割 存在 ), 则 可 以 证 明 FRCM ) 只 依赖 于 MM 的 拓扑 .HM ) 
是 肇 划 好 的 整体 拓扑 性 质 的 极 重要 的 不 变量 . 因此， 对 于 给 定 的 
于 具体 计算 HM) 就 成 了 一 个 重要 问题 。 可 异 ， 除 了 在 基 些 将 
PRAE GUT :计算 H*CM ) 是 很 困难 的 

ETARA- FP HAM). AM E PII 3XEXE A IM 


M= Ù M; EES BM) = {0}, B8 HM) = ZM), 


但 fe zXM) BB af 一 0， 从 而 f XEROEDERIBIEGN. 令 于 Mi 上 
fi = 94, WI 4'sjz) 是 ZM) 的 基 诡 ,因此 HOM) E P 
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线性 空间 RP. 

勇 一 个 重要 交合 子 必 计算 HRO, Ri ER 

FIOR) = 0, & — 0, (A.4.25) 

这 就 是 著名 的 Poincare 引 理 。 "*ZRÍIEGE HIT BR", m BGAHT B 
(n 维 球 体 Xj 和 1) 以 及 一 切 星 形 区 域 . Bri SE DCBOE X 3n 
T: 设 DCR*,P 了 为 也 中 一 点 ,车 对 DD 中 任 一 点 P', 线段 PP'CD， 
就 称 品 关于 P SAEED DATH- ASE, ERD 
为 星 形 域 . 现在 可 证 

定理 A.4.10 (Poincaré 引 理 ) Xi DCR* 关于 0€D 汶 星 
有 形 开 集 , 则 D 上 一 团 闭 形式 均 为 恰当 形式 ， 

证 。 我 们 要 定义 一 个 线性 映射 I:05CD) 一 04 CD), 并 使 之 
适合 


Id + dl = id, 
在 作出 了 了 了 以 后 ,对 于 e€ QM), 有 e = 1(4w) 十 do), IR 
EE do — 0,4 E a = den, c, + dco E Q*^ (D), I 的 作法 如 下 : 
车 wo = Ža dxi À =.. Adx;,, 规定 
k 1 
UDE 3 $i Con (T russo) ui 


PjaeelH aul 
dx; A ttt Nx, ^ tts Ads. 
D29 EE JTEBSEGAELULDRUE TR REG KA. TERTA 
EK co d 0€ DD 连续 地 作 形 变 , 因而 有 时 称 为 同 伦 算 子 。 
dl(c) =K > ü Cai sas) dx, At A dtig 


iy ER 


k Ld 1 
+ Z Epo |, 8/2) 


Pqgüeemik a» j=1 


. T 
. ada; Ade, A Ads; Ni Adza, 


da= P D bja d A den Ne Nx 


siese Pm 


ildio) = M © (V Ojas iy dt) xjdx; A o Adi, 


dpi P71 j " l 
一 ` > 5,6-1) (f gas, s dr) 
dee 了 =1 2-1 
wiodxs Nds; Ni Nds Ni Nds. 
和 三 者 相 加 得 
d1(o)--I(do) = V) MIO OI | 


Hex Pai E 
1 
dx, A it Ax > [f AN S 
emi LAO 1 
" dx; A "E Adz 
= D (E taar) Mr) den Ne Adan 
i V9 dt 


从而 定理 得 证 . 

4. Frobenius 定理 的 对 偶 形 式 . 上 一 节 中 讲 的 Frobenius E 
理 在 应 用 中 常 可 以 下 的 对 侦 形 式 ， 对 于 给 定 的 C" koh L*- 
UG, 在 酝 一 点 了 & M OXIDE XC LP) P5840 T 2848] 
N 

LP = fwe Th: WX e LIP), (o, X» — 0]. 

它 显 然 是 了 XM ) 的 # 一世 维 子 空间 。， 在 以 之 任 一 点 的 适当 令 域 
内 必定 存在 = 一 不 个 线性 无 关 的 一 次 CC”) 微 分 形式 ok stoy 
张 成 LI. 种 实 上 ,LL* 在 一 个 邻 域 内 由 个 线性 无 关 的 C7 UJ 
EHE Ly Xa ak Fk, . f n -— k 个 c7 mf t5 Xr X, E 
{Xis 7o Xaj 在 此 邻 域 的 每 一 点 ?处 生成 了 pr(M )， 作 该 分 域 中 
与 之 对 偶 的 一 组 1 次 外 微分 形式 和 os wis mt tta 08)» 2 
见 在 此 邻 域 的 牌 一 点 了 处 ，oxr aow 张 成 了 上 气 PD) 

由 此 可 网, 在 该 邻 志 中, 分布 L* 实 等 价 于 

6; 770, P Ad du a (A.4.26) 


这 就 是 说 
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LHP) = (X € Tj (M), (o), X) = 0, f — k+ l, ni. 
方程 组 (4.4.26) 称 为 Pfaff 方程 组 . 它 的 积分 流 形 就 是 .一 个 盛 维 
子 访 形 六 所 对 使 对 每 一 点 PEN,TN 之 一 团 苑 站 均 适合 

， (oj, X) =D, Sktl, en, 
WERF DAE NGÉYPAENS. 就 说 Pfaff 方程 组 (A.4.26) 是 
完全 可 积 的 . 

以 上 我 们 将 分 布 Lt 的 可 积 性 问题 化 成 一 个 对 慢 的 疝 题 一 一 
Piff 方程 组 (A.4.26) 的 可 积 性 问题 ,因此 我 们 也 型 将 Lt 的 可 积 
条 任 一 一 对 合 性 条 性 . 

[X;,X;] — 之 cti) X, 
x1 

化 成 对 偶 形 式 . 这 里 我 们 首先 要 用 划一 个 事实 ,对 o € QM) DI 
EX, YeR (M), VE 

(dos X,Y) = (a,Y)X — (0,X)Y — (o,[IX,Y]). CA4.27) 
这 其 实 就 是 式 CA.4.14), 但 我 们 不 妨 再 证 明 一 次 。 不 失 一 般 性 ,不 
Wii eS BINA sd, Mif do 一 dg 以 df， 而 由 定义 有 

(dg hdi X Y) = (dg, Xd Y) — (df, X)(dg,Y) 
= XHY — xpo. 


5 —7ji 
(o, X) 一 《gdf X) = gXQ), 
因此 Y(o, X) — YGOXOD +e- Y - XCD, HI Xlo, Y) 一 
XG)- YO) +g- XYG), RA ESSBIBRE (&.4.27}， 将 此 式 用 到 
(A.4.26) 中 的 wj 与 工 4 中 的 XE 
(doi Xis Xj) = Qi, XiX: — Qoi, KIKI — Gui, [Xis Xl) 
-一 《or [Xi Xi]). 
因此 ,分 布 工 +: 适合 Frobenius eF 


lX; Xi] = > eu X, 
i=l 


的 充分 必要 条 件 是 
(dui; Xi X) = 0,1 m ij AVE m HR 428) 
现在 我 们 证 明 (A.4.28) 等 价 于 


$435 


dw, = 0 mod(ii 7 * o). (A.4.29) 
这 是 因为 {stts wa) 是 了 KM) 的 基底 ,所 以 don 必 可 用 os 
s on 表示 为 
" k 
da, = 5 Pir Ato, E > a1,t0; A Ory 


t=k+l 


这 里 s, =: —ah. AX: Eos 是 对 得 的 ， ELERIA CA.4.28) 
即 有 aj — 0. 反之, 若 a 一 0, 也 有 《4.4.28)。 因 此 得 到 Frobe- 
nius 定理 的 等 价 形式 

定理 A.4.11 (Frobenius 定理 ) Pfaff 方程 组 (A.4.267 可 
积 的 充分 必要 条 件 是 (4.4.29). 

将 此 定理 用 到 数学 分 析 中 一 个 著名 的 例子 , 即 在 R 中 考虑 全 
微分 方程 

Q = Pdr + Ody t Rdz — 0. 

它 的 积分 流 形 应 该 是 Ri 的 二 维 子 流 形 ,例如 写 碟 F(x.y.2) c. 
可 积 性 条 和 件 现在 是 o = 4AAQR)EQAZO- O0, 但 


do = (SE 一 22) dy Ada + (22 -— 2R) dz Ndx 
y z 
+ (22 一 dx Ady, 
所 以 可 积 性 条 件 现在 是 
"+ 多 + 名- 的- 


这 当然 是 一 个 熟知 的 结果 ， 

应 该 指出 ,以 上 的 Frobenius 定理 是 局 部 的 结果 , CAPER 
分 流 形 的 局 部 存在 性 。 如 果 要 在 大 范围 中 考虑 积分 流 形 ， 就 会 进 
到 叶 层 构造 《foliation》 的 概念 .这 里 不 能 涉及 ,但是 有 些 关于 偏 微 
分 算 子 的 文献 已 经 用 到 了 这 上 样 的 概念 . 


$5. 微分 形式 的 积分 .Stokes 公式 


上 微分 形式 的 积分 ， 本 了 中 我 们 要 讨论 一 个 = 阶 演 分 形式 
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oE O'M) 在 4 维 可 定向 沪 形 上 的 积分 。 由 我 们 关于 对 的 假 
定 ,知道 必 有 一 的 C^ 分割 存 存 。 我 们 或 者 假设 M 为 紧 流 形 , 或 者 
假设 % 具 有 紧 支 集 ， 这 样 假设 的 应 因 起 。 E (pn UO EMA 

一 个 图 册 , 作 从 属于 它 的 一 的 C? 2 Rih AREA soppo 
Supp; = 人 3 的 区 图 Cpis 5;), 则 或 者 因为 村 为 紧 , 从 丽 可 以 找到 
有 限 的 图 册 ，、 或 者 因为 suppe 为 紧 , 而 适合 suppofisuppX; = Ø 
859 X, 为 数 亦 可 设 为 有 限 , 这 祥 ， 我 们 可 以 限于 考 虞 有 限 多 个 积分 


|, 而 以 其 和 作为 有。 之 定义 ， 


在 讨论 积分 时 ,我 们 假设 村 是 可 定向 的 ， 定 六 A.1.10 告诉 我 
们 M 之 可 定向 性 就 是 存在 一 个 图 册 {(。D)}， 使 当 其 中 的 两 个 
(p, V 53(9, DEA UNV = £ Wf de(pot^7)72-0, dit 
外 和 油分 形式 后 ,对 可 定向 性 可 以 给 出 男 一 个 定义 : 

定义 AA.S.1 = 维 微分 流 形 M 称 为 可 定向 的 。 如 果 对 上 有 一 
个 连续 的 、 处 处 不 为 0 的 ”次 微分 形式 o. 若 两 个 这 样 的 微分 形 
式 只 相差 一 个 正 因 子 ,就 说 二 者 等 价 。 这 样 , 若 对 是 连通 的 , 则 其 
上 之 所 有 处 处 非 @ 的 二 次 微分 形式 可 分 为 两 个 等 价 类 与 L, 
Qi FE; Q^ lbi M LB PE TL RINE M — UM ,91]. 

这 个 定义 与 定义 A.1.10 ERR e EU, 其 证 明 暂 略 , 留 给 读 
d. 

设 M 为 可 定向 , RABE M, 上 的 积分 | o. 由 定义 
A.1.10, M, 由 好 与 一 个 图 册 {Cp U) 决定 ; 作 从 属于 它 的 一 的 
C^ 分割 {l LESA suppw 仆 suppXi z^ S 的 区 图 为 数 有 限 : 
1(p;, UD) G = 1, nN). TE 


o= > Cox) 一 > t5; 
现在 考虑 | Lo 之 定义 。 若 在 区 四 (9:,07) 之 局 部 坐标 系 中 or 
ots)dxri A^ - - n 则 因 suppa; - U;, 我 们 纵 出 以 下 的 
定义 A.5.2 l oSA She =>] ， a/(x)dx 


Ld 
TED i-i RU 


=" S14. 


后 者 理解 为 Riemann 积分: 
f. o= zf e GOds. (A.5.1) 
为 了 说 明 这 个 定义 的 合理 性 ,首先 应 注意 ,我 们 考虑 的 微分 形 
se C~ 微 分 形式 ,所 以 o G0 € c RARER, [aia 是 有 
意义 (不 是 反常 积分 )。 洁 选取 另 一 个 坐标 系 y 一 《ms jz， R] 
因 区 是 可 定向 的 。 了 一 AT 0， 从 而 


a Cr) dx A -+ - Ndra = s G0) E. dy NS Adya 


Tax») P dy A 22 A dy, 
市 由 Rieman 积分 的 变量 变换 公式 

= | alx dx 

| atar = [66)| s | ay, 

好 局 部 坐标 系 的 选取 不 影响 这 里 的 定义 。 一 的 分 割 的 选取 也 不 影 
响 这 个 定义 。 设 有 男 一 个 一 的 分 割 UG; MP 1 NT) 《如 前 所 
述 ,不 妨 设 它 是 有 限 的 ), 记 e = > eX; 一 Xej, W (x; 】 也 是 
一 的 分 割 ,而 且 
> | t = 2i xj wK; = 之 | exa 


[Ee SER PEE 


[: 


NEM sm 


这 一 点 读 省 自己 容易 证 明 。 这 个 事实 说 明 | co 之 定义 与 Riemaan 


积分 之 定义 有 区 别 ， 在 Riemann HEH,” ERI (n 1) 
的 变量 变换 公式 是 
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LE = |; d 
ERTEN FASEA (A532) IT AIDE BI M a EM LEER 
| fdr 一 (4 2x. dy, 
+ iy 
但 # 二 1 时 , 式 ( 友 .5.2) 即 著名 的 公式 
| fx)dx = 一 | HONTE 


b 

这 样 , 我 们 就 有 必要 引入 网 个 慨 仿 : 

车 记 * AEREE E BIIK BCE) , 作 一 个 映射 :BCBE) 一 
R, 使 当 be BCE) 变 为 男 一 个 基底 db, 4€ GLO, R) 时 ， 
z(46) 一 det xz(6)。， 则 这 些 线性 映射 构成 一 个 一 维 线性 空间 ， 
令 瑟 一 T;M， 则 以 此 一 维 空间 为 纤维 可 得 一 个 一 维 的 向 量 从 (或 
SALA) ,我 们 称 为 体积 从 。 一 切 在 好 上 处 处 不 为 9 的 = 次 外 微分 
形式 就 给 出 了 一 个 体积 外。 这 样 ，M. 上 的 积分 中 的 "体积 元 ”就 是 
体积 从 的 一 个 切口 。 同 上 作 BE) 以 及 一 个 映射 适合 000) 一 
|dert|*8(2) (e € R), 这些 2 也 构成 一 个 一 维 线 性 空间 。 同上 令 
Em 7-M， 由 ?可 得 另 一 个 线 从 称 为 权 上 “的 窗 订 从 特别 是 权 
“一 1 的 密度 从 就 简称 为 密度 从 ， 于 是 * 重 (# > 1) Riemann f 
分 的 体积 元 是 密度 从 的 切口 。 对 于 可 定向 流 形 。M+ M- 上 的 
积分 ， 体 积 从 与 密度 从 的 区 别 不 再 显现 , 因为 这 时 den > 0, 
ded 一 | detd |, 

以 上 讲 到 积分 时 ,我 们 总 是 记 作 | o, EFEM RM E 


的 积分 将 随 上 下 文 决 定 . 
E ocQOM), r-« n -dimM, AN — M 是 一 个 + ERA 
子 流 形 ， 则 rw EN EAI” 次 外 微分 形式 。 如 果 NN 仍 是 可 定向 


的 ,出 | ito 有 意义 ,我 们 就 把 4CN》 上 的 积分 定义 为 


m tà 一 l. Ata, (4.5.3) 
2. 有 边 的 流 形 , 边 乡 上 的 诱导 定向 。 微 积分 学 的 基本 定理 


. S46 = 


| Ode — FU) — FC), 


把 一 个 一 次 微分 形式 f(x)ax 在 一 维 流 形 及 XE — T- 58 D — a, 
b] 上 的 积分 与 一 个 零 次 微分 形式 FG) 在 8D 上 之 “积分 ”的 全 
F(5) 一 F(a) 连 系 直 来。 下面 要 讲 的 Stokes 公式 是 以 上 定理 的 
深刻 的 苍 广 ， 为 了 讨论 这 个 公式 ,需要 先 对 边缘 的 峰 念 进行 讨论 。 

设 M 为 一 RRR, 区 域 DCM， intD 过 gf, 我 们 称 D 25M 的 
ok SR 

也 可 以 分 为 三 类 ， 

G) UND = Ø; 

GD UCD; 

GD gCUND) 是 半空 间 x" 22 0 WA if B (U 0D) C 
(x, 0]. 

在 这 样 的 条 件 下 ,8D 称 为 了 的 边缘 。 这 些 点 当然 组 成 卫 在 拓 
扑 学 意义 下 的 边界 ,但是 边界 不 一 定 是 边缘 例如 设 对 为 如。 
为 {jx| «1yU(1« [x| «2)5,D Fu e| 一 1}U{lx| 一 
2 ,但 是 只 有 {|x| = 2} 是 边缘 , {1x| 一 1) 则 不 是 ， 

我 们 有 时 也 就 称 DD 为 上边 的 流 形 . 

现在 我 们 证 明 OD 是 的 一 个 一 1 AFRE. FXE, iE 
((p, U)Y 为 村 之 适合 Gi) 的 区 图 之 集 ,这 些 U 将 村 证 8D， 和 如 果 
(o,U) fü (b,V) 通 合 UNV s Z, B o(U), (V) 之 局 部 坐标 
分 别 为 (ay xD Casos ya MARAA ru zm0 E dog 


TA ya > 0zm 一 0 变 为 和 一 0, 因 此 ,在 6D 上 8 一 0G = 
1 一 1。 于 是 在 OD E dog! IS Jacobi "e 


Sy, 0, 

ðr; D 
| " | „ijala l, (A.5.4) 
0 LIE 


因此 , 限制 在 OD 上 以 后 , Co, UE 成 为 0D 的 一 个 图 于 而 相应 
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duse dup ph 


Oy; > 
D ijgbei.ea—l, (A.5.5) 
1 *" 


THESEIR ERU DIG (Ge,U)' 是 相 容 的 。 这 样 OD 成 为 一 个 = 一 
1 维 流 形 ， 

*4M IS RISE THEE IRE, OD 也 是 可 定向 的 。 捉 实 上 上 , FEM, 
中 取 8D 的 一 个 图 志 {Cp ,UDY , 因为 5， 27 0 相应 于 y, > 9, 所 以 


在 x。 一 0 处 5s > 0( 不 可 能 为 0, SHE OD 上 det($eq7) 一 


OARDE M ; 的 各 区 图 中 CA.5.4) 之 行列 式 为 正 .所 以 (4.5.5) 
的 行列 式 也 为 正 。 这样 M1 在 8D 上 之 限制 给 出 一 个 定向 , 间 料 
M. 叉 给 出 男 一 个 定向 ， 因 此 ,8D 十 可 定向 流 形 . 

ASIH, M 的 一 个 定向 可 以 由 一 个 处 处 非 0 和 的 wE 
CM) 给 出 。 设 它 是 odr, Aee Adra, HIRR a(x) A 0,7815 
i 20, M gs rH H de A … -和 人 dzw 给 出 ， 我 们 规定 。 若 
ME ((p, UY 上 的 定向 由 du Acc Ads, Hh, MEOD 上 由 
(一 DraeA rt Adina 给 出 的 定向 是 M( 或 DD) 在 BD 上 诱导 的 定 
Fa. 

gl. UMwv-R,D-ü6a,52, W OD = [a, b}, 15) — {a} 
就 是 8D 上 由 (a,5) 诱导 的 定向 . 

例 2. UM 一 氏 , 其 上 的 定向 是 右手 价 标 系 ，dxr 人 dy. 25D 
E yl 0， 则 在 8D 上 的 诱导 定向 应 是 (一 17ax = dr, WRB 
Ji. JE D dg dp 8D 的 堪 侧 ,所 以 这 样 的 诱导 定向 即 通常 区域 边 界 
上 规定 的 正 向 ， 

例 3. iM = R ERRA FERR dxAdy^dz,D Ñ e> 
0, MOD ZETE (—1) 4x Ady 一 一 dx Ady, WEF 
系 ， 从 玫 面 上 看 这 似 平 与 习 慑 上 用 的 王 向 相反 ， 但 是 注意 到 现在 
z HERRERA, MÆR 8D rgy/RIEGE CL xdg. UJ 
一 22); 则 一 dx Ady 与 一 dz TAIT ARETA E HARTE. 

从 上 面 儿 个 鲍 子 可 见 ,8D 的 诱导 定向 与 数学 分 析 中 所 用 的 定 
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向 之 规定 是 一 致 的 . 

3. Stokes 公式 . MEDE RHA [5 ANEA Stokes 从 
AWF: 

定理 AL5.3 (Stokes 公式 ) WEM OS uIsEmIWUÉ,. DEM 而 
8D MTER, co € UM), WE 


| e) = | dc, (A.5.6) 
an in 


WE. AORT M LRE AE WO Maii UO. dX 
G = 1,7, ND) EMBETER- -的 Ce” 分 制 ， 


一 "-—— 
tQ > wK; = > Dje 
i i 


TR 
diu = 2 dids 
从 而 有 | 
hen E fpo PM 
EUD, N | zo m], domo 这 由 微 积分 的 基本 定 
再 立即 得 证 ， 因 此 | dw 中 只 余下 了 适合 U,DOD = Ø 的 那 此 


m, TEADS UCR H 
UND= {xE U, x, Z 0} 
U;f]18DCix, = 0} 


这 样 设 wi 一 of GOdn No Adain Ndra 有 
M o 7 之 "n i 
一 之 x. PG dn Ni Nd o Nds, 
== | O aiPGO lundi A o A dra 
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Tote AÓ—9À e 


- 5 (—1)» | , ag (xtate, (dx, - "Xs. 
R" 


男 一 方面 ， 
{a} 
do, = $1 C P» d, o Nx, 
所 以 
| 4e = De SE nA Na 
D "i j NM Em uu fa 
nl ti 
- S co] Baj. da Att Adan 
j=i PEE Tai Ər; 
" coe 8c 
十 《一 Ta m c" A. 
(Dr asus Onda 
因此 
f w = f do, 
BD D 
至 此 定理 证 毕 ， 


Stokes 公式 在 力学 与 物理 学 市 占用 广泛 ， 数 学 分 析 中 一 些 重 
要 定理 都 是 它 的 特例 ， 俩 如 对 DD 二 [a,b]CM -HB,o-FU), 
因为 BD 一 { — {a}, 所 以 Stoke: 公式 现在 成 为 

F(B) — Fla) 一 | dF (x), 

即 经 典 的 微 积分 的 基本 定理 . 

又 如 DCM 一 R', EERS di R zou ER A BE R9 iE 
[81,9D 上 赋 有 诱导 定向 即 通常 的 正 同 : 令 w = Pdr + Ody, 有 

80 _ OP) y, 
"n Pdz + Ody = Í] oe a)’ dys 


这 就 是 Green AA. 
车 DCOM 一 下 :其 上 之 定向 为 dxAdyAdz,OD 上 的 诱导 定 
向 是 与 外 靶 线 (作为 z 困 ) 成 为 右手 坐标 系 的 定向 ， 
w = Pay dz + QdzNdx t Rdx Ndy, 
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f u= f Pdydg 十 Odsdx + Rdrdy, 
Jen an 


而 Stokes 公式 现在 成 为 
NL + oOdsdx 十 Rdxdy 


BP 80 eR 
= 十 一 = 一 dxdyd 
j.G 8» ub» OV 


Bü Gauss 5E E, 

AIERZA aE, 0X 上 的 诱导 定向 与 3 的 定向 
的 关系 正如 Green AAR D ZENS OD 定向 的 关系 ， 令 uw 
Pdx + Ody + Rdg, li 


.(8R . 80 SP _ ƏR 
do (5 9c) dy Nds + (5 o.) de 
Əl OP 
这 时 Stokes 公式 就 是 数学 分 析 中 习 见 的 Stokes 公式 


{Pes + Ddy 二 Rdz == j E 一 22) dydz 
HP ÖR 8 BP 
+ (SE 一 25) dzdx 十 (se 一 a) drdy. 
Stokes 公式 是 一 个 十 分 深刻 的 结果 如果 我 们 把 积分 看 作 敏 
分 形式 与 积分 域 的 对 侦 , 抬 8 看 成 一 个 算 子 ， :D> 8D. Ro 
RAF, Stokes 公式 就 可 以 写成 
(8D, w% = (D, dw). 
所 以 4 是 8 的 对 但 牌子 ， 因 此 有 时 称 为 上 边缘 算 于 ， 通 过 这 种 对 
偶 关 系 的 研究 ,可 以 得 到 de Rham ERER- MORAR DNA 
关系 ,这 就 是 de Rham 理论 的 中 心 肉 容 。 
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$1. Hamilton 力学 


L 力学 的 基本 方程 。70 年 代 以 来 ， 线 性 偏向 分 算 子 理论 最 大 
的 进展 是 微 局 部 分 析 的 出 现 。 它 使 人 们 认识 到 ， 应 该 在 余 切 从 上 
讨论 微分 算 子 ,而 不 只 是 在 底 空间 上 进行 。 微分 流 形 的 余 切 从 有 
着 特殊 的 几何 结 梅 , 这 种 几何 就 是 辛 几 何 。 辛 几 伍 其 实 已 有 很 长 
的 历史 ,过 去 , 空 一 直 与 分 析 力 学 紧密 地 联系 在 一 起 ， 因 此 ， 我 们 
先 介绍 分 析 力 学 中 的 一 些 基本 概念 ， 这 些 概 念 对 于 线性 偏 微 分 算 
子 是 极为 重要 的。 

讨论 构 形 空间 M (这 是 一 个 微分 流 形 ) 上 的 力学 系 有 两 种 方 
A; 其 一 是 在 M BE TM 上 讨论 。 这 时 设 * 是 M 上 的 动 点 ， 
x—cx(D 是 该 力学 系 的 轨道 ,于 是 *(t) 是 速度 ， 它 是 一 个 切 向 
E. 这 个 力学 系 的 动能 是 x 的 二 次 型 一 (2,42). A 是 一 个 正 
EPK., — 如 果 该 力学 系 有 位 能 U(x)， 则 称 二 者 之 差 Ln2:)— 
T — U 为 此 力学 系 的 Lagrange A$. 为 学 的 基本 方程 可 以 用 
Tip RIESGO. 

ERRA. SERERE EIE 


3 一 Le oa (8.1.1) 


作为 一 个 泛 阔 的 驻 定 曲线 。 
由 变 分 学 的 基本 原理 知道 , 力学 系 的 轨道 x — x6) 应 满足 
Euler-Lagrange 方程 


a(o — OL o Pep ied (8.1.2 
di 5 Ox; ra ) 


这 里 r= (artta) 是 M 上 的 局 部 坐标 系 。 如 果 M 就 是 R”, 


-563 。 


bU 


L-T—U- i D mil +y t) Ulery)» 
jmi 


而 (8.1.2) 就 成 为 # 个 质点 之 组 的 Newton 运动 方程 。 
mä; + U —9, 


mifi +2 ye, jm b2,:m 
Oy 


mj + alU 一 0, 
zi 


YEtU]A TM 上 讨论 力学 系 称 为 Lsgrange 力学 。 它 的 基本 方 
程 组 (8.1.2) 是 n (n 为 自由 度 ) 个 二 阶 微分 方程 , 称 为 Lagrange 
方程 组 . 

也 可 以 在 余 切 从 T*M 上 讨论 力学 系 。 T*M 在 力学 中 称 
为 相 空 间 。 这 耻 我 们 不 是 讨论 广义 坐标 x; 与 广义 速度 t» 而 是 
讨论 广义 坐标 n 与 广义 动量 p= 2L, ASEN P? ER H 向 
量 。 从 切 从 转 到 余 切 从 是 通过 Legendre 变换 , 即 引 人 (xz,p) 的 
函数 一 一 称 为 Hamilton 函数 

H(x,p) — £p — L(x,£), (8.1.3) 


式 右 的 * 应 理解 为 (x, p) 的 函数 ,这 个 函数 关系 将 由 p= z 来 


确定 。 
Hamilton 函数 的 力学 意义 是 总 能 量 。 因 为 动能 是 e 的 二 次 
齐 性 函数 ,所 以 由 Euler 恒等式 ,有 


H = p — Lla.) = ÊE — (T — U) 
=: ĉl- T- U)=T +U. 
ðt 


在 余 切 从 上 力学 系 的 基本 方程 是 Hamilton 方程 组 。 实际 
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上 ,我 们 有 
定理 &1.1 Lagrange 方程 组 等 价 于 2n 个 一 阶 方程 形成 的 方 
程 组 
BH zd (8.14) 


p — —, $= 一 9 


Ox Op 


这 里 Hamilton MAH h Legendre Æ$ (8.1.3) 决定 。 
d. HÆR Hamilton AA H(x,p) 的 全 微分 
oH oH 


dH = DH gy + 2H dp, 
Be T ap f 


男 一 方面 ,由 8.1.3) 又 有 
€ BE 
dH ~ zdp + pdż ER d£ x dx 


i3 


一 dp 一 9E 
Ox 


比较 aH 的 这 两 个 表达 式 有 
T= ƏH oH -— — ƏL 
Op” Ox ðr” 
攻 此 Lagrange 方程 组 
(2 — Lo 


di Og Ox 
等 价 于 
p= H 2204 (2) — 8H 
öp dt \ôðž ox 
定理 得 证 . 


X 8.1.2 H(x.p) 是 Hamilton 方程 组 (8.1.4) 的 初 积分 。 
证 。 在 力学 系 的 一 个 轨道 z= al) p= pG 上 


d OH dz , ƏH dp 
T. 9 T p 0, 
p OORS a T O E 


证 毕 。 
这 个 系 就 是 沿 着 力学 系 的 轨道 能 量 守恒 。 当 然 ， 在 不 同 的 轨 
道上 ,能 量 值 基 不 器 的 ， 


fi. 75; Kepler AE, MARAEA m PR GU OHA 

下 于 一 平面 内 的 运动 。 设 这 个 力 场 有 位 能 U(r) 一 —k/r, 是 
第 数 。 采 用 极 从 和 标 系 《r ,9)， 则 动能 是 
T 一 - (Pg 4. r8», 


Lagrange DA X25 
L-T—U- 2 gue ne 4, 
r 


而 Lagrange 方 程 成 为 
d (2)- 2: - m? 一 mr + i- 0, 


d: \ OF Or 
4 (8E) — 3L £ mrih) = 0, 
di \ aĝ 00 dt 


由 后 一 方程 得 到 mr' 一 congt， 这 就 是 角 动 量 守重 . 为 了 求 它 的 


Hamilton 方程 组 ,我 们 作 Legendre 变换 
(ri0,7,0) > (r 8i Prs Pa)» 


pm ŽE = m, pa = 中 一 mr 


这 时 动能 成 为 


* t 
而 Hamilton 函数 是 { 设 m= y & 1) 


H= T +U = (g 85) — 1. 
r r 

当然 也 可 利用 H= fp, 十 Bps 一 上 来 计算 , 结 来 亦 同 。Hamilton 
方程 组 现在 是 

dr || OH ,,,. 40 _ OH alpe, 

di öp, " dti Op, r? 

dp m — OH, 2p l dps. 9H. 

di ar r DÜ d 98 : 


15667 


这 里 又 一 次 得 到 角 动量 po 守恒 ， 
由 po | CERO RS —2pir. 又 有 
s= uf Z, (8.1.5) 


由 能 量 守 恒 
a zi d Lu MD US a 
H=T+U= 1(r+ E- Letto). 
一 (eco 一 与 一 上 称 为 有 效 位 能 ) 
r 了 
得 到 
dt =a —— (8.1.6) 
| Iz — alr) 
(8.15) 5 (8.1.6) 和 解 出 了 Kepler 和 问题， 
2. 典 则 寥 换 。， 在 上 面 的 例子 中 由 平 铭 直角 坐标 转 到 极 坐 标 是 
一 个 关键 的 步骤 , 若 采 用 直角 坐标 (x. yo. H ER HG Ys pep) 
四 个 变量 , 求 积 Hamilton 方程 组 将 不 是 很 容易 的 事 . 现在 二 中 不 


& 0, 因而 M c0 从 而 得 到 一 个 守恒 律 。 Regn, Hp 
不 含 某 一 变量 (这 种 变量 称 为 循环 坐标 ), 就 可 以 得 到 一 个 守重 律 。 


守恒 律 是 一 个 初 积分 ， 从 数学 上 说 ， 其 作用 是 使 Hamilton 方程 
组 降 一 阶 。 上 面 我 们 就 是 用 了 两 个 守恒 律 ( 角 动 量 和 能 昌 ) 将 Ke- 
pler 问题 化 为 求 两 个 积分 。 这 个 例子 实际 上 是 求解 Hamilton Jj 
程 组 最 有 效 的 方法 : “寻求 一 个 变量 变换 ， 使 Hamilton 方程 组 形 
状 不 变 , 而 同时 使 Hamilton 函数 息 可 能 简单 ( 找 出 尽 可 能 多 的 循 
环 坐 标 )， 以 得 到 种 种 守恒 律 。 这 种 变 换 就 称 为 典 则 变换 ， 

为 了 讨论 典 则 变换 , 我 们 再 引 人 Poisson 括号 的 概念 ， 设 有 
一 个 物理 量 Fap) 则 沿 著 力学 系 的 轨道 有 

FG) = Flr) 


面 且 
dF _ BF dzj | OF dpi) 
dt i Ox; di Opi dt 


9557 。 


OF OH OF aH 
7X os in on) 
此 式 右 方 常 记 作 —(H, F), 而 定义 Poisson 括号 为 
{H,F} = X (0 x) (8.1.7) 
于 是 有 
定理 81.3 沿 某 一 力学 系 的 轨道 ,物理 量 F(x,p) BEAR 
微分 方程 


2E ~ —{H,F}, (8.1.8) 
dt 


五 为 此 力学 系 的 Hamilton 函数 。 
由 此 直接 可 以 得 到 
系 8.1.4 F(x,p) 是 某 一 力学 系 的 初 积分 当 且 仅 当 
{H, F} = 0, 

由 以 上 的 讨论 可 以 看 出 Poisson 括号 的 重要 性 ,因此 ,我 们 给 
出 一 个 定义 : ” 设 由 是 相 空 间 到 其 自身 的 微分 同 胚 ( 即 坐 标 变换 )， 
我 们 给 出 

EL 84.5 若 对 任意 函数 F.GA 

[F,G)op = (Foo, Gop}, (8.1.9) 
则 称 9 29 SEU 2E ER, 

所 以 典 则 变换 即 保持 Poisson 括号 的 变换 ， 

由 定义 直接 可 得 

定理 8.1.6 在 典 则 变换 下 ，Hamilton 方程 组 的 形状 不 变 ， 

证 。 没 有 和 典 则 变换 @:(x,p) Fr)。 于 是 出 定 义 


D (2E 2G 2E 2G) n yy IP ac F ac 
| `x; Ôp; — Op; Oz 7 0x; Op, Op, Ox, 
4 F(x,p) m" x; (xp) 则 而 定理 8.1.3, 有 


di IH.) DH 
dt n sir Op, " 


a, S F(x,p) -— P p) 又 有 
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ze — 一刀 :mi 一 一 mei 
刻 划 典 则 变换 还 有 另外 两 种 方法 。 为 方便 计 , 以 下 我 们 用 n 
代替 *。 于 是 设 有 变换 
P: p) t— CQ, P). 
mR o ERURKI 
ðP; 8 dp; OPi\ 
tr Pd = (S5, pt ~ ap, mp.) x 
i959 -, 
{Oi P. = 8j, 
[HIS ES AER R. (gs p), (8.1.10). 是 8 的 导数 的 二 次 式 的 条 件 ， 这 
个 条 忻 如 时 用 给 阵 形 式 来 写 则 是 
Led id (8.1.11) 


IE 


9' 是 中 的 Jacobi HE, P RERE. 一 个 变换 多 若 甚 Jacobi 


(8.1.10) 


又 有 
定理 81.7 9 为 典 则 变换 当日 仅 当 由 ' 处 处 为 辛 眠 换 。 
第 三 种 刻 划 典 则 变换 的 方式 是 通过 所 请 辛 形式 


w — Ý dph dgh (8.1.12) 
ARRAT UL IER 
定理 8.1.8 为 典 则 变 焕 当日 仅 当 
Pro ma o, (8.1.13) 


现在 回 到 力学 系 的 相 空间 。 设 其 一 个 局 部 坐标 为 《9*z)， 且 
4 是 底 空间 ( 即 构 形 空间 7 的 坐标 。 车 对 底 空 间作 一 个 坐标 变换 
:9 上 > 8(q9)， 我 们 恒 可 把 它 扩充 为 一 个 典 则 变换 
9: (4, p) CO, P). 
为 此 ,我 们 仅 需 找到 一 组 Py, P. 使 之 适合 
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23 dP,AdQ; — $3 dpi^dqi. 
不 仅 如 此 ,我 们 也 可 以 找到 了 使 之 适合 
Z PidQi ~ D pida; (8.1.14) 


只 村 对 上 式 双 方 求 外 微分 4 即 得 (8.1.13)，a 一 Y) pida; 与 辛 形 


式 % 同 样 都 是 十 分 恒 要 的 ， 有 时 称 4 为 Liouville 形式 ， 但 由 
《8.1.14) 有 

X(X 5$ mue. 
比较 双方 ,并 记 p» P 为 列 向 量 Cp» ttt p.)s (Pio, P) 
P = [iC] "p. 这样, 我 们 即 得 所 需 的 典 则 变换 

P: Casp) (Ola), 'Q'Go) !p). 
RUA h FRE 3E 35 3 E Eh JE RKR AR AE 3 Tofu RS] Bü UI E 
E. 

3. 生成 函数 ，Hamiliton-Jaeobi 方程 。 上 面 已 见 到 典 则 变 
换 的 重要 性 。 问 题 是 怎样 找到 典 则 变换 ， 方 法 之 一 是 应 用 生成 亲 
数 。 考 虑 典 则 变换 

P: Cp) (QP). (8.1.15) 
它 的 图 象 卫 定 义 为 
r = i(q pQ: P), CQ. P) = Dlg, p). (8.1.16) 
设 我 们 可 以 用 〈p:9) 作为 了 上 的 局 部 坐标 , 则 在 了 工 上 有 有 


(x gapi + X PidQ; ) 
-- (X 4n NS — X; 4P,N4Q;) — 0, 
ATRE bh SOO) 使 得 局 部 地 有 
2 qidpi + 2 PidQi = d$, 
亦 即 在 上 Ld 
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- 9g, Pis asee), (8.1.17) 
Pi 
就 是 说 ， 典 则 变换 (8.1.15) 可 以 通过 i5 $E (8.1.17) 生成 . 
所 以 SCs Q) RRO (8.1.15) 的 生成 函数 。 问题 是 什么 样 的 典 则 
变换 的 图 和 象 二 上 人 允许 以 (yp,90) 为 局 部 坐标 。 为 叱 , RIIKE 
变换 一 一 它 当 然 是 典 旭 变换 
id:O = q4, P = P. 

pi (8.1.17) 可 以 看 到 , 若 

Sp Q) 一 2 piQis 
MERETE. X EE eI DILE. Co» Q) 为 局 部 坐标 的 .所 以 ,接近 
于 模 等 变换 的 典 则 变换 必 有 生成 函数 S) X HL" BET JT 
到 一 阶 导 数 殉 接近 ,下 疗 。 及 之 ,我 们 有 

定理 8.1.9 若 S(p.Q) 接近 于 2 piQi; 则 定义 


8s(pQ) p,m SPQ) (8.1.17) 
Opi i 80; 


将 给 出 一 个 典 则 变 热 ， 
证 .由 于 5(p, 8) 接近 于 2 p;8;， 上述 的 定义 确实 是 一 
个 坐标 变换 ,而 在 此 变换 的 图 象 上 可 以 用 (p,8) 作 为 局 部 坐标 .由 
(8.1.17), 
D PuQi + XI tdp  dsC o Q. 
内 此 , 取 外 微分 后 即 有 
DaPin dQ; = 2) dpi dai 
而 定理 证 毕 - 
利用 这 个 定理 ,我 们 要 作出 一 类 重要 的 典 则 变换 。 改变 一 下 


记号 AHZAB Hamilton 方程 组 
dt Oni di Oys 
的 Cauchy 问题 
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yO) = z, n0) — £, 
由 于 (8.1.18) 是 一 个 自治 系 绕 ( 即 右 方 不 显 含 时 间 nD, 其 解 对 一 切 
IER 均 有 定义 , 潭 且 可 以 认为 这 个 解 定义 一 个 含 单 参数 上 的 变换 
Di: Ces E) Cy m). 
M P—0 时 ， Ø = id, 而 且 i5.) 对 t 具有 半 群 性 质 
Dts — DO,. (8.1.19) 
(6,) 称 为 Hamilton 流 , 我 们 要 证 明 
定理 8.1.1? Hamilon 流 对 任意 上 部 是 典 则 变换 。 
证 , 用 gradH — (S7, DH) DURO SERE /可 以 将 Ha 
milton 方程 组 写成 
(yon) = JgradH, (8.1.20) 
HERTE (y) HAHEI Jacobi WREX Qi» ADAF 
d 


Top. = JHO, — Fd, 
2? Heo , 


H" SERH HU. Hess BE 


A-AA. 现在 计算 E Co J9: )， 有 
d ruta RER EEE e, 
P 村 e; ) ^e T DI Ds 
= Qu FID, + '0,JFQ; 
一 qu CFI CIE 
= @ [— (IF) + Flo. 
= H, [-H" + HH"); = 0. 
这 里 我 们 利用 了 了 ARARE, 从 而 S = 一 J， 以 及 P= 
和 H” 为 对 称 挎 阵 , 所 以 'H" — HU, JF e PH - —H'U, 
以 上 我 们 证 明了 Jo ESRB] 上 253 (EU om 0 时 ,由 于 
初 值 条 件 D | m 1, 因此 对 一 切 # 
‘p, dp, = 1, 
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由 定理 8.1.7 4, 为 典 则 变换 。 证 毕 。 
prO 时 , 典 则 变换 @ 一 i4， 具 有 生成 函数 
SCy,5) = Pini 


CERBER Cg) 相当 于 前 面 的 (4g,p)，(y, 7) 相当 于 前 面 
的 (8,P)), 所 以 当 :充分 小 时 ,@ 也 应 有 生成 函数 Sy E). 现 
在 我 们 要 问 怎样 求 SO 5)， 这 里 我 们 变 用 到 {0} H FHA. 
356 YE BI] TH2E o, 和 go 这 里 和 + 都 充分 小 : 


(xy DI te Gs D HEt). (8.21) 
相应 于 它们 的 生成 函数 为 SE) S.C)» MEM F. Dr 一 
4,59, 的 生成 函数 是 Slr). RATZEA 
引 理 8.1.11 在 op, 的 图 象 
r = (GE yo»m xt); (yon -dx,5), 
Cæ) — diCy om) 
上 , 恒 有 
Sí E) = SY) E) SG) — Di my (122) 


证 。 由 生成 函数 的 定义 
xj = PSD, qi aS) 


08; ay; 

所 以 

d$,(y, 5)— D, xidli 十 2i nid yi. 
同 理 

dS,(z53) — D, yidni t D) Lidzi, 

j F 

4S, (2, E) 一 2: zid; + 23 Gid Zje 

比较 即 有 


d$,,, = dS, + d$, — d >i nili. 
i 


利用 当 nr—0 时 56 一 D yi5;, 即 得 (8.1.227 XX. 
i 


*573 5 


现在 证 中 主要 的 定理 
定理 8&112 S,(x,5) 适合 Hamilton-Jacobi 方程 


[A ( 0$, :)— 
一 并 十 五 — 0 .1.23 
Eom . (8 ) 


证 . 将 Ct) £2 展开 有 
gj yj dt Suum) + O(r?), 
qi 


好 一 市 一 上 Hu + Olr’). 
Y 


由 前 式 


yi £i —* rcm + Olr’), 
ni 


现在 
d$ (1,2) — X) yid + $3 ndy; 
7 ; 


一 2j (zidni + nidsi) 
—r > s. dy; + 2E P dmi) + Or»), 


对 Hamilton —— € 2nd 方程 组 ， 
从 而 也 不 改变 Hamilton 流 生成 的 典 则 变换 ,加 时 利用 + 一 0 时 


$,— Eny: 即 有 
Skarn) = Bins — HO m + Olr’), 


代入 《8.1.227 有 
S, 02) = Sy, E) + 2 mi 3 y) — cH(z,9) 


+ O(g)-SG.-— 2 99i) (zi — YD 
十 P aa; — y) — TH) + OC, 
Br 9S id) = Mis 故 


二 9 


Lgs...) — $(2,5)] = Hlan) + OC), 
Zro, 并 注意 到 一， 即 得 


95, + 8(s, B) Lo, 
Or : Oz 


久 上 的 讨论 告诉 我 们 ,为 了 求 出 生成 函数 ,只 需要 求解 一 个 一 
阶 偏 微 分 方程 。 下 面 介 绍 研 究 以 下 形状 的 一 阶 偏 微分 方程 
Ou 
F (s. Su ) 0 (8.1.24) 


的 一 种 观点 。 
设 > 是 流 形 M 上 的 动 点 ,由 于 Dn EARI E, 所 以 引 人 
T*M 上 的 纤维 坐标 上 代替 《8.1.2f)。 我 们 考虑 T*M 上 的 方程 


FÈ(z,5) = 0, (8.1.25) 
HTF E LEGE GER w 对 + 的 偏 微 商 ,所 以 应 有 
& = Si(x), (8.1.26) 


因此 我 们 实际 上 需要 求 的 是 T*M 的 一 个 #* 维 子 流 形 A, 它 可 以 
pk (8.1.26), 即 可 以 用 底 空 间 的 坐标 作为 局 部 坐标 ， 内 此 它 必 
TERRAL. 更 重要 的 是 (8.1.26) 的 5; 应 是 某 一 函 数 
u= (x) 的 篇 导数: = Č, Ae, E 应 该 适合 一 些 可 积 性 


Ox 
条 件 
08; a ÔE: (8.1.27) 
Fu Fu 
(s Or Oxi FT 
这 一 条 件 可 以 用 另 一 形式 来 描述 。 在 T*M 上 若 虑 一 个 二 次 外 形 
式 ( 见 (8.1.12)) 


w 一 2j d£; A dxi, (8.1.28) 


它 在 4:5 560 上 的 限制 是 
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= ; T Oi 085 de, A dx 
€ |A 21456) ^ dži 2i ( n )és dmi. 


因此 可 积 性 条 件 《8.1.277 成 立 的 充分 必要 条 件 即 中 在 4 上 的 限制 
为 0. 

由 于 这 个 概念 具有 多 方面 的 应 用 ， 我 们 将 称 T*M 的 适合 
wjA= 0 的 #* 维 子 流 形 为 Lagrange 于 流 形 。 因 此 ,求解 一 阶 偏 


微分 方程 (8.1.24) 化 成 一 个 几何 问题 ; RRA T*M 的 一 个 
Lagrange 子 流 形 4， 并 使 得 ; 

(D A SLT IPAE, 

(2) ÆA E (8.1.25) 成立. 

以 上 我 们 从 Hamilton 力学 的 基本 概念 人 手 引 入 了 辛 几何 的 
最 基本 的 对 象 。 由 于 我 们 的 目的 仅 在 于 提出 几何 问题 的 力学 背 
景 ,所 以 对 这 些 力学 问题 的 处 理 都 加 以 简化 了 -读者 如 果 需 要 进 一 
步 了 解 这 些 力学 理论 ,最 好 的 参考 文献 自然 是 Arnold 《ApsoxpE) 
[i11。 以 下 我 们 将 要 系统 地 展开 辛 几 何 的 理论 。 


$2. x 代数 


1. 辛 空间 ， 辛 几何 研究 具有 某 种 构造 一 一 辛 构造 的 微 分 流 
形 。 这 个 流 形 的 切 空 间 也 因此 有 了 代数 的 辛 构造 ， 这 就 是 辛 代数 
B9x] Se —— 3c Z2 IRI, 
式 w 的 实 线性 空间 《以 下 仅 限于 有 限 维 空间 )，w 时 常 称 为 其 
FEA, MEZAR U vo). 

反对 称 人 性 即 指 对 了 的 任意 元 > 与 了 都 有 


alx, y) = —o(y,x). (8.2.1) 
它 也 可 以 表 为 等 价 的 条 件 
wlx, x)= 0, Vx €V, (8.2.17) 


非 退 化 性 即 指 对 任 一 x € V, $ 
w(x,,y) = 0, Vy €V, (8.2.2) 
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则 必 有 xo 一 0、 注意 到 wo(xs,。) 是 了 上 的 线性 形式 ,所 以 非 退化 
性 就 是 说 : 如果 x 使 这 个 线性 形式 成 为 零 形式 ， 必 有 x= 0, 

£E*EÍBI V S| A SER AE x 一 《zi crx Y m nsus 
m= dimV 以 后 , 双 线 性 形式 成 为 


wlx, y) 一 bo Aiiki h 


SL 


这 时 ,反对 称 性 就 是 。 和 矩阵 A= (au) 是 反对 称 的 ， 
A= — A, 


而 非 退 化 任 就 是 ， 荐 号， ojxi 一 0， 必 有 INIRE 
但 这 就 是 说 息 阵 4 是 非 奇 异 的 ; 
det z 0, 
$11. UE V = Rao， 其 中 点 的 党 标记 作 rm Cr 6. 
Est ES), y (stt ET TEREE s 我 们 定义 


(x, y) = D, Gm — yi). (8.2.3) 
j21 


很 容易 看 出 ,是 及 对 称 的 非 退 化 的 双 线 性 形式 ,因此 CR 0) 是 
一 个 辛 空间 .在 这 个 坐标 对 下面, 相应 于 % 的 引 阵 是 
0 1 
4A-( ， op mate. (8.2.4) 
XkBhEE$1(8.1.11) 中 的 标准 辛 和 矩阵 。 以 下 我 们 要 证 明 , 所 有 的 辛 
空间 都 可 化 为 这 个 情况 。 
$012. 设 U 为 一 个 4 维 实 线 性 空间 ，U* 是 其 对 偶 空 间 , 因 此 
也 是 # 维 实 线性 空间 。 对 于 V — UGQU* 定义 其 上 的 实 信和 双 线 
性 形式 如 下 : 对 于 n = npu) n Gn 1). XE X. 
OVi) = ur (Gn) 一 ut n). (8.2.5) 
很 显然 , 它 是 反对 称 的 。 非 退化 性 证 明 如 下 : EA 
sQ€ V, Opt = 0, Vo EV, 
则 取 


有 


y, (6,0), 
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0 = wfo n) = —uft s), Viu €U, 
所 以 st = 0. 问 理 取 n= (0,400. 又 有 už) = 00, YuE 
U*, WMA 70, ZE CV) 成 一 辛 空间 。 

取 上 和 U* 的 对 偶 基 底 Cei, Se GF, 使 v1 一 
(x39 本 例 中 
的 o 即 成 为 例 ! 中 的 w， 因 此 例 1 中 的 将 称 为 续 准 辛 形式 . 

辛 空间 和 Euclid 空间 有 一 点 相同 , 妇 同 是 在 一 线性 空间 上 峰 
以 一 个 双 线 性 形式 。 不 过 Euclid 形式 是 正定 的 (当然 也 就 是 对 
称 的 、 非 退化 的 )。 这 样 ,就 可 以 用 这 个 双 线 性 形式 定义 正 交 性 SIE 
交 补 空间 等 等 ， 类 似 地 ,我 们 就 有 

EX 8.2.2 ig Vro) 为 一 辛 空间 。 若 对 其 中 两 个 元 66 
有 olo, v4) 一 0， 则 称 w es SET. 一 声 与 一 固定 元 六 
正 交 的 元 显然 构成 了 的 子 空间 ， 称 为 其 注 补 Qe: 


Qn» mR iiv € V ,oQn,v) -— 0y, (8.2.6) 
与 此 类 似 , 若 LCV RORTOxBLRSpDEXLR)X59 
(LY = iz;v€ V (uv) = 0, vu€ L), (8.2.7) 


FERS Euclid 正 交 性 有 一 个 根本 区 别 ， 即 ev, v) = 0, 
部 辛 空间 中 任 一 元 素 必 辛 正 交 于 其 自身 ， 由 此 ， 辛 空间 的 任意 一 
维 子 空间 均 售 于 其 自己 的 辛 补 
R 中。 实际 上 ， 了 的 任意 一 维 子 


ec 站 一 -一 一 
室 间 必 可 写 为 L 二 iw; € V. 


/ suQ26 0,27€ RJ, ZU, LCE’, 

$ / 例 3， 考虑 前 面 的 例 1 并 

令 ”一 1, 则 or,y) 即 图 1 中 

0 Pix, é) 的 平行 四 边 形 OPRQ 的 有 向 


面积 。 它 的 一 维 子 空间 邑 过 0 
的 某 一 直线 。 两 边 同 存 此 直线 
上 的 平行 四 边 形 面积 自然 为 0, 
这 个 例子 中 对 《R?,w》 的 几何 解释 以 后 经 常 要 用 到 ， 

Euclid 空间 中 的 Euclid 度量 建立 了 它 与 其 对 假 航 同 构 。 同 
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样 ,对 于 辛 空间 也 有 以 下 的 基本 定理 ， 

定理 8.23 PZH (Vso) 道 过 % 建 立 了 TV 与 V* 的 一 个 同 
LP 

证 ， 任 意 s€VV 均 可 生成 VV 上 的 线性 形式 如 下 : 

Q.V--V*, Vv —>aolr, u) = Qv, 
OW ATEURMERY. CERAH, 因为 若 go 一 wlv,w) — 0, Mh 
的 非 退 化 性 必 有 v 一 0， 有 限 维 线性 空间 的 单 射 自然 是 同 构 ， 

由 此 立即 有 

命题 8.2.4 codim(L)" 一 dimL, 

证 . h (LY 之 定义 知 

QC(Ly = L 的 零 化 子 空间 ， 
MA OQ 259 HIS A codim(L)" =codim ( 工 的 零 化 子 空间 ) 一 dimz ， 

由 此 命题 ,立即 又 有 

定理 8.2.5 设 工 与 M 为 六 空间 (FV ,w) 的 子 空间 , 则 

(1) (Ly = L, 

(2) (L + MY — LNM”, 

(3) (LAMY —L'- M*, 

(4) LCM —» MCL, 

XE. (D AFETE LCOL'y. Bj 

dim( L7)" = codimL" 一 dimL, 
故 C1) 成 立 . 

D Xi ve (CL 十 MM， 则 对 任 一 wx&€ 工 ,因为 wx 一 wx 十 0E 
Ld M, FA c(v,u) — 0, 办 此 reL”, AM reM’, 从 而 
s€L'(M*. MZ, veLuüM',NJDAEE xe L-- M 均 可 
EX 4«—uccusuu€L,,um€eM, W 

to( v , u) — wv uj) + olem) = 0, 
亦 即 s€CL +MY. 

G) 由 C» 和 (1) Bp, 

(4) BERN E X CL AHR. 

2, 3e ie) 89 3 2 [8] , 辛 基底 ， 设 有 辛 空间 CV ,o) 及 其 子 空间 
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KL， 由 上 和 5" 的 关系 可 以 划分 儿 类 特别 重要 的 子 空间 ， 

EN 8.2.6 

(2) 3 LCL, WIE L 为 对 合子 空间 ; 

(3) Æ L 一 L, WLX Lagrange f 

(50 Xi LAL 一 {0}， 则 称 工 为 辛 子 空间 ， 

为 了 刻 划 这 些 子 空间 的 性 质 ,我 们 先 来 讨论 (V,w) EREL 
LARTER., KEE 

命题 8.2.7 (V, o) LILNL 上 诱导 出 一 个 自然 的 辛 构 
xi. 

证 ，% 在 LNML” 上 的 限制 自然 为 0, 因此 若 取 wveL 在 
LÍLOL* 中 的 等 价 类 {ww],[v] 的 任意 不 同 的 代表 元 w，w’€ Ded 
s, 9'€[v], ZU 

olu, v) == o(u', v), 
因此 , 可 以 用 这 个 公共 值 作为 wC[w], (1). 的 定义 ， 而 “在 L/ 
LOAL 上 诱导 出 一 个 实 值 双 线 些 形式 ， 记 作 o. wr 显然 是 反 
对 称 的 ， 

现 证 ws 是 非 退 化 的 ,为 此 假设 有 [Lx] 使 wr《[w],[v]) — 9, 
vie) eL/LOQ L^, W lu] 之 代表 元 u, M w《 工 ， 而 且 对 任 X 
的 e€L,H ols) 一 0， 这 就 是 说 x€ L"。 因此 4€L(|L? 
而 [wx] 一 0. üEER. 

把 这 个 结果 用 于 定义 8.2.6 中 的 各 种 子 空间 ， 对 于 辛 子 空间 ， 
因为 LOL = {0}, 而 LILNL* 一 上 ,所 以 o, EL ERIS 
形式 ， 就 是 说 ， 工 在 诱导 辛 形式 下 成 为 一 个 辛 空间 ， 所 以 工 称 为 
辛 子 空间 。 对 于 对 合子 空间 ,因为 LCL, 所 以 wr 是 LIE 上 
的 辛 形式 。 对 于 迷 向 子 空间 ,因为 LCL’, 所 以 L/LAL =L] 
L ~ (0), 在 其 上 的 双 线 性 形式 一 定 是 0 ËA, o 自 不 例外 .这 
还 可 以 通过 计算 看 出 ; WER «€ L, 内 为 LCL ”， 所 以 例如 
u€L' Wi olu) 一 0， 所 以 o 在 上 的 限制 必 为 0。 对 于 Lag- . 
tange 子 空间 自 也 如 此 ， 可 以 看 到 Lagrange 子 空间 是 "BOX 
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的 迷 向 子 空间 . 实际 上 ,我 们 可 以 把 任 一 迷 向 子 空间 扩大 为 Lag- 
range 字 空 间 ， 从 而 让 明 Lagrange 子 空间 是 “ 极 大 "的 迷 向 子 空 
W. 我们 先 来 证 明 

定理 8.2.8 7E L,,L, 是 两 个 迷 向 子 空间 , 且 LNL: = {0}, 
则 必 可 找到 一 个 Lagrange 子 空间 M, 使 LCM ifi L01M-— 
{0}. 

证 ， 令 F [= yae 工 ; 而 与 工 : 只 交 于 (0) 的 迷 向 子 空 
间 }, 则 因 LEF, AA 5 非 空 。 因 TV 的 维 数 有 限 , 故 必 可 在 
F 中 找到 维 数 最 大 的 元 (不 一 定 只 有 一 个 ) M， 今 证 人 为 Lag- 
range 子 空间 。 任 取 x; € MNM, W) M + im tER} 仍 是 迷 
向 子 空间 (请 读者 自行 证 明 ), 若 x09 0, JM + Us ER} A 
与 L; 有 非 零 公共 元 v — uix, EM, 1+0, Aor miu, 
则 vom t's 十 xz， 于 是 得 到 € MAM 的 一 个 表达 式 : n= 
zt — u, XE nE Li, tn € M, 这 个 表达 式 是 唯一 的 ， 因 若 
x. 有 男 一 分 解 : amv m EW, EL WEM, lll »,— 
va = f (4 — w), Mif eQ— 92€ ILI， 同时 因 它 等 于 1(w — w) 
而 属于 几 。 但 由 假设 LANM m 407, 所 以 som 9o, 一 w, XE 
一 种 分 解 亦 相 拓展 到 M E, 因为 M 中 任意 元 x 的 叭 一 分 解 只 能 
是 mw 一 0 十 w OELNAM, 总之, 我们 得 到 M" 的 直 和 分 解 

M* = (Lif1 MOOM, 

EF, RRR LNM = 10) 即 可 。 为 此 注意 到 ， 命 
题 8.2.7 BB oE M/M = Lj M" 上 诱导 出 一 个 辛 构造 五 ， 
这 个 可 以 通过 同 构 关系 转移 到 LAM E. PXE, FE ns 
mE Li) M 对 应 于 M/M 中 的 两 个 等 价 类 [1， [u], M h € M" 
定义 Bor, m) = mI), D91) 就 是 LN M" 上 的 辛 形式 . 它 
是 反对 称 双 线 性 形式 是 显然 的 ， 它 的 非 退 化 性 也 很 容易 证 明 . F 
实 上 , 若 oln, n) 一 0, Yn, MER oO), Ds) 一 ols, )— 
0,Vi, € M^, BiU i € CM")! = M., 因此 D] — 0 而 由 同 构 关 
A s,—0, [HEHEL IE fEZE, A o BUDE V EFEO dp LAM 
上 的 限制 。 伍 因 L 是 迷 向 的 ， 所 以 。 在 Li M? 上 的 限制 必 为 
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0, 从 而 名 一 0。 因为 M 也 是 迷 问 的 , 故 对 ”是 对 合 的 ,而 由 定理 
8.2.7， 其 上 本 应 有 辛 爸 造 ,现在 既然 碧 一 0， 可 见 M"/M = 10), 
而 M= M., ERTE, 

这 个 定理 告诉 我 们 ， 只 要 有 迷 向 子 空间 ， 就 一 定 有 包含 它 的 
Lagrange 子 空 间 。 但 是 了 确 有 “很 多 ” 迷 向 子 空间 《所 有 一 维 子 
空间 都 是 ), 所 以 Lagrange 子 空间 应 该 也 是 “很 多 "的 ， 下 一 个 淮 
论证 实 了 这 一 点 。 

推论 8.2.9 设 Lel: 为 迷 向 子 空间 且 LN L= {0}, 则 必 
可 找到 分 别 包 仿 La L 而 且 互 相 愉 交 于 {0} 的 Lagrange FZ 
闻 Mi, Mi. 

证 。 先 按 定理 8.28 EM A M 和 工 ; 用 这 定理 作出 Ma 

推论 8.2.10 每 个 六 重子 空 问 了 都 等 于 包 合 它 的 一 切 Lag- 
range 子 空间 的 交 ， 

证 。 只 需 证 明 工 外 任 一 点 «0 必 不 属于 某 个 包含 工 的 
Lagrange 子 空间 即 可 ， 作 L;— im, ER}, W] Li 是 一 个 迷 问 
子 空间 , H LN 人 NL 二 40}。 对 工 和 工 ; 应 用 定理 8.2.8 知 有 Lag- 
range 子 空间 MOL 而 MNL: = {0}, A sse 0, WM 而 
淮 论 得 证 。 

推论 8.2.11 Lagrange FÈ HERRAT ZHL 

现在 把 命题 8.2.4 应 用 于 Lagrange F 2x H) Cg oi FE 8.2.8, 
Lagrange FZU- EFEM S 

codim L = codim L" = dim L, 
因此 dim V = dim L + codim L = 2dim L, HE iM, -IFE 
EIE RU 

ELAME (7 ,w) 的 两 个 Lagrange 子 空间 而 且 LN M= 
{0}， 这 样 的 Lagrange 子 空间 由 推论 8.2.9 是 存在 的 。 由 维 数 的 
28 RRIA 


V = LOM, 
由 于 olus), »€L, v€ M 实际 上 是 “w 的 一 种 配对 ,我们 不 
PK L5 M*, M 5 L* 等 同 起 来 ;并 记 luv) 一 oluo), ME 
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中 两 个 元 zj 一 u; t vi, € L, vj€ MG 一 1 2), 经 计算 易 得 
exu, v) = (uj. 0)? — Cn, v), 

这 就 得 到 了 例 2 rbat d oo. PrEL,— DARRA MA Lagran- 

ge 子 空间 的 直 和 分 解 而 化 为 例 2， 再 渤 酒 即 可 化 为 例 1, 

在 Euclid 空间 中 有 一 类 特定 的 基底 EL S 老 底 一 一 
可 将 Euclid 度量 化 为 特别 简单 的 平方 和 形式 。 同 样 ， 举 空间 中 
也 有 一 类 特殊 的 基底 一 一 辛 基底 一 一 使 辛 形式 形状 特 动 简单; 

EM 8.2.22. 2w 维 辛 空间 (V, c) 的 基底 (ee f. 9 
hys f.) HER 

tole; ,ej) — olf: Fi) = vei, fj) — 8; — 0 
就 你 为 的 辛 基底， 
定理 8.223 E SdE EZB V Ef eA E. 
证 .一 切 辛 空间 都 有 偶数 维 ,六 为 非 零 , 故 可 设 
dimV = 25 > 0, 


设 
0 天 ee6Ep， 

南 吧 的 非 退 化 性 ， 必 有 而 上 7 使 o(e f) 1. 作 迷 向 子 空 间 
Li = {te; t ER}, L= (f; 16ER}, W LO L= {0}. 由 推 
论 (8.2.9) 可 以 作出 包含 天 的 Lagrange 子 空 间 MG =1,2) 
使 MNM: = {0}, 而 V — M@M, BERR Mic Mf. fr 
Mis Mı RIS SE 85 3s E E Ge Br SR HJ SEE TR, 

MAE ze FREI AE u = (xis tto Xes Eis 二) 
v = ys PERLES PRU 


wolu) = o( Sze; Tf, D yet wfi) 
i j 


一 NM i — £i). 
j 


这 就 是 例 1 中 的 (8.2.3)、 所 以 事实 上 仅 有 的 辛 空间 就 是 例 1 的 
CR pa), o 是 标准 辛 形式 ， 

3. 辛 构造 与 Euclid 构造 、 复 构造 的 关系 . EEHAJ FE 
ERE R*,o) 但 在 Rr" 上 还 有 Euclid 构造 
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(n ,v) -— 5 (Gxiy; + Em), w— {Kis ra Fis- +s £,)» 


t 


v = Cystes Yai Ms’. 0), 
R ”还 可 以 看 成 是 C"， 如 果 仍 用 上 面 的 坐标 ,并 记 其 复 坐 标 为 
Cn, ttt a HS) uj; m xj + di, 
则 C 中 自 一 个 Hermite 构造 (w, v) = S, ubi ix Hv; Ev 
i 
的 坐标 。 那 么 ,这 三 种 构造 有 什么 关系 ? 我 们 先 从 讨论 R 与 C 
的 关系 开始 ， 

C” 一 1G, … i)} 可 以 看 成 是 R*" 一 ICE Z2 3777 tt, 
tOBEIBSTSB).u-r bin. 但 C R” 因 系 数 域 不 同 , 前 者 允 
许 作 运 算 葬 以 VY 一 1 一 i, 从 而 iE; 有 意义 ,而 R 中 则 不 许可 . 因 
此 ,我 们 不 能 写 Cte BU, 而 高 要 在 后 者 中 引入 一 个 新 的 构造 使 
“RU: E EU pR, DERS, EA è 是 一 个 同 均 ,， 而 对 
复 向 量 * =x + ik, ium 一 上 十 ix， 则 不 妨 对 RU 也 引入 一 个 
同 构 7 使 在 上 述 坐 标 系 下 


JG, pos sps 51, * t8) 一 (—&; LET t,— RIED crn sXe). 
X FÉBS J 是 同 构 是 明显 的 ,重要 的 是 它 适 合 
天 一 一 上 了 为 2n 阶 单位 和 矩阵， (8.2,8) 
而 且 在 上 述 坐 标 系 下 , J BURRSEGEAREE l 


1 一 (_ i o) OnB, 


脱离 坐标 系 , 我 们 就 内 〈8.2.8) 出 发 给 出 复 松 造 的 定义 . 
定义 8.224 R” 上 引 人 一 个 同 构 7 了 适合 六 一 一 上 即 称 为 号 


Danais. 
这 时 ,在 R^ 上 就 可 以 定义 运算 


(a + ibju == au + bja, (8.2.9) 
而 R 成 为 复 + 维 空间 C* 称 为 Rr" 的 复 化 。 


C 上 有 Hermite 形式 en v) = yp ~= > spun ÆR A 
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不 是 双 线 性 有 形式， 它 对 #* 蚌 线性 的 ， ipu v EIE, xA 
A YR sesqui-linear WR. Hermite 形式 居 一 个 正定 的 sesqui- 
linear 形式 ， 如 果 记 wj x; mj. v = y ig, W 


Alo, u) 一 DI Qi t in) — iga) 


一 >; Gy; + Emi) ti » Gus; — Eyi). 

可 见 Hermite 形式 的 实 部 给 出 了 R" (C* RH S 化 ) 的 Euclid 
构造 ,其 虚 前 给 出 辛 鬼 造 ， 

上 面 我 们 在 一 组 特定 坐标 下 讨论 了 三 者 和 的 关系 ， 不 过 用 与 坐 
标 系 无 关 的 方式 自然 也 是 容易 的 ,我 们 把 它 留 给 读者 。 

虽然 R” 可 以 复 化 为 CB 上 的 实 线性 隐身 一 般 不 可 能 
化 为 C* 上 的 复线 性 映射 实际 上 f 要 化 为 2* 上 的 复线 性 缺 射 的 
充分 必要 条 件 基 

Ciu) = if), Vu € R^, 
JRRD 与 了 可 交换 ， 
foJ = Jof, (8.2.10) 


如 果 将 用 一 个 22 阶 实 秆 降 写成 分 块 算 阵 1 — (7. 0) Caes. 


C, DSA n MER), 则 因 J 一 (_， 


A B 
ps (. B 4) 
ik BR de BE— fox hz ARX 
A4 dB ( 5 2 
—B A 
右 方 的 2n Er 3cÓBRE E 292775 ABER SCR. 
特别 是 , 设 U- 4 dB REEK, BREA 
Į = UU* (A + iB)UA — i! B) 
= d'd- B'B-ri(B'4— AB), 


: 8.2.10) nk 29 C 
pp S210 RÄ C= 


—8, D= A, BD 
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则 实 表示 的 分 抉 应 该 适合 
AAT B'B(-m'444 ‘BB)=}, 
AB = B'A (RBA =m ʻAB), 
值得 注意 的 是 , 西 矩 阵 的 转 置 与 其 实 表示 的 转 置 不 同 ,后 者 对 应 于 
ʻA 一 于 Á;D.-I* t T 
MENADDLI LIU TET EET 
MNT. 7 
Ls ap LUBED UWAR, 
把 辛 形式 与 复 构造 联系 起 来 ,在 讨论 一 些 问 题 时 很 方便 ,例如 
将 R^ 与 ROR 等 同 起 来 , 记 ou) 一 Imo a, 则 (Uns) 


CR*@iR",Imv#), 这 时 Re 即 R*@i0 (RD s 55 (7) 等 同 起 来 ) 


成 为 一 个 Lagrange 子 空间 。 KEREI Bj ^P 36 os — xo i0, 
s= y+ ið, 有 imes = 0, BD w|R* — 0, £25 —8E HSTRIE— NL 
T cm jeje, ii cR? — (eu elucosÓ + i]c|nsinO,u € R*), 
可 以 证 明 它 也 是 Lagrange 子 空间 ， 事实 上 取 其 任 二 元 cz 一 
le[scos8 + i|ciusin6, ev— |civcos8 + ijc[vsinO, Imcvcai— 
0. 而 且 容 易 看 到 这 样 得 到 的 任 两 个 Lagrange 子 空间 ，cR” 和 
eR’, REUS OGGI e, 与 c 不 是 相差 一 个 实 因 子 ), 其 交 总 是 
10}。 这 实际 上 是 一 个 一 般 的 事实 ,因为 我 们 有 

定理 8.2.25 i Lı WL Æ (V,o) 的 天 个 Lagrange 子 空 
ENAT REEE Lagrange 子 空间 L, fE LN L= LL 
{0}. 

证 C LNL = {0}, WEE L 的 基底 《el,-…,e,) 和 
L WRR E DRVR EEEF CV) — 
(R'QiR', Imoz), 而 L,— Rt, L, iR", OR 上. 一 eRe RI 
& BR. 

zi LN Li æ (01, ME L= (CL, LOW, Wi— ^r xk 
向 子 空间 ,下 WN L= {人 中。 因此 可 以 作 - 一 个 Lagrange 子 空间 | 
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(8.2.11) 


PET OA 


NS 


| LOW 且 LNL = 10). HERRIE Lagrange 子 空 间 L E 
Lj L,o- LüL- 10). 我 们 还 可 熏 LN L: 的 基底 为 (el 


ej, W: 的 基底 为 Gu, ZITAT Viii L, = ROR +, BN 此 


LN L, = {0}. 

d. ER. SERE, E 2ni Euclid 空间 中 ， 正 交 变换 保持 
Euclid 度量 不 变 。 它们 组 成 正 交 群 Oln), En CR) 维 空 间 
© 中 , 西 变换 保持 Hermite PRR, CREE UC). W 
样 我 们 给 出 

5E 9, 8.2.26. 设 在 2w 维 半空 间 CV, c) 中 ,线性 变换 A: 
VV 保持 辛 形式 不 变 , 即 

o(Au, Av) = olu, v), Vu, v €V, (8.2.12) 
则 称 4 为 辛 变 换 。 

现在 讨论 4 成 为 辛 变换 的 条 件 , 设 取 VV 的 一 个 半 基 底 ， 使 
cu v) = (Juv), W (8.2.12) E0 T CIA v (8,v)5. 由 
u, 9 的 任意 性 知 (8.2.12) 等 价 于 

‘A14 二 4, J 为 标准 辛 和 矩阵 ， (8.2.13) 
由 它 又 有 
AJ m LAT, 
由 于 P —1, 将 上 式 双方 右 乘 以 J, BERU A, His 
了 一 1:A 1A I, DEN J SAA FRA 


AJ A — J. (8.2.13) 
这 里 我 们 利用 了 7-2. 
如 果 把 4 写 为 分 所 乱 降 ( 。“ ) asses d 为 了 阶 给 阵 , 则 代 
入 (8.2.13) 和 (8.2.13) 分 别 有 
tad — 'cd — 1, 'ac,'bd 是 对 称 的 ; (8.2.14) 


a'd — b'c = 1, a'b,c'd 是 对 称 的 。 (8.2.14) 
UL E4183] 4 29 EAE RIS TURDERZRIBIBS AZA AR B. 与 
$ 1 比较 可 知 辛 变 换 是 典 则 变换 ， 
定义 8.2.26 中 没有 假设 4 是 同 构 ， 这 是 因为 由 (8.2.13) 以 及 
$87 * 


dety = 1 易 得 
(det AY — 1, 

所 以 辛 变换 必 为 同 构 。 特 别 是 对 2 维 辛 变换 必 适 合 det4 一 ad 一 
cb 一 1 (JL (8.2.14))， 与 本 节 第 一 段 例 3 比较 即 知 ; 2 维 辛 变换 
即 保持 有 向 面积 不 变 的 线 仁 变 的 ， 

辛 变换 显然 成 群 , 称 为 辛 群 , 记 作 SaR) (注意 这 时 辛 空间 
的 维 数 是 22), 它 是 GL(2n,R) 的 子 群 .以 下 我 们 要 证 明 辛 群 是 一 
个 Lie 群 ， 为 此 , 先 要 在 其 上 引入 微分 流 形 构造 ， 这 是 很 容易 的 ， 
因为 GL(25,R) Æ R" 的 一 个 开 子 集 ,而 Sp(n,R)CGL(C2n,R)， 
由 其 中 的 条 件 (8.2.14) ( 共 we 2. L ala — 1) m an 


独立 的 多 项 式 形 的 方程 Joss BLUR ens) 


s(2n +1) 维 微分 流 形 ( 究 实 上 是 解析 乃至 代数 流 形 》” 现 在 来 着 
它 在 恒 等 元 附近 的 局 部 坐标 ( 任 一 元 A E Spln, R) 的 邻 域 都 可 以 
通过 左 平移 AS 映 为 得 等 元 的 邻 域 )、 这 时 4 和 4 接近 于 了 而 为 
"DE dd e= b'a, r= 'ac, Wih (8.2.14) 和 (8.2.14')， 它 们 是 
对 称 的 ,而 且 b = oal, e = tar, d = a t Heby m 'a (it 
taoa AET AA a, o,r 之 元 作为 局 部 坐标 。 这 样 还 看 
PERTHE, Spl, R) f £r f] SR T GLCn, R) X 5(n) X 
5S(x)， 也 很 容易 看 到 , 群 运算 Spln, R) X Sp(s, R) ~> Sptn, R): 
A,B——> A » B UR Sp(s,R) —> Spln, R): 4 47? RE C^ 
射 。 总 之 我 们 有 
定理 8.2.27 Sp(s,R) 是 n(2s + 1) 维 Lie Rf, 
下 面 讨 论 Sp(»,R), U(m) 和 OQ) 的 关系 ， 它们 的 元 分 
别 保 持 辛 形式 ，Hermite 形式 和 Euclid 形式 不 变 。 又 因为 我 们 
已 证 明了 
h(u,v) == vu = Re pu + ilm os 
— (CE) OG) + ioln,v). 
因此 25 — FUA PR RE LEZE ER nRa MA 
我 们 看 到 
ZI 


U (5) = OQ Sp(s,R), (8.2.15) 

利用 此 式 可 以 得 到 关于 Lagrange 于 空间 的 一 个 重要 性 质 ， 
HERS ZAAT R”, a) ,而 R^ 是 它 的 一 个 Lag- 
range 子 空 间 . Hh (8.2.15), 西 变换 必 为 辛 变换 ,在 其 下 ,Lagran- 
ge 子 空 间 仍 变 为 Lagrange TZA QRH BTE) 所 以 ， 
UR" 也 是 Lagrange 子 空间 ， 这 里 U 是 任意 西 变换 。 重 要 的 是 ， 


它 的 逆 也 成 立 。 
定理 8.2.28 (Leray) 一切 Lagrange 子 空 间 工 必 可 表 为 
UR’, 这 里 U 是 适当 的 西 变换 ， 


证 ， 设 在 辛 空间 上 已 给 定 Euclid 构造 和 复 构造 ， 已 经 有 了 
坐标 系 . 今 在 工 上 取 一 个 关于 Euclid 构造 的 标准 正 交 系 Ce 
e.)， 并 记 它 们 关于 原 坐标 系 的 坐标 是 { ) Go, m. $ 
m= zie ig 则 Rel, 0, Ped, 又 因 了 是 一 个 Lagrange 
子 空间 ,所 以 Imwi* ; 0, RR «ti 05. Pio 为 行 向 量 


BUR n BLUR U= ain ~ ( ^ “ ) doo mobs d 


—B 4 
BE, L= UR, 
推论 8.2.29 对 任意 两 个 Lagrange FRN L, M 必 有 一 个 
本 变换 U 使 L 一 UM. 
下 面 我 们 要 证 明 Lie 群 Sptw,R》 作 为 一 个 丘 扩 空间 是 连通 
的 ， 为 此 ， 先 引入 辛 矩阵 的 极 分 解 , 这 里 设 e; Ch C. vi a 


了 
DRERI, CHERRY em (0 _ ，)， 这 时 我 们 有 以 下 的 


极 分 解 定理 。 
定理 8.2.30 设 4€ Sp(n,R)， 则 一 定 存在 唯一 的 西 和 矩阵 
和 唯一 的 复 对 称 和 矩阵 5 使 
Am eU, (8.2.16) 
证 .内 为 4 可 逆 , 易 证 44 是 正定 的 , AURIEZ 
了 PEO(2n) 使 
. 589 。 


à 
A ATP oS ‘P, M70. 


As 


5 X 


于 是 可 得 Fa 的 平方根 Ro P(T su Jos tna 


R 自然 也 是 对 称 的 、 可 道 的 。 4 UE RAEO). 实际 上 
(R7LAY (R7 4) =R- AVA. R = RORR’ = I, jd Rd4 一 
U, H A= RU, FEER U ABERE R 写 为 指数 。 

由 于 A4€Sp(s,R), kp (82,13) 5 (8.2.13) 有 AFA =], 
AJA =J, 所 以 RUR! = AAIAA = AFA = J, E R= 


ài 
e{ bu uL P€0Qns), tii G 一 人 PJP， 则 由 上 式 又 有 
LEY 


à X vods $ 
EE Je "e J-«. (8.2.17) 
LP lis 


这 里 我 们 利用 了 P =P”, 记 G-— (D. WE (8.2.17) 5 R 
py Pa SEE E 

Aigi 77 gii, Vi. (8.2.18) 
Diem u= 1, 或 者 8 一 0， 而 不 论 是 那 种 情况 ,对 任 一 非 
负 实数 上 均 有 


aafe = gi, Ni, j, (8.2.19) 
H (8.2.19) 回 到 短 阵 形式 即 有 
ai AE ^ 
t. "n G "e "n T G, 
( " A 
亦 即 
RJR =], Vs zm, (8.2.20) 


令 s 一 1 得 RJR 一 J， 但 R 是 对 称 的 , 帮 RJR 一 J 而 
RESplnsR)， 从 而 
U = RA €Spln, RNOC2n) 一 Ulan), (8.2.21) 
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Hl qna, 
2 a 


as ?| Ee 4i > 0), 则 5, 是 


。 1 
Y in2;, 


实 对 称 的 ， 写 成 分 类 类 阵 ，$. 一 (“应 有 acta, dm ta. 


但 由 RVR: 一 了 双方 对 5 在 5 一 0 处 求 导 有 
SJ + 4$, — 0, 
用 分 块 矩阵 可 以 得 出 a 一 —d, b 一 '5, Mif 
了 b a 一 PN 0 
&-(, Aet ; Xo BL 

$—a- ib ERHI, BN a= 'a, b —'b ( 亦 即 其 实 表示 为 
对 称 ). 由 $ HEX, R= e^, (ER (8.2.16), 

唯一 性 易 证 , 留 给 读 老 。 

注 。(8.2.16) 是 所 谓 Cartan 分 解 的 特例 。 Cartan 分 解 指出 ， 
任 一 非 异 矩阵 M 必 可 唯一 地 表 为 PA, 其 中 AEO). B 为 
对 称 。 

推论 8.2.31 Spn, R) AARETE C+97 x U(n), 

由 此 推论 即 知 ,为 了 证 明 Sp(”*,R) 的 连通 性 只 需 证 明 UCn) 
的 连通 性 即 可 。 这 里 先 注意 到 U(1) = (65,86€ R] = S, Ai 
UC) 连通 ,我 们 再 对 *# 递 推 地 证 明 U(x) 连通 。 为 此 我 们 要 用 
到 Lie 群 理论 的 一 个 结果 : 若 G 为 一 Lie 群 ， 瑟 为 其 闭 子 Lie 
RE H5 GHANA NGECE. 它 的 证 明 可 以 参 
看 任 一 本 关于 Lie 群 的 专著 ， 

Ula) 作用 在 M 上 是 传递 的 , 即 用 U) 之 元 可 将 SU 
的 任 一 点 ( 记 作 Qu, n), D nnm 1) 变 到 任意 另 一 点 
例如 气 0， …，0，1)). 现 在 《zl ze) E STF, 以 它 作 一 个 行 
向 对 并 再 取 * 一 1 个 向 量 与 (未,*…, m) 合成 一 个 Hermite 标 
准 正 交 基底 ;这 # 个 向 量 可 以 构成 一 个 UG) EE UA C, 
zs) 2938 n 行 )， 则 Uz) = 0, ++, 0, 1), 传递 性 得 

* 131 。 


UE. 但 是 实现 这 个 传递 的 U(») SSERTIE— ^. 而 所 有 形 如 


4 0 
y | )，4e Ce 一 D IGEUSHEIEAR 3E BUEK PERO PAE ME 


才 行 。 这 是 因为 使 0,…… ;0,1) RAE (6 x): 


A€U(s — D. 因此 有 
UCU Cn — 3) 24 877, n> 2, (8.2.22) 
利用 $77 的 连通 性 即 得 U(w) OERE. 
但 是 庄 此 也 就 会 想到 U(n) 不 会 是 单 连 通 的 。 因为 和 一 1 
| $5 $ 就 不 是 单 连通 的 ， 那 么 , 它 的 万 有 覆盖 (universal 
covering) 是 什么 呢 ? BEDAR EE 单 连通 的 覆盖 空 


peep 取 UEU), ME |detU] — 1, 不 妨 设 det U 一 
9, 而 Di 一 ee AREKE deU,—1. 因此 
U, € SU (9) = {U EU (a), detU 一 1}, 即 =” 阶 特殊 西 群 ， 由 此 可 
知 ,每 一 个 西 和 矩阵 均 对 应 于 一 对 (4, p)。 令 
Ü(n)-— SU (n) X R= (C4,89);4€ SU(n), 2ER}, 
并 在 其 上 规定 群 运算 
(4,0)9(4,,0)) = (4,4,,0, 十 81). 
见 00) 仍 为 一 个 群 ,而 同 态 
(4,0) H> de” 
EO 到 U n) 的 覆盖 映射 , 同 态 核 为 U, 28); REZ} SZ, 
Ü(s) 是 单 连通 的 。 实 际 上 ,利用 与 前 面 一 样 的 方法 可 证 
SU (2)/SU(n — 1) = $7, 5 zm 2, (8.2.23) 
但 现在 50(1) = (1) 是 单 连通 的 。 bm 之 2 时 S7 也 是 单 连 
通 的 , 故 由 (8.2.23), 一 切 SU Ca) Nin 之 1 时 均 为 单 连通 ， 由 此 ， 
Ü(n) 一 SUCs) x R 也 是 单 连通 的 而 成 为 UO 的 万 有 覆盖 .总 
结 以 上 所 述 , 即 有 
定理 8.2.32 Spln, R) 的 万 有 覆盖 微分 同 胚 于 Cn x 
OC), HERRE xi[SP(w，R71 一 Z. 
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$3. cr X X 


1 基本 定义 ， 设 对 是 一 个 22 维 微分 流 形 , o Æ M 上 的 一 个 
闭 的 非 温 化 的 2 形式 , 即 . 

(D) do - D, (8.3.1) 

(2) 对 任 一 点 x & M，, HAER £e T,M 使 得 对 一 切 qeT.M 
均 有 

o£,n) = 0, (8.3.2) 
则 E= 0, 

这 时 我 们 就 给 出 

定义 8.3.1 (4o) 称 为 六 流 形 . 

i. 取 定 一 点 reM, Woh T,M 上 的 一 个 辛 形式 O 
形式 自然 是 反对 称 的 ), 而 使 切 空 间 成 为 一 个 辛 空间 ， 但 辛 空间 一 
定 是 偶数 维 的 ,所 以 流 形 M 亦 然 、 这 样 ， 定 义 8.3.1 中 关于 OM 的 
HE SUS 2n 的 规定 其 实 是 不 必要 的 。 : 

例 1. 设 M R”, 其 上 的 坐标 为 (qi; sgap pn)， 
很 容易 看 到 若 令 

to = 之 dpi ^ dqi, (8.3.3) 
则 给 出 一 个 辛 构造 ， 事 实 上 若 有 两 个 切 向 量 Uo CE. 
ni 02) G= 1,2), Nil 
eU) = 2j Gb A 7 ED, 


这 上 与 $2 中 的 《R*, w) 是 相同 的 。 这 个 例子 虽然 简单 却 很 重要 ， 
因为 任意 辛 流 形 局 部 地 都 可 以 化 为 它 。 
例 2. 1 M An ERE, T*M WRIA. E scc ga) 
是 M 的 一 个 届 部 坐标 ， (ssp ECHRIBSZPHE MS ER, DU] (o, 
p X T*M 的 局 部 坐标 ,而 且 使 T*M 具有 微分 流 形 构造 。 局 
* $935 


部 地 看 , 令 o 一 ^ dpAdg 自然 成 为 T*M 上 的 辛 构造 。 为 了 


1 
从 整体 上 证 明 余 切 从 上 有 一 个 辛 构造 ， 我 们 要 给 出 的 内 药 的 合 
36.4 x:T*M — M. 表示 自然 的 投影 映射 , 取 reM, p&T*M， 
则 在 ?处 取 T*M 作为 一 个 微分 
流 形 的 切 向 量 上 的 切 映 射 da: 
引 THT,(T*M) 一 TupyM Bk E26 M XE 
alp) = x 处 的 切 向 量 , 记 作 x*CE) 
(E2). 因为 pc TM 是 + 点 处 
a(t) HRH E, 所 以 o 一 p(xx(8)) 
Hx. cM 上 的 一 个 1 形式. 
* & o= do, BU M Ef — - 9 
的 2 形式 ， 这 个 2 形式 局 部 地 就 是 
(8.3.3). 因为 在 局 部 坐标 下 ，# 一 


图 ? PON 5 一 
DICES A) suE) 


Dy. 因为 ?作为 一 个 余 切 向 量 可 以 写 为 一 D) pidas 
所 以 plx#(8)) 一 > pibi, 由 此 可 见 “一 > pdqi, if o 一 


xmAdgj。 它 的 非 退 化 性 和 反对 称 性 自明 ， 


如 在 $1 中 所 曾 指 出 的 ，o 一 pda WRA Liouville 形式 或 
基本 1 形式 ,而 辛 形式 w 常 称 为 基本 2 形式 ， 

从 局 部 的 观点 看 ,一 霓 辛 流 形 都 是 相同 的 ,但 整体 地 看 米 决 非 
如 此 。 例 如 余 切 从 除了 其 自然 的 辛 构 造 @ 是 质 的 ， 同 时 还 是 恰当 
的 。 一 般 博 况 下 这 是 做 不 到 的 。 因 为 ， 如 果 dim M = 28, o 是 
M 上 的 辛 形式 ， 则 oA oA Ao (1 个 因子 ) 将 成 为 M 上 的 
体积 元 素 , 因 此 是 非 零 的 。 特 别 是 ， 对 于 2 维 情况 ， 如 果 是 一 
个 2 维 可 定向 流 形 ， 其 上 总 是 有 一 个 非 退 化 2 形式 一 -~ 即 其 体积 
元 素 一 一 w， 因而 一 定 是 辛 流 形 。 但 它 就 一 般 不 是 余 切 从 ,例如 二 
维 球面 S^, 如 果 是 一 个 余 切 从 , 则 其 辛 形式 o= de, 而 其 体积 是 


+ 394° 


s ies Jc m m" isi 

这 就 是 一 个 矛盾 

例 3， 设 一 个 力学 系 的 构 形 空间 为 流 形 M. SL7HIB, ETT Y 
动 霹 ? 是 一 个 余 切 向 量 ,而 其 相 空 间 虐 是 M 的 余 切 从 ， 因 此 ,一 个 
力学 系 的 相 空 间 是 一 个 辛 流 形 。 $ 1 就 是 用 辛 几何 语言 表述 的 力 
学 理论 一 一 Hamilton HË, 

2. Hamilton 场 ， 王 如 $ 2 中 指出 的 ， 辛 空间 的 辛 构造 在 某 
些 方面 类 似 于 Euclid 构造 ， 辛 流 形 的 辛 构 造 也 类 似 于 Riemann 
构造 。 Riemann 构造 给 出 了 一 点 处 切 空 间 上 的 Euclid 构造 而 
征 切 空间 与 余 切 空 间 同 构 , 辛 构造 也 是 一 样 。 HL EE (M, o) 
是 一 个 辛 流 形 , 则 任 给 一 个 切 向 量 n€ TM ,w《* ,n) 将 给 出 TM 
上 的 一 个 线性 形式 : TM dEi wlm). KIE o.) 决定 了 
余 切 空间 的 -个 元 . 这 样 我 们 就 得 到 一 个 线 姓 陕 射 OQ: TM 
T3M yi> w《* ,9)。 它 是 一 个 单身 ,因为 若 0C.) 一 0， 则 由 
四 的 非 退 化 性 可 得 ?一 0。 又 因 dim T, M = dim TIM, PAQ 


DARA: 
c£ ,9) = (Qn) G). (8.3.4) 


如 果 用 局 部 坐标 表示 ,并 设 (Mw) BD (R^, pA dq) 对 于 E= 
《gg m— (d.d) GO) 一 
eG, D= 31 Giai — pad, BibL ansias =) 7), 
RUE. 一 ,而 Q7 — 7. 

以 上 虽然 都 是 就 一 点 * € M 处 的 切 空 间 和 余 切 空间 而 言 
的 ,但 显然 可 以 移 到 整个 切 从 和 余 切 从 上 ， 设 “是 对 上 的 1 微分 
Xx, BB T* 的 一 个 CRO, O'o 应 该 是 对 上 的 一 个 向 量 
场 , 即 切 从 TM 的 一 个 截 口 。 以 后 特别 重要 的 是 a= df 即 一 个 
恰当 微分 形式 , 亦 即 < 是 M 上 一 个 CC” 函数 了 的 全 微分 的 情况 ， 
id 9 一 一 了， 我 们 给 出 

定义 8.3.2 Idi 称 为 以 于 为 Hamilton 函数 的 Hamilton 场 . 

我 们 回 到 局 部 坐标 系 并 且 特 出 考 存 CM , 0) = (R, dp dq) 
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的 情况 。 由 于 
0 了 
r=(_, Je d= feda + idp 
Hamilton 场 成 为 


Idj 一 ( » 35 ) z Co) 


=f, EA — fo Ty (8.3.5) 
与 它 相 应 的 轨道 的 微分 方程 组 成 为 
dq of dp .. Of (8.3.6) 
dt Op' d: 3q” Us 


这 就 是 $1 中 讲 的 Hamilton 方程 组 。 它 的 解 通常 只 定义 在 K 
部 群 ,而 若 解 定义 在 一 co << +0 上 ， 则 称 为 Hamilton 相 
流 ,而 成 为 合 单 参 数 的 群 ， 由 于 任意 辛 流 形 局 部 地 都 可 化 为 (R*， 
dp 人 A dq) ，、 上 面 的 结果 适用 于 一 切 辛 流 形 . 

以 下 恒 记 14f 为 Hl。 现 在 讨论 它 的 一 些 篇 单 性 质 .将 H E 
用 到 1, 则 由 切 向 量 与 余 切 向 量 对 偶 性 的 定义 有 

HjCf) 一 《有 dj 一 《1df Hi) = OHH 
= o(H H) = 0. (8.3.7) 

这 是 由 2 微分 形式 的 反对 称 性 直接 得 出 的 。 如 果 将 《Mo) 局 部 
地 化 为 《BR*,dp 八 dq)，(8.3.7) 就 成 为 


of 8 ôf 8 
2 A 
这 就 是 说 于 是 Hamilton 方程 组 《8.3.6) 的 首次 积分 。 在 $1 中 就 
证 明了 它 , 它 就 是 能 量 守 恒定 律 . 

EARS $3.2 中 指出 ,任何 向 量 场 都 决定 了 一 个 微分 同 胚 的 
含 单 参数 的 局 部 群 ，Hamilton E 自然 如 此 。 记 Hamilton 场 
H;i 所 定义 的 局 部 流 为 《84;8: ERSA IU BOR 

定理 8.3.38. i$ (M c) 为 一 辛 流 形 , 则 其 上 的 由 流 保持 六 构 
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造 不 变 : 
g"o -— w, (8.3.8) 

在 证 明 这 个 定理 之 前 ， 我 们 先 说 明 它 的 意义 ， 前 已 说 明 
人 人-… 人 0o= 人 "oa 是 邓 上 的 体积 元 素 。 由 定理 8.3.3, g'* A" eo — 
A'g"o- 人 +*o。 这 就 是 说 ，Hamilton 局 部 相 流 保持 M 上 的 体 
积 元 素 不 变 . 把 这 个 结果 用 于 力学 系 ， 就 得 到 著名 的 Liouville 
Hh 相 空 间 的 体积 沼 力学 系 的 罗 亲 不 变 ， 

为 证 明 这 个 定理 要 介绍 一 些 概 念 和 结果 。 设 C 是 MM 上 的 * 
维 链 ， 吕 是 组 成 它 的 泡 腔 之 一 ， 从 而 有 映射 F: D~>Rt, D 上 
有 由 标 架 ea,… ,et 给 出 的 定向 。 取 R 上 的 区 间 | U€R, 
O«imTL 4D—IxD, =g F, 并 匡 用 1 上 的 单位 向 
Be 5 eet 构成 D 上 新 的 定向 :， {eeeh 这 
样 ,得 到 一 个 新 的 胞 腔 与 一 个 其 的 友 十 1 维 链 Jc， 称 为 C 在 同 伦 
TRN RARER 

8J; = gC — C — J8C, 
5I 8.3.4 AY EM ,w) 上 的 1 维 链 , g' E H 的 局 部 相 流 ， 
A 
£ w w= f df. (8.3.9) 


证 . RiR YA 1 维 胞 腔 PS [0,1] 一 M, 其 上 的 参数 为 
s, 于 是 记 
R = F'G OF’ .9F 
g'F, F'G,0, € 8r T py 


则 £,9€ TreoM ， 县 3 就 是 Hamilton X; H; 的 向 量 。 由 2 9 
分 形式 积分 的 定义 


f, o= hh eaaa aef at 


这 里 我 们 用 到 了 olr) — dE) ER. 
t 若 7 是 一 个 循环 ) 8r 一 0, 则 


= 0 


2 
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定理 8.3.8 的 证 明 。 任 取 一 个 2 维 链 C， 有 


"p se a a us 


一 人 一 | o= ot o). 


这 里 用 到 了 上 而 的 推论 |, 一 0， 因 为 9C AMR F 


是 ，g"w 与 在 任何 2 维 链 上 的 积分 相等 ;因此 ge 一 o. 
在 $1 中 我 们 介绍 了 典 则 变换 的 概念 。 定理 8.3.3 指出 ，Ha- 
milton 相 流 给 出 一 族 典 则 变换 ， 
在 上 册 附 录 $3 中 指出 ， 流 形 上 的 向 量 场 对 于 交换 子 积 IX, 
Y] = XY — YX 成 为 一 个 Lie 代数 。 现在 我 们 想 证 明 ，Hamil- 
ton 场 成 为 它 的 Lie 子 代数 。 这 里 的 关键 越 要 证 明 ，[H/，H,] 
是 相应 于 某 个 函数 的 Hamilton 场 。 为 此 ,我 们 要 介绍 M LAT 
C" 函数 的 Poisson 括 弧 的 定义 。 
定义 8.3.5 设 j,g EERE (M,a) 上 的 两 个 C^ mE W 
定义 其 Poisson I {4f,8} 为 在 H, 方向 上 的 导数 ; 
{f,8} = HG. (8.3.10) 
注 。 由 定义 立即 可 知 ，8 为 Ri 的 首次 积分 的 充分 UE AE 
是 (6,219. 
现在 我 们 要 证 明 ，C~“(M) 关于 Poisson EWR 75 Lie 代数 。 
为 此 ,首先 需 证 明 {,} 是 反对 称 的 。 这 可 由 一 个 更 基本 的 命 
题 直接 看 出 . 
命题 8.3.6 
oH, , He) 一 {f, gj. (8.3.11) 
WE. d) (8.3.4) 有 
oH; ,H,) = (Qldg,H;) = (dg, Hi) == {1,8}. 
由 此 当然 立即 有 l 
ihnzb--infl. (8.3.12) 
更 重要 的 是 要 证 骨 Jacobi 恒等式 ; 
Highl + {lesh} f} E {pf} 8} = 0, (8.3.13) 
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但 这 是 容易 的 。 因 为 例如 
{{f,8} ,4} = {High} = —{h, Hig} = —H,oHj(g). 
所 以 (8.3.13) 实际 上 是 若 于 个 函数 的 二 阶 微 商 之 和 。 但 同一 项 可 
以 表示 为 不 同 函数 的 二 阶 微 商 ， 钠 为 由 《8.3.12) 自然 有 HG) — 
一 号 :( 门 。 这 样 , 我 们 可 将 《8.3.137 中 的 1 的 二 阶 微 商 表 为 
(e) 十 1 下: 站 :8 一 一 人 8 半天 
Tf] = oH, — HioH)f 
-— [H,,H,1j. 
但 [H,,H;] 是 一 阶 微分 算 子 ,所 以 其 堪 方 也 不 应 该 有 了 的 二 阶 微 
商 。 因 此 《8.3.13) 左 方 各 项 必 互 相抵 消 而 为 0。 证 毕 , 

这 里 顾 便 讲 一 个 Jacobi 恒等式 的 推论 。 前 面 已 提 到 {f,8} 圭 
0 等 价 于 是 H 的 普 次 积分 (或 8 为 Hi 的 首次 积分 )， 今 设 
fg 都 是 H, 的 首次 积分 * 则 由 Jacobi 恒等式 

(gb 4) = Ub — GU. 51; — 0. 
这 就 是 关于 首次 积分 的 Poison 定理 : di f.g 是 Ha, BUR 
分 , 则 {fg} 也是。 这 个 定理 很 有 用 ， 因 为 它 能 帮助 找 出 新 的 首 
次 积分 ， 下面 再 转 回 本 题 。 

E (8.3.12) $1 (8.3.13) 知 C^CM) 关于 Poisson IMA Lie 
代数 ,然则 它 与 向 量 场 关于 交换 子 的 Lie 代数 有 何 关 系 ? 这 里 我 
们 有 有 重要 的 

定理 8.3.7 

[H;,H,] e Hig 

WE, jd {fs 8} 为 h, 由 Jacobi 恒等式 XI TE EROR A 

p€ C"(M) 有 

(up) = (Uns — Us Ue. 
ft Poisson 括 弧 之 定义 , 左 方 为 Hae, ADA LHi Hile, 由 
— 故 二 者 相等 . 

这 个 定理 说 明 Hamilton 场 关 于 交换 子 成 为 Lie 子 代数 ,而 
Bt C"(M) 关于 Poison, IMR Lie 代数 同 态 , 同 态 核 是 使 
Hi 一 0 的 f， 即 由 在 M 的 各 个 连 道 分支 上 取 ( 可 能 不 同 的 ) 常 数 
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值 的 局 部 常 值 函 数 所 成 的 Lie 子 代 数 。 

3. ER EEA Darboux 定理 。 设 有 两 个 辛 流 形 ( 维 数 不 
一 定 相同 》(《Mob 5 (Maaf Mi > Mi 为 一 个 可 微 映射 . 
如 果 c, TE f 于 的 拉 回 为 Oii 

f* o, = 0, 
就 说 f JE— pM. eid ARDENY fe, WR M 上 x 
ABS EEPIT AIRE Esn 有 
CIE) = G* Esn) m co: faë ,fen), 
所 以 ,车 fes = 0, 则 对 VE T.Mi; 均 有 ci ,1) 0, 而 由 e 
的 非 退化 性 有 E= 0, 由 fë 一 0 导出 所 一 0 凤 表 明 线性 映射 
fx 是 单 射 , 从 而 于 是 内 证 (Gmmersion), 而 dimM; > dimM 

辛 上 映射 实际 上 比 5 1 中 讲 的 典 则 映射 稍 广 ,但 其 共同 之 处 是 
保持 辛 形式 不 变 。 如 果 dim M; ~ dim Mi:， 则 辛 映射 是 局 部 微 
DAE, Eta 

9X4 8..8 Æ (Mi,o0D0 一 1,2) 是 辛 流 形 ， f: MiM: 
ERDAM E 

f*o, = ws 
则 f RARR RR b Geop e HE. 

例如 对 十 余 著 从 T*Mi(i 一 1, 2), 设 f: Mi M. 是 底 空 

间 的 微分 同 胚 ,; 则 从 映射 
T*(M)) d (x,&) I— (FG) a ‘F E) € T*CM a) 
就 是 一 个 辛 同 凸 。 

现在 我 们 的 目的 是 证 明 任 一 辛 流 形 M 必 可 局 部 e RETF 
T*(R*), dim M = 2n, ifi fii e ERU 23 dpiAdgi. Chs*** 5 dn; 
ports Pa) 称 为 M 上 的 辛 坐标 。 我 们 的 目的 是 证 明 任 一 辛 流 形 
在 其 任 一 点 附近 都 有 辛 坐 标 。 在 辛 坐 标 下 ， 辛 几何 的 一 切 对 象形 
状 都 特别 简单 ,其 辛 形式 为 o 一 dp 八 dq; 其 Hamilton 场 是 Hi 一 


f,-9--- i- ( 见 (8.3.5)), 而 其 Poisson 括 弧 是 {1, 8} ~ 
8q 8p 


_ /0 Og 6 Og 
H v rud Er EE rada 7 
Ka) 2 c 09 Og; Op; 


现在 设 qp; G7 1,77 ,0) 是 MM 上 的 2# 个 C" EX, 且 其 
微分 线性 无 关 ( 因 此 可 以 用 它们 作为 局 部 举 标 )， 则 它们 构成 辛 从 
标的 条 件 不 但 可 以 用 w 一 dp 人 dg KER, mAAR Poisson 
括 弧 的 关系 式 来 表示 。 这 里 我 们 要 用 到 重要 的 命题 8.3.6， 即 
(8.51) X. 一 方面 ， 若 (go p) EFR, H o= dpAde, 


Hy ~ r^, H,- 一 部 立即 有 
(254) — Un pi} = {Pit — 94 77 0. 
反之 , 若 此 式 成 立 , 令 


ð ð 
H, = TEE SY EELE 
?j > oi Opr ik 84," 


由 len 7 = H,C4,) 等 等 ,又 有 gj, 一 0， bj, 一 8j 等 等 , 从 而 
9 
E 
代入 (8.3.11) 即 知 w 一 dp 信 dq， 现在 即 可 证 明 重 要 的 
定理 8.3.9 令 M 为 一 22 EERE, 4B 为 0,2, snl 
RTA, S 六 ,je 4, qu k B 为 在 PEM 附近 微分 线性 无 关 
的 5” 函数 , 旦 适合 
i254 = {PhP 一 {Pist} — 95 7-0, 
j€ 4, REB, 
则 必 可 在 P. IEIRA UD xe ABA (x, D (€ x; oa JEA, 
£y 77 Pas REB. 
证 。 设 J 4， 我 们 的 目的 即 是 要 求 一 个 ”函数 9 一 491， 
使 得 在 Po 附近 
(2,9) = 0, j€ 4, (9,4) = örs REB, (83.14) 
并 且 使 dg 与 4d9;, jE A. dp, k € B 在 Po 附近 线性 无 关 . (8.3.14) 
是 一 个 偏 微 分 方程 组 ,实际 上 即 


H,j4 — 0, Hyd 一 Pike 


8 
Hy 一 E Hse; = 
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为 了 证 明 它 们 可 积 ,应 用 Frobenius 定理 (上 其 附录 定理 A.3.5), 
应 考查 Ha. Ha 的 交换 于 ,但 例如 

[HsH] 一 Hajpp 一 0， 
因为 {49;,P4} 是 常数 。 所 以 一 定 有 一 个 局 部 坐标 系 将 此 方程 组 化 
为 常 微分 方程 组 ,例如 


PAN E EEE 


Bg ATT ges 
从 而 (8.3.14) 成 为 常 微分 方程 组 
94 = 0, j . 94 -— gp. F 
8s; » j€4i à, [I kK€B, (8.3.14) 


而 且 不 妨 设 Po。 一 0 过 P， 作 子 流 形 
Mo: x; = 0, ;€ A, 
ë= 0, REB, 
而 且 在 M, 上 给 定 9 之 初 值 41 ww, 一 plxr， Ey), ZE P € = 
11,:::,") A, K € B' {1}\B, 而 且 dole 天 0。 由 这 个 
初 值 求解 《8.3.14 7 即 可 得 到 9 一 qj. 余下 的 是 要 证 明 de; 与 dei, 
dp, 在 P, 附近 线性 无 关 , 但 由 (8.3.14) 与 初 值 可 知 , 在 Po 处 


dqy |p, = dale, = dele, — 5 BirdPg. 
kes 


显然 在 此 点 de; 与 49;, dp, 线性 无 关 , 而 在 Ps, 附近 亦 然 ， 仿 此 也 
可 羽 作 由 p,, R&B, TEEME, 

pur 4 和 8 都 是 空 集 , 即 得 

定理 8.3.10 〈Darboux)》 辛 流 形 在 其 任 一 点 附近 均 有 辛 坐 
Fs. 

至 此 ， 我 们 前 面 一 再 宣称 的 : — UE NOD RONSRLB BEI 
胚 ,或 者 均 辛 同 有 凸 于 余 切 从 T*CR^) HE. 

辛辣 胚 既然 保持 辛 形式 不 变 ， 当 然 也 就 是 § 1 中 讲 的 典 则 变 
换 , 因 为 现在 讲 的 辛 流 形 局 部 地 和 $1 cR UERS HZ [HERE E, 
le, H 8109 AUEALZESEIEDER R, Poisson Ik, Hamilton 方程 
组 的 形状 都 是 不 变 的 。 这 些 结果 也 不 难 直接 证 明 。 但 有 一 点 应 该 
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指出 ,在 许多 著名 的 力学 教科 书 ( 甚 至 如 Naay, Jiu 11) 
都 以 保持 Hamilton 方程 组 的 形状 不 变 为 典 则 变换 的 定义 、 这 种 
说 法 与 我 们 这 里 的 说 法 (这 是 现代 的 伪 微 分 算 子 理论 文献 中 通 用 
的 ) 是 不 一 致 的 。 例 如 令 * == 1 而 考 虑 

dg _ ƏH dp 0H 

dt Op d: ðq’ 
作 变 换 z= q, E= 2p, Wl dE Adz v» dpN dq， 从 而 它 不 是 我 们 
所 说 的 监 则 变换 ,但 若 改变 时 间 参 数 为 = 一 2:， 则 以 上 方程 组 成 


为 
ds „ÔH dë |, BH 


- drt E’ dr ðr’ 
其 形状 并 未 改变 ， 

4. 锥 形 辛 流 形 。 辛 流 形 的 概念 来 自 余 切 从 ， 但 余 切 从 除了 辛 
构造 以 外 还 有 向 量 丛 的 构造 ， 其 辛 形式 应 在 纤维 上 为 0。 因为 在 
局 部 平凡 化 以 后 ,纤维 就 是 子 流 形 Pix xh (tter) ER 
空间 坐标 )。 w 一 dE Adr, o|F 一 0。 这 时 还 有 Liouville 形式 
c(-—i4dx)fiw- de. 我 们 可 以 很 容易 地 由 w 直接 得 出 e N% 


若 令 7 
p= ži Ej rs 
CE 2588 [8 RC ) , AERE 


2m 5, 8. 
d 2i ("x on n2) 
E 
wle, t) = ibi; = ale). (8.3.15) 


(8.3.15) 可 以 不 变 地 给 出 。 令 M, RRYM ERU? EKR 
局 的 坐标 系 下 ,这 个 运算 总 是 相同 的 ), 则 对 T*M 上 的 任 一 函数 


hu 
pf = -É- MALA. (8.3.16) 
dt 


对 于 Liouville 形式 和 辛 形式 ， 也 都 有 Mfo tw, MTom ro, 
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仿 此 ,我 们 给 出 下 面 的 

定义 8.3.11 一 个 N 维 Cm 向 分 流 形 $ 称 为 锥 流 形 ,如 果 

《1) 存在 一 C" 映射 M: Rx 5 一 8， 记 作 MG, zx) 一 
M,Cx); 

(2) S 上 任 一 点 * SEE PRAVE M(R* x V) — V, 并 
有 一 微分 同 胚 p: V >r, T 是 RNO 的 开 锥 ,使 得 fp oM, 
+ > 0, 玉 称 为 + 的 锥 邻 域 , 

锥 形 辛 流 形 就 是 适合 Mto 一 tw 的 辛 流 形 (So). 

M, 就 是 模仿 着 纤维 上 的 放大 映射 《dilation) E 9:6. 而 来 
的 。 它 明显 地 有 群 性 质 : M oM, 一 Mu, 所 以 锥 流 形 是 群 R* 
作用 于 其 上 的 流 形 。 余 切 从 除去 零 截 口 T*M\0 就 是 一 个 锋 流 
形 ， 其 中 我 们 规定 M, E) 一 (2,58), O2) 中 规定 的 是 
G,£) — Cxi l E» 

dT ENDE BO EE REST DUE SURE E SUABISTRENS LED (5 E 
(8.3.16) 给 出 

ol — --- MT. (8.3.16") 
de 


如 果 用 ?表示 定义 《2) 中 的 工 中 的 坐标 ， 则 在 局 部 坐标 下 的 表 
示 pee 可 以 计算 如 下 : 对 于 fe CUORY), 


N 
doy cd 三 of. 
di M? fGD | m Fy) | ra 2 yi n 


Bibl eue — Y s. 符 别 是 ,着 E HERE RIA 
j71 H 


pf 一 uf. 反之 , 若 此 式 在 一 个 锥 和 邻 域 中 成 立 ， f EEE UNE 
齐 性 函数 ， 
对 于 锥 形 辛 流 形 M, 与 辛 同 胚 不 同 ， 因 此 不 能 希望 Poisson 
EWE M? 下 不 变 。 实 际 上 ,我 们 有 
Mt{f,e} = (MILM?g. (8.3.17) 
HERRAR ER 了 ,并 令 四 一 oT. TEE o 仍 是 
-EEA ifu Ma = Mr?rw{ MIT 一 ojT = Gs, 所 以 M, 
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SUTPSEUAESEU (S, DEFER, MAWT o 的 Poisson 
f&95G hn 80 - 6VT, 而 且 
M? (f, gh — (M? 1,M?gk, 
但 左 方 是 MT. oT, BDE (M? f, MIT, Mir BU 4$ 
(8.3.17), 
将 它 在 上 一 1 处 对 + 求 导 , 利 用 (8.3.16') 有 
{fsg} + pl{f,g8} = {ofeg} + {f,pg}, (8.3.18) 


即 
Hi + [o,H4] = Hy. (8.3.18^) 
下 面 我 们 槛 适当 修改 定理 83.9 和 定理 8.3.10 (Darboux 定 
理 ) 使 之 适合 锥 形 辛 流 形 的 情况 。 


定理 8.3.12 令 3 为 一 个 n 维 锥 形 辛 流 形 ，A, 8 各 为 {1， 
2,-… ,nn} 的 子 集 ,而 gis E4, PikEB 是 PES 的 一 个 锥 邻 
域 中 的 C* AR, A 

(D e; f pi 分别 是 0 阶 和 1 阶 正 齐 性 函数 , 即 

edi — 0, op, 一 加 7E4， KEB, (8.3.19) 

Q) (n4) — {pi,Pry = {Pisa} ~— 6 = 0, (8.3.20) 

(3) Hamilton 向 量 场 Has Ha 与 轴 向 量 场 在 P. 线性 
无 关 ， 

(4) EW gP) — ai, p, CP9) = bi, WE BN o, d 
有 加 EB\A, 使 545-0. 

在 上 述 条 件 下 , 必 可 以 在 Pi 的 某 个 锥 邻 域 中 找到 aj, iR, 
Pa 号 区 BB, ECG), (2) 对 一 切 17 成立; 且 qi( Ps) ,IE A, PLP) 
&&B, 取 任 意 指定 实数 值 . o Wo 而 且 (3) 对 于 了 à 仍 成 
立 . 

ER (49,p) 是 P. 在 $ 中 的 一 个 锥 邻 域 到 (a,5) E TIRO 
的 一 个 锥 邻 域 的 齐 性 辛 同 胚 。 

证 。 证 明 的 基本 思想 是 : 首先 在 P 的 切 空间 (这 自然 是 一 个 
辛 空间 ， 而 or 给 出 它 的 辛 形 式 ? 上 将 Has Hu 补充 成 广 基 底 ， 
再 用 Frobenius 定 建 求 出 5 上 的 辛 坐 标 ， 
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由 于 Hamilton [JE si 一 —H,0P)), e, 一 H pL Po) 属于 
辛 空间 了 nm(S)， 而 中 在 其 上 定义 了 一 个 辛 形式 ,所 以 对 轴 疝 量 
有 

olpy81) = (Qei)(p) 一 —(ddi,p) = 一 pGi 一 0，76E A, 
同 理 
t(p,e,) = (Qe,)(o) = (dp, p) = op, — PICPO) = b,,k € B, 
现在 我 们 要 选取 8; 和 ex RAU}, K&B 使 上 式 和 (2) 仍 成 
立 ， 回 时 ，siy epo 为 线性 无 关 ， 

第 一 步 先 把 {erh k EB 补充 起 来 ,使 得 凡 有 Ed, RBA 
k—j€ B, B) AC B. Dic, ke AB, "ife ey. TER 
e 适合 方程 组 

wlpse) 一 b, 《任意 选 定 )， 

o(ej, €) = 0, j€ B, 

tleje) m 8j, f € 4, 
这 个 方程 组 是 可 解 的 ,因为 四 是 非 退 化 的 ,所 以 ,对 线性 无 关 的 = 
j€ Bi si, ji€ 4 M o RER 

cCej, *) ,e(6j, *) Co, *) 
也 是 线性 无 关 的 ,所 以 ,上 述 方 程 组 有 解 “<《 不 一 定 唯 一 )， 取 之 为 
Eha 

至 此 ,已 得 4CB， 再 将 4 从 我 们 的 考 责 中 除去 ,这 样 得 到 一 
个 4 为 空 浊 的 情况 。 作 法 如 下 ， 令 ANB = {4}. 将 Tal) 分 
解 为 直 和 

TAG) 一 WKpWi, 
W, 由 {ers} EAN B 张 成 。 相 应 于 这 个 直 和 和 分解 p 一 po 十 
Ps V€Wy, 5€ Wi, RAR lose, kE BDA 仿 上 法 作 下 去 . 
于 是 归结 到 了 4 一 % 时 如 何 作 ex 六 下。 这 就 要 求解 出 方程 组 
wkp) 一 b, (E), olene) — 0, j€ B. 
这 里 的 解 和 上 述 情况 一 样 当然 是 存在 的 ， 而 且 解 张 成 一 个 仿 射 空 
闻 ( 这 就 是 ， 非 齐 次 方程 的 * 通 解 " 一 其 某 个 “ 特 解 ”十 齐 次 方程 的 
“ 通 解 ”), 因 为 线性 无 关 的 方程 个 数 是 18| 十 161 B [38 B 263 
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的 个 数 ), 所 以 其 维 数 为 28 一 181 一 1。 问题 在 于 这 样 是 否 能 得 
出 和 6, i€ B 以 外 的 解 ， 但 车 P 和 e, ;€ B 即 是 全 部 解 , 则 
应 对 一 切 7 EBRA olp, ei) — b, — bj, j€ B, olp, p) —0 一 
br fgB. [Bi 1728 — |B| — 1 BI[B| 5 — 1, BiH 
bj b, — 0, (uid — A b0, € BSA = BNO —B dB E 
iB. 

这 样 我 们 可 以 一 直 补 充 B ÉL 4 — gim B — 0, 为 
止 。 下 面 的 问题 是 怎样 作 8;}。 先 考 虚 i AJ BIER, 这 样 ， 我 们 
求解 

te(p, E) — 0, lege) 一 — Sis k — 1,7, n. 

由 于 P 与 ekal, n) 线性 无 关 , 所 以 这 个 方程 组 伍 有 解 s， 
但 是 我 们 需要 断定 解 e 与 p, et 无 关 , 否 则 就 不 能 以 为 sj。 Xt 
不 然 , 则 


E = £p + 2 €&€,, 
代 人 后 一 方程 有 
0j, 77 o£ ,e,) = cu(p,e4) = cb,. 
F k—ij, Bf c950, HH  &— 5, Hm 5,70 又 有 < 一 0， 
Syb.QOfEIBT—U) er} £h RARR es 这 只 要 求解 
t(p,8;) = 0, LEER) — 0, jE h 
col eks Bj) 一 一 Bo 
即 可 ， 这 是 很 容易 的 . 
以 .上 我 们 都 是 在 切 空 间 TAG) 上 讨论 的 ,也 可 以 说 ,我 们 获 
得 了 无 穷 小 解 ， 现 在 的 问题 是 如 何在 P. 附近 求 得 3 上 的 局 部 坐 
标 以 适合 定理 的 要 求 。 上 面 我 们 说 了 为 此 要 应 用 Frobenius E 
理 ,但 定理 8.3.9 的 证 明 过 程 告诉 我 们 ，Frobenius 定理 使 得 原 问 
题 化 成 了 求解 常 微分 方程 ,现在 我 们 也 是 把 问题 化 为 常 微 分 方程 ， 
Wis M 上 的 一 个 辛 坐标 为 n, 5 一 1，"……，n)，。 且 已 有 
zd, JEA; Eam Pr, KEB, 
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B OHQCP) 一 ei HiüCP) 一 ex 《对 于 尚未 求 出 的 4 与 p, 它 
们 起初 信 的 作用 ), 
在 这 样 的 部 分 的 辛 坐标 下 ， 
p= 2 5$ S a Pis 


ied 


a= DEt D ap 
k= 


ij-1 


可 以 证 明 er 的 系数 与 xj,? EA, Ea, REB ER. 这 是 因为 


[E a|- - ten fr ttm 
1 


| : , m |= [Huspl ~ v. 


Orn 
求 其 余 的 六 坐标 ,例如 求 nu™— Pk, K&B, 即 求解 
Bp Te i64, qom 0. keB, mm 


4 um kd v, (CA LEXBUAI e 55 Ejj EA, xe, 5€ B 无 关 , 而 
ps — 9» — fk — D) Sdx 
jed 


ov 是 从 pt RER Z, jed 和 Ə ， ke 8 的 各 项 而 得 . 
E; Ox, 


e v0, TER o dE Hu, Ho 线性 相关 、 上 式 对 v RTI 
方程 ，W 且 我 们 可 以 在 任 一 个 过 P. 与 os BROTHE A e A 
THE. 代 们 将 这 样 来 给 v 以 初 值 使 得 dr 与 前 述 的 HUCPO 一 
—6j, HCF) = ex 相 协 调 , 特 别 是 使 在 Po 处 du 一 diu. 这 样 
BIEIR H * 作为 pr ERRARE gs AUU Æ 
ANR R FERE g ， 它 也 可 以 通过 求解 常 微 分 方 程 而 得 . 
证 毕 ， 

这 样 ,每 一 个 锥 形 辛 流 形 都 局 部 地 齐 性 辛 同 肘 ( 指 坐标 函数 对 


纤维 变量 为 齐 福 ) 于 TARA. AIF o= de, ga 5jdxi, 
而 P 实际 上 就 是 160). 所 以 任 一 锥 形 辛 流 形 上 的 辛 形式 部 是 丛 
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当 形式 。 又 因为 Ha 一 (de), H, 7 dp), MAE vp B 
G) 也 可 改 述 为 dej, dpa, o YE P. 点 线性 无 关 ， 这 里 j€ A, 
K€ B, 


$4. SEWOERJ T HOD 


1 基本 定义 ,我 们 已 经 看 到 , 辛 流 形 (M, 0) 每 点 的 切 空 间 
T.M 都 是 一 个 辛 空间 ,而 以 o 为 其 上 的 辛 形式 .同样 ，M 的 子 
HÆ V ERAT ECM 上 的 急 空 间 T.V 也 是 TM 的 子 
空间 .因此 ,我 们 可 以 把 52 中 关于 辛 空间 的 子 空间 的 概念 移 到 这 
里 而 得 

定义 841 dE (M, o) 为 一 辛 流 形 ，『CM 为 其 子 流 形 ， 
车 对 每 一 点 x€VcM, T.V X5 T.M 的 迷 向 、 对 合 、Lagrange 
或 辛 子 空间 , 则 称 下 为 M 的 迷 向 、 对 合 、Lagrange W :学子 流 形 . 

如 果 记 TV 的 辛 补 ( 这 TEAT AREE 号 , TV 的 3 TM 
的 一 个 子 从 ,而 在 每 一 点 *《 了 均 为 T.v aga TY), i 
EB E X Xu xóa: 

XERHENUEI(CTVYCITV, M dim V < s = " áimM, 


Lagrange T-NUE:(TVY' TV ,从 而 dim V ==> dimM, 


对 合子 流 形 ; (CTVYSTV, Wii dimV > s= $ dimM。 


辛 子 流 形 ; TVOCTV) = {0}. 
Aik, Lagrange 子 流 形 是 极 大 迷 向 子 流 形 。 

在 各 种 子 流 形 中 最 重要 的 是 Lagrange 子 流 形 。 在 讨论 它 之 
前 , 先 回 答 一 下 对 合 性 是 什么 意思 ， 这 里 有 

命题 8.4.2 EVE (Mo) RIXA f HOD fg ECM) 在 
V 上 为 0, 则 {fg} = 0. 

证 、 对 任意 5€ 7 了 ,V，x EV， 因为 flr 一 0， 所 以 

0 = ECf) = (df E) = ol ,1df) = os ,Hy). 
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FI o(5,H,) 一 0。 BERE H pH ECT VYCT V, REN 
H, 是 了 的 切 向 量 。 然而 fly 0, 所 以 HGA — 0, ZR BID 
{1, gy 0. 

由 此 可 得 : 若 了 可 以 表 为 h= … 一 太一 0， 且 df df 
线性 无 关 , 可 得 在 7F 上 (Üufb-—09.1-i4j«k. BODBIBECAAE 
Poisson 括 缀 在 某 流 形 上 为 6，， 则 在 微分 几何 中 称 为 互相 对 合 ,所 
以 ,对 合子 流 形 也 之 定义 函数 在 了 上 恒 互相 对 合 。 这 就 是 对 合子 ， 
流 形 名 词 的 来 源 ， 

下 面 开 始 讨论 Lagrange 子 流 形 , 先 看 一 些 例 子 。 

例 1. 2; M 为 + 维 流 形 , 则 T*M 是 2a EERE MM OX 
空间 ) 可 以 与 它 的 ” 维 子 流 形 M x {0}《 即 零 截 口 ) 等 间 起 来 .如 


果 用 局 部 坐标 o= >) dE;Aaxy 则 olu Y d Adrile0, | 


1=1 mn 

所 以 MM 是 T*M 的 Lagrange TRE. 同 理 固 定 M 上 一 点 P. 
考虑 P. 上 的 纤维 7 名 对 ， 用 局 部 坐标 可 表 为 TEM 一 {1(0,*…， 
0:5: 5)}， 也 有 oleum. 因此 ， 辕 定点 处 的 余 切 空间 
TM 也 是 T*M 的 Lagrange T Wit. 

例 2， 更 为 一 般 地 , 设 NCM EMIO RETRE, HREM 
B) {EE ETZM,(E, X) — 0, VXE TN) 也 是 T*M 的 Lagrange 
TUE. SED p, 若 用 局 部 坐标 将 NN 表 为 xtt moo x. 70, 
则 其 余 法 从 可 以 局 部 地 表示 为 {lrs ct xx, 0,，**…"0; 0,，*…0; 
Bus cis E91» w 在 其 上 的 限制 家 然 为 0, 

$63. 设 plx) E M 上 的 C” 琐 数 , 则 de 的 图 象 T = (Cx, 
dp);x€ M) 也 是 T*M I n ETHE. 

wlr = > (52) Adx; 一 È sos dx; A dx; = 0, 
所 以 了 也 是 一 个 Lagrange THE, iu? $k29 5: pepE ZA CHA 
3. 


更 为 一 般 地 ， 设 @ 是 M 上 的 1 形式: @ 一 D ads. W 


y-1 
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63) T*M 的 截 口 ， 即 一 映射 M T*M, 其 象 即 T*M 的 # 
维 子 流 形 B—aQ0 (j 一 1,…… ,n)， 对 于 基本 1 形式 o, Do 一 


aleja = 23 aj(e)dx; = O, Hp T XE AoH RA oto 


O*(dc) = d(0*c) 一 40, F, 079 Lagrange 子 流 形 的 必要 充 
DRE PAH: dO = 0. 这 时 , 由 Poincaré 定理 必 局 部 地 有 一 
函数 9 使 8 一 dq， 而 上 述 截 口 即 4p HAR, PÆLE Lag- 
range 于 流 形 的 局 部 的 生成 函数 ， 在 这 个 情况 下 ,8 与 M 局 部 微 
分 同 胚 ,而 我 们 得 到 的 结果 可 以 叙述 为 : T*M 之 一 邹 与 好 局 部 
微分 同 胚 的 Lagrange 子 流 形 均 有 生成 函数 pq， 所 以 可 以 把 这 种 
Lagrange 子 流 形 看 成 是 MM 上 “广义 的 函数 .” 

然而 T*M, 也 有 不 与 M 局 部 数 分 同 BARS Lagrange F 流 
形 , 例 2 中 子 流 形 NCM 的 余 法 从 即 是 一 例 ， 然 而 可 以 证 明 ( 见 
Arnold[l], p.224 定理 )， 在 Lagrange THÉ AEA PHE 
(PeET*N)， 若 取 T*M 的 局 部 坐标 为 (xi 2,551) * * Es) 
则 必 可 找到 子 集 4，B8C1i2 1， 使 4UB 一 1 2, +t, 
n}, ANB = Ø, ifü (x50 i€ 4, REB 是 4 的 局 部 坐标 ,而 
且 可 以 仿照 上 面 的 作法 找到 一 个 图 数 e(n.50, EARE do 的 
WR: 4 一 (Gn E) dp} j€ 4, K€ B. p 称 为 4 的 广义 生成 函 
数 . 

9) 4. Lagrange 子 流 形 还 可 以 自然 地 与 典 则 变换 联系 起 K. 
设 (Mi c) G—1,2) 是 两 个 同 维 数 的 辛 流 形 , 则 (Mi, —0:) 
(《 称 为 (Mio WAR UE SEBUE IR (MX Ma mioh x11) 
也 是 辛 流 形 ， 这 里 r; 是 投影 运算 ,zf Mi X Mic MI. 现在 令 
f:Mi-* M, 是 一 个 微分 同 胚 ,其 图 象 为 Dr (Gn, E), Gr, E) 
(x,£)€ MiI)jC Mi X Ma HERA 


dim T; — dim M, = Z ldim M; + dim Mj) 


- j dim, X Mj. 


il» 


如 果 我 们 就 记 rro, Xp, ZA kl] T, 在 什么 条 性 下 是 (MIX 
Mo n) 的 Lagrange 于 流 形 ? PRE 


977 lr, = f*o, — oo 


t 


因此 ,了 法 Lagrange 于 流 形 当 且 仅 当 f; Mio M. 是 典 则 变 


换 ( 产 同 帅 :)， 由 于 这 个 例子 的 重要 性 ,我 们 给 出 

ENA 43 设 (Mo) (i — 1,2) 均 为 辛 流 形 ，(M,X Ma 
xioa o) 的 任意 Lagrange FAE A 称 为 由 M; 到 Mi 的 一 
^ RRDER. 


注意 ， 症 这 个 定义 中 并 不 要 求 dim M, dim M, 事实 上 ， 


例 + 是 说 当 dimM, 一 dimM, 而 f: Mi;-> M, ERORE, Ti 
为 典 则 关系 当 且 仅 当 f 为 广 同 有 三 。 而 在 一 般 情况 下 , Ms M: 
是 两 个 微分 流 形 N.N. 的 余 切 从 : Mi 一 T*N, Uf E Ttg, 
9:N,— Na, W] A= ((,5, ym) € T*NaXT*N,, =p), 
E = py) 是 由 Mie T*N, 到 M1 一 T*N, HANSA. 

上 典 则 关系 的 讨论 与 扯 则 变换 的 生成 函数 理论 有 密切 钓 关 系 . 
仍然 考虑 典 则 变 痪 f: 要, 一 M1, 并 特别 设 M, T*N, 1,2), 
RI ,= (0,5), Cr, 20, Ce, D ET*NLJ C T*N, x T*N,, H 
在 引 人 一 个 共同 构 

€ Ta 了 (zay52) > Cis — E)» 
则 1X e; T*N, X T*N,— T*CN,X N), Cesi) n, 52) — 
(n, t £&, 一 82) AAA, Jan mpi T*N, x T*N, 与 
T*(N, X Nj) 视 为 相同 ， 因 此 D; 成 为 T(N, X N,) 的 Lag- 
range THÉ. 特别 是 , 若 T 与 M, X ON. koi y |DER, jim 
B) 3 所 述 ， 应 有 局 部 的 生成 函数 Olr), z ENG — 1,2). 

定理 8.4.4 设 有 局 部 定义 的 典 则 变换 
FT*N,— T*N,, Cn, E) = Fx, ED. (8.4.1) 


sej] A0, RIIATEZERIS O, n) 适合 
4 


ee ~ 
z*0 (8.4.2 
Ox, Ox, á 
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Sx 


使 了 可 以 表 为 


oo GO 
全 一 p g= re (8.4.3) 
反之 , 若 可 找到 函数 Prr) 适合 (8.4.2)， 则 由 (8.4.3) 所 
定义 的 变换 必 为 典 则 变换 。 


Plana) 称 为 《8.4.3) 的 生成 函数 。 
ik. & [on] X0 A E TAUER Gon) 的 函数 , 代 人 s 


ED = fGa,50 知 5, ZR BUE UE D; 可 以 用 C, x) 作为 局 部 
坐标 ， 即 T, 与 N, X AN: 微 分 同 胚 。 故 有 生成 函数 Crs x 使 
(ztsyz Eis —#2) -— (n, Xis do). 此 即 (8.4.3) x, (8.4.2) BD 


3E ' 
#0, 
8x, | 


道 定理 部 分 自明 . 

Er 不 能 局 部 地 与 N, X N. WOA, MAUERA 
义 生 成 函数 。 

关于 暴 则 关系 进一步 的 讨论 可 以 参看 A. Weinstein [1]. 

2. 锥 形 Lagrange 子 流 形 。 在 应 用 上 特别 重要 的 是 锥 形 
Lagrange 子 流 形 ， 它 的 定义 是 

定义 8.4.5 Ub M 为 一 并 维 流 形 , 工 是 T*MNO KIr Lag- 
range FME, Æ L ERER RE 

Cx, E) EL => (x,1i£) € L, Vr 20, 
则 称 工 为 锥 形 Lagrange FRÆ, 

例如 上 面 例 2 的 NCM 的 余 法 从 (不 妨 记 作 N+) 就 是 一 个 
WE Lagrange 子 流 形 。 

对 于 锥 形 流 形 工 , 才 向 量 场 p 一 向 到 -一 定 是 切 向 量 场 ， 
因为 它 是 曲线 P: Rt={;, BIER puni e e DeL, 
所 决定 的 切 向 量 场 

定理 8.4.6  T*MX0 的 5 维 闭 子 流 形 工 是 锥 形 Lagrange F 
流 形 的 充 要 条 件 是 Liouville YE X e ZE L E75 0, 
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. URE, HOL ECE— R Cx, 8) 处 的 切 向 量 5 DAE A 
E 由 (8.5. 15) 即 知 
ob) = olp) — 0, 

KOHE, Holz 0, dk olr del, = 0 MA Li Lagrange 
FRÉ SEEE. BERTE PE (Tep L) - TeoL, 
故 2 是 工 的 切 向 量 ， 因 此 e 的 任 一 积分 曲线 即 

zee fag, xl 一 x Flo = E, Ca EL 
之 积分 时 线 均 在 工 上 。 但 后 者 为 r= x, E= pe m Er, 这 里 
r= e> 0, WEA C, E)E L => (x, r£) ELC > 0) MAL 
是 锥 形 子 流 形 ， 注 意 ,这 里 我 们 应 用 了 工 为 闭 , 这 才 使 整个 积分 曲 
线 不 能 越 出 工 外 ， 

上 面 我 们 指出 ,，M 的 大 维 子 流 形 叉 的 余 法 从 是 T*M 的 锥 形 
Lagrange 子 流 形 。 其 实 它 的 逆 局 部 地 也 是 成 立 的 ; 即 有 

定理 8.4.7 若 工 是 T*M 的 一 锥 形 Lagrange 子 流 形 ;而且 
由 OT*M 到 M 的 投影 矣 射 * DUDAS dx EL ZIE— A Cx, 8) 
AREE NER, BU da: Tepl —> T.M Zik% k, WIL dE 
(x,5) BAERE UEA R ETATE V RREA, 

证 . 4 L= V, HARRE, VEMBSEGZSCTHOP. ^ 
SHERR V 局 部 地 表示 为 xpo oxQ2—0, 8-—dimM, 
RE LEHE Lagrange 于 流 形 ;而 ole = 9 GEH 8.4.6), 亦 即 
» Ejdz; e 0, AELE E om rom E 0m 0. OX BUE US LORD 
jei 
地 是 的 余 切 从 .证 毕 . 

现在 讨论 锥 形 Lagrange 子 流 形 的 生成 函数 ， 这 与 下 一 章 将 
讨论 的 Fourior 积分 算 子 有 密切 的 关系 。 我 们 想 要 证 明 它 们 是 
由 相 项 数 生成 的 ， 相 了 项 数 的 概念 见 本 节 上 册 第 四 章 81, 现在 再 重 
复 如 下 ， 相 函数 oG, 0)《 有 时 是 ale y, 9) 而 以 ?为 参数 ) 是 
一 个 C*(G x RM0) 的 隙 数 ( 这 里 我 们 考虑 OCR 而 一 般 #* 7e 
的 情况 ), 它 对 9 是 一 次 正 齐 狂 的 ; 即 : 


-gar 


Q(x,10) = tp(x,8), 1t > 0, 
mAH 8 却 0 时 没有 临界 点 ; gradee.o@(x,6) s 0(0 9 0)。 讨 论 
相 函 数 时 ,一 个 重要 的 集合 是 
Co ((x,0) € O X R'N0, gradgD(z,0) = 0). — (8.4.4) 
Zug 8 x RW0 XIOBSSHEELELDT OS x, 则 恒 记 
Com So = {rEQ,30ERMNO 使 gradgP (x, 0) — 0), 
Re = O\ So. (8.4.5) 


相 函 数 称 为 非 退 化 的 ,如 果 63 (ERNEENSEET 1. 


关 的 话 , 亦 即 
6 p Ow 

06; . 60,0x, 09,0x, 

rank(55,D5,) 一 rank ES 


öp Po oe 
80i O0y0x,  O0,0x, 
=N, (8.4.6) 

这 时 由 隐 函 数 定理 可 知 C. 是 2 Xx RIO 89m 维 子 流 形 。 hE 
函数 之 定义 , 当 grade$ 一 0 时 gradsP se O0, $MORITEIH— P Bt 3H 

Ao:Co—> T*O\0 = Q x R'\O, (8.4.7) 

(x,0) > (x,4,0). 

AEH 0 29 dE3B CEST 3X ET PR MEEA, A 
p 


3 
(4s, 58) I— (ss. e Bx + 2 3), 


着 其 右 方 为 0, 则 sx 一 0, e, 50 0 EIE Ce E grad? — 
0， 所 以 对 Co 的 切 向 量 (5x, 00) 有 Drot 十 oo69 — 0. 现 
在 Pr 0, BED] Dwd 一 0. 由 此 , 以 及 0.450 一 0， 册 于 假设 
T Coode) ZEW N, A 00 - 0。 这 就 是 说 , 如 是 一 个 内 
尖 。 我 们 常 将 内 浸 上 映射 与 其 象 用 同一 记号 表示 ， 所 以 Ae 现在 也 
表示 T*Q\0 的 一 个 = EUST HUE CEA A，p.504)。 很 
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容易 看 到 , 它 是 锥 形 Lagrange 子 流 形 。 因 为 


el T X 5e dull T 59. dei 5 9|, — iplus 
但 在 Ae 上 grado — 0, HFEA |a, — 8 * gradoola, = 0, 
从 而 els = dbi, = 0, 

重要 的 是 ,这 个 结果 的 逆 也 是 成 立 的 . 

定理 8.4.8 车工 CT*MN0 是 一 个 锥 形 Lagrange 子 流 形 , 则 
f£— P 一 (x, 5) EL 必 有 一 个 锥 邻 域 T 以 及 一 个 非 退 化 相 函 
RoE LAT 一 Ao 

证 。 我 们 先 来 求 a"P ed 附近 的 一 个 局 部 坐标 系 《x1，，…， 
zx) ,使 T*M 相应 地 有 一 个 局 部 举 标 《zi … sXe Erte sin) 
工 在 的 一 个 锥 邻 域 中 可 以 表 为 【CCx(G) E) KE x(#) 5 
的 羽 次 正 齐 性 孙 数 。 这 个 坐标 系 作 法 如 下 : TL) tub PR 
维 空间 之 切 空 间 ( 即 0 维 子 流 形 rP EM 的 余 法 从 )4 是 gR 
7Tr(CT*M)》 WAA Lagrange FRE TEREE 8.2.25 可 以 找 
到 另 一 个 Lagrange 子 空间 A, 与 二 害 都 只 交 于 (0) €. 
ETIM 中 也 附近 的 一 个 局 部 坐标 而 P = COs) COo #0) iiA 
上 之 点 为 (8y, 8n), dy ER", 05€ R&", MA dim 4 一 有 MUS 
两 个 x X n n A30 B (b 

A; = ((2y,862); döy + Bên = 0}. 
BAIRE. 否则 A 中 可 以 找到 5 一 0, Snt A 0 使 
48y? + Bör = B65% 一 0 但 是 4 是 0 点 的 纤维 空间 的 切 空 间 , 故 
用 局 部 坐标 表示 Am (00,85), 05 € R*) 从 而 5x € A 而 与 An 
A= {0} TH. 故 由 Asy 十 Bów — 0 有 8y Cy, fA 
((Qy,C8y),6y € R'), &UE C 一 一 85 4 是 对 称 的 事实 上 , 取 
A ZRA Cya Cy), (Oy, CO) 因为 ela, 一 0, 故 
《C571y572》 — (8y,,C8y,5, BI C — 'C, 

记 C — CoD. co Cis 因为 9° 一 CH m.) 55 0, REE 
以 找到 m TER eh meh G pko deum 使 
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: 
23 [200 

NiC 77 €i. 
tl 


现在 即 可 引信 所 求 的 坐标 *, 使 P XPNCT x* 一 0， 而 在 其 附 
近 有 


1 " 
cm oe M chazi 
PLI 


其 Jacobi 行列 式 为 det D — det c 一 £ chai)» AMERY 
从 上 的 对 偶 学 标志 与 了 的 关系 是 


-= ‘Dr, E = ‘(aw 一 >) che )m. 
imt 


它 的 线性 部 分 即 TAAT*M》 中 切 向 量 的 相应 变换 公式 。 故 车 
P 一 《90,60) & 《0,10)， 则 A; 上 的 向 层 (5x,55》 适 合 
òY; - Óx,, 


* a 
Bë 一 ôn — >) cinste = 85; 一 D euby: -5, 
me Tr 


因为 在 本 上 有 55 一 C3y， 这 样 ， 4 上 的 向 量 是 (5x,0). 

现在 看 TOL) LAINIE (53x,65)。 因 为 此 空间 维 数 为 m 
ALARA nX # 和 矩阵 Ab 使 得 在 TIL) 上 

Ax + BASE = 0, 

EX TL) A m= (0). KAU Or, O 代入 上 式 可 得 A165x 一 
0«àx — 0, BU A4, 是 非 奇异 的 。 故 有 5x 一 2 站 。 这 就 是 说 ， 
在 TL) 上 5E 是 独立 变量 。 回 到 子 流 形 上 可 知 ， 在 疡 附近 工 
上 的 独立 变量 是 8, REH L DRETTEN (00,21). BS L 
是 锥 形 子 流 形 , 故 GE) 一 xE), £20, GRE: x(D) EE 
次 正 齐 人 性 函数 。 

现在 就 可 以 着 手 来 找 相 函数 了 。 因 为 工 是 锥 形 Lagrange F 


HE , 故 在 其 上 Edr 一 5dx(#) 一 0。 若 令 HE) — D #1(5) Eno 


iel 


* Ș1f >» 


WHO) $ ERKE ERNE 
IHE) = 32 GE dx) = 32 x GOME, 


即 是 说 
oH 


og ~ 9 
令 
Dlr, E) = z- g H(£). 
知 
Cp = [2 E); d; = r — am = o}, 
H 
市 


As = {Cx d p) = (x,5) sr,E) € Co} = {E)E} 
RRRA LE Ao 《在 了 附近)。 

余下 的 是 要 证 明 惠 确 是 一 个 非 退 化 相 函 数 ， 光 油性 与 齐 性 都 
是 明显 的 ,而 

grada, P = (Ez — grad, H) s 0 (EN. & 76 0) 
在 grad, = 0 BD x= grad,H b 
(Pirs 04) = (I, Hess;d), 

其 秩 自 然 是 w。 至 此 ， 定 理 证 毕 。 这 个 定理 的 特点 是 : BRAA 
ERER, EN 一 4。 

前 面 讲 的 典 则 关系 如 果 莹 虚 到 锥 性 构造 也 将 有 相应 结果 ， 这 
些 都 将 在 用 到 时 再 讲 。 

3. 特征 理论 . 本章 $1 之 末尾 提 到 求解 《8.1.25) 

F (s. A») 一 0 


可 以 用 辛 几何 的 观点 说 明 , 即 求 T*M 的 一 个 Lagrange TOU 
人 使 之 婚 横 戴 于 纤维 ,又 在 4 上 《8.1.25) 成 立 。 以 下 我 们 就 会 君 
到 (8.1.25》(〈 即 现在 的 F(a, E) 一 0) 定义 TM 的 一 个 对 合子 
流 形 。 所 以 ， 求 解 〈8.1.25) 即 化 为 求 包含 于 一 个 对 合子 流 形 中 的 
Lagrange 子 流 形 、 众 所 周知 :求解 一 阶 偏 微 分 方程 的 基本 方法 是 
特征 线 法 , 即 由 一 个 子 流 形 ( 称 为 初始 流 形 ) 之 各 点 作出 特征 带 , 并 
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以 之 组 成 所 求 的 Lagrange 子 流 形 。 现 将 它 变 为 黑 为 广泛 B fl 
题 ,然后 再 用 辛 几何 的 观点 来 讨论 等 征 理论 。 为 此 我 们 先 继续 讨 
论 对 合子 流 形 。 

WB SENUL (M,a), dim M 一 2s 的 子 流 形 了 。 若 了 由 方 
程 h| oom fht 决定 ,而 dfi m 1, D EVERE 
无 关 ， 则 当下 为 对 合子 流 形 时 必 有 G.f)-0 于 了 7 上。 实际 上 
这 个 命题 (命题 8.4.2) 之 道 也 是 成 立 的 (由 此 也 就 可 知 (8.1.25) 定 
XT T*M 的 一 个 对 合子 流 形 )。 因 为 任 取 一 点 PEV, TKF) 一 


k 

(1 kerCdf)p， 但 是 辛 形式 中 给 出 了 df; 与 Hj, 之 对 应 关系 : 
(dfi, E= OEF Idfj) = wë, Hy, 

因此 À kerCadfi)s — À (H5)$, 而 UT(V) C TRO. 即 表示 


(Hi, Sas s Gli) 所 张 的 空间 是 切 空间 ， 也 就 是 说 T7) 为 对 
dd up Bg (H5). 一 1,---, K) 均 为 了 在 已 处 的 切 向 
量 。 这 正章 昧 着 在 六 上 ( 见 定 义 8.3.5，(8.3.10) 式 ) 
Hu E Uo - 0. 
但 是 由 Hadamard 引 理 (上 册 引 理 4.2.6 的 证 明 ， p.193), 由 
{fisfi}ly = 0 
可 知 , 在 了 附近 
{fis fi} 一 2. chí iim 10,:-*,m. 

因此 ,由 Frobenius 定理 Hj,G — 1,2,-*-, n) 构成 TV) 上 的 
一 个 可 积分 布 。 因 此 ,对 合子 流 形 了 将 由 Hy 的 积分 子 流 形 组 成 ， 
从 而 这 些 积分 子 流 形 给 了 TV 一 个 叶 层 构造 《foliation》。 这 一 点 
是 极为 重要 的 。 

进一步 看 这 些 积分 子 流 形 ， 它 们 又 应 该 由 Hg 的 积分 曲线 组 
BE. Hy 的 积分 曲线 构成 一 个 微分 同 胚 (实际 上 是 辛 同 胚 亦 即 典 则 
变换 ) 的 单 参数 ( 记 为 n) 群 88， 所 以 这 些 积分 子 流 形 为 

ioileoiizie--ophP, Ini] Z) 
这 里 en 与 ep 的 次 序 无 关 。 Frobenius 定理 告诉 我 们 的 也 就 
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是 这 个 事实 , 例如 可 以 参看 Arnold" p.211, 这些 积 分 子 流 形 称 
为 了 的 特征 带 。 

下 这 些 概念 可 忒 得 到 一 些 重要 结果 。 首先 : 

定理 8.4.9 MB ADOS kis C" 子 流 形 了 是 对 合子 流 形 的 
充 要 条 件 是 ; 过 征 一 点 PEV ZUM Lagrange FRÉ 
LCY., 

证 。 设 过 任 一 点 PE 有 Lagrange 子 流 形 LCV. W 
TKL)CTKAV), 而 

[TK (V) CIT(L)Y = TEL)CTKV), 

如 了 为 对 合子 流 形 。 

反之 设 耻 为 对 合子 流 形 而 在 中 附近 可 表 为 上 一 …… 一 有 一 


0， 这 里 下 ”一 于 dimM， df, 在 己 点 线性 无 关 , 且 (f, phm 


0. 将 fcf, 扩充 为 一 辛 基底 hh 65 frs Firs "fs 
Biste sln’ mj L- [f;i-9,i- l,- ø} 是 M bK P É La- 
grange 子 流 形 且 LCV, 

但 是 上 述 证 明 有 一 漏洞 ,因为 它 应 用 了 定理 8.3.9 而 其 中 要 求 
的 是 {f fj 一 0 于 P 附 近 而 不 只 是 (filv 一 0， 所 以 有 必 
要 改变 人 的 定义 函数 来 达到 这 一 点 ， 在 P 附 近 取 M BS— 7-38 
标 CE), KX dfi ,4f4 线性 无 关 , 故 必 可 从 fimm 0 中 解 出 
AS kE Ei jed m 11 十 17| — &. 而 得 

a 7 glt, Ê), £i — gil, E), 
GE 是 其 余 坐 标 ， 将 下 的 定义 方程 换 为 
]; ez —gG£E)-0 EX flmt:u—sG,»-o, 
则 出 对 合 性 条 件 有 
节 于 一 op 十 ce so 一 0 或 1。 
上 式 应 在 了 上， 即 当 x 5,5, Eim glt, É) 时 为 9， 但 因 
EESTE Git, MAB: 在 了 附近 
TED: = (, 
定理 至 此 证 毕 ， 


*620 * 


现在 看 M 的 任意 子 流 形 Mo BEX 841, 对 ,为 亲子 流 形 
34 B US TM,D(TM, E {0}. 这 时 w% 在 M, 上 诱导 出 一 个 举 
构造 ow% 而 《Mo,wo》 是 -一 个 辛 流 形 。 我 们 现在 用 特征 带 来 讨论 一 
阶 偏 微分 方程 的 初 值 条 件 ， 为 此 仍 设 VOM ERER k 的 对 合 
TUE. 

定理 8.4.10 i2 M, 是 对 合子 流 形 了 的 余 维 数 & 的 于 流 形 ， 
(Moru) 是 辛 子 流 形 当 上 且 仅 当 M, WRT VIREN. 

证 . d CM, os) 是 辛 子 流 形 , 则 对 任 一 点 P € Mo, TMN 
(TM, = (0). 但 T;M,C T,V, 所 以 《TpV)"CCTpMo)* 而 有 
TMN CT Vy 一 0， 从 前 面 讲 的 《Tay) 与 Hj HS AB A 
M, 与 了 的 特征 带 横 截 。 

反之 ; 若 TRM.OQTY 一 401， 双方 取 辛 补 有 《TpMo" 十 
TpV = TM. HF 

dim(T,; M,)' = 2a — dim M, = 22 — (dim V — Å), 


所 以 
dim [(T;M, QTV] = k, 


而 

(Ty y 一 《Ta T-V. 
注意 到 

TrM, NCT Vy — {0}, 
MESE 


ToM NCT My = {0}, 
就 是 说 M， 是 一 个 辛 子 流 形 。 
但 是 我 们 并 不 是 用 M, 作为 初始 流 形 , 而 是 取 《Mueo) 的 另 
— Lagrange 子 流 形 L, 前 已 说 过 了 的 特征 带 为 H..-—.H 
所 张 的 子 空间 : 
LTV] ~ {Hs ,Hea}, 
而 对 含 于 中 的 Lagrange FRE L, HA 
[TVI CUT L] - T LCT, 
这 些 特征 带 认 切 于 L. hU LDL, WLGVESEGI Li 各 点 的 特 
征 带 。 实 际 上 我 们 有 
定理 8.4.11 对 《《M,,wo) 的 任 一 Lagrange FRE Li 局 部 
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地 必 有 (Me) HyME— Lagrange 子 流 形 Le L.CLCV, 而 且 
工 即 过 Le 各 点 的 终 征 带 之 并 .。 
证 .定义 之 为 过 Z。 上 各 点 的 特征 带 之 并 : 
= {Do- e *e07(0), Q€UQ Li, 《ri T4) eT*, 

XXE URL, LA P ZRD, T! 是 0€ Rt 的 充分 小 邻 
B. AAAA L, 的 Lagrange 子 流 形 工 ， 则 所 有 这 些 特征 带 
都 位 于 上 ,所 以 CL， 又 因 LCOM. 而 与 所 有 特征 带 横 截 ,所 
以 dim? — dim 《特征 带 ) + dim Le. E Hp 彼此 线性 无 关 , 所 以 


dim (特征 带 ) = k, dim L,— i dim M= l (dim V — k) = 


Tanki) nk, 所 以 dim Ë = k+ (a— k) = s = 


dimL, ELEM L 一 了 ， 就 是 说 , 若 有 Lagrange THE L 
存在 , 它 必 为 L， 唯 一 性 得 证 . 
再 证 存在 性 ,为 此 我 们 在 Toll) EHRM Hy. 于 是 先 


令 
L 一 {0} C9) s QEUN LiTE T?, 


记号 的 意义 同上 。 由 Hy 5 L RRE, 

ToL,- ToL, + {Hi(Q)}, 

(ToL Y 一 《ToLo N kerdf (Q) 

2ToL, + {H; CODI = Tol, 
dien 是 迷 向 子 流 形 。 仿 此 再 作 
一 {pjo oP), QE UN Les Qui Tt) ET 
NE TEE. 而 且 dim L, =n ti— k 所 以 作 到 上 一 天时 
即 得 L= L 是 适合 LOCECV 的 Lagrange FRÉ., 
经 过 了 这 些 几 何 的 讨论 就 可 以 习 到 一 阶 仿 微 方程 上 来 。 这 

时 ,我 们 所 用 的 辛 沪 形 将 是 一 个 余 切 从 TM OX M 与 前 述 M 
不 同 , 现 在 dim M =n) 而 它 的 对 合子 流 形 fim e m 一 0， 
k «n 相应 于 一 个 一 阶 偏 微分 方程 组 


2s ac) - mf, (z, 2m 0, (8.4.8). 
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WRR- DERRER CT Hke 则 应 用 前 述 的 理论 可 以 
得 到 关于 一 阶 偏 微分 方程 组 的 Cauchy 问题 的 基本 定理 如 下 ; 

定理 8.4.12 设 dim T*M — 2n, fi, f. 是 T*M 上 的 
k&n DRE C” ERE dh. dfi, 在 P= (xj, En) E V= 
(mm f m0) 附近 线 姓 无 关 ， 若 过 rP = (x) 有 对 的 
n— k EFWENS {df CP), o daf P) RR MEEN 
上 给 一 函数 w(x) 使 d: PQ) 一 各 row， 则 当 h»c, h 在 P 
附近 为 对 合 时 必 存 在 《8.4.8) 的 唯一 解 p) 使 在 9 附近 

ply = e), (8.4.9) 

ifi BE (x,d.p G0) Æ (8.4.8) 的 特征 带 之 并 ， 

反之 , 若 (8.4.8) 1 0NG8—H g(x)， 则 令 dep ™ E, D 
有 hes 1 在 (x, E) Cc 在 和 附近 ) 附 近 对 合 ,而 且 def1,**…， 
dí, 在 了 附近 线性 无 关 。 

证 。 若 p(x) 是 一 个 解 , WEAR le, dp) 是 一 个 含 于 了 内 
的 Lagrange 于 流 形 , 而 且 户 部 地 微分 间 胚 于 M. 由 定理 8.4.9， 
?是 对 合子 流 形 。 由 于 工 在 了 附近 微分 同 是 于 M， 故 h.e 
dif, 在 依附 近 线 性 无 关 . 

反之 , 设 h»c 在 Gnd.g) 附近 为 对 含 , 而 且 Zefa, nns 
dil, 线性 无 关 ，T*N 显然 是 T*M DUET BUD ME L= (s, 
dc),xzeNl 是 T*N 的 Lagrange THE. FEDA T*M 的 
唯一 的 Lagrange FHE L &- T V VB eHOBX L。 上 各 点 的 
的 特征 带 组 成 ， 记 世上 之 点 为 《zx 池 ) ， 应 有 

£l TÍN —-4.ly, f(x.) 一 fini) -— 6, 


由 于 difist t "sdefi 与 TIN BE. dolep oH EX 
中 解 出 E — EQ), BU L 一 {(z*，5(x))}。， 这 样 工 必 局 部 地 微分 
同 胚 于 M ,从 而 它 是 某 一 函数 eG) 之 梯度 的 图 象 : 工 一 {kz， 
dzp)}， 这 桩 的 P 可 以 决定 到 内 相差 一 个 常数 ， 但 因 在 N 上 已 规 
X wm 一 p, MAPE- EREE, 

特征 带 是 余 切 从 T*M 上 的 几何 对 象 。 CEM 上 的 投影 可 
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以 称 为 hers fa 的 特征 : x (特征 带 ) 一 《特征 )。 一 般 说 来 特 
征 带 都 依赖 于 5， 唯一 的 例外 情况 是 PD 不 合 6， 这 样 Hamilton 


场 Hy 中 决定 * 的 部 分 与 无关， 这 就 是 fü -—((00.D- 
aCe) 的 情况 , 亦 苑 (8.4.8) 是 线性 方程 组 的 情况 ， 
在 偏 微 分 方程 理论 中 应 用 最 多 的 情况 是 方程 组 (8.4.8) 由 一 
个 PsDO 的 主 象征 构成 的 情况 
plrx, dsp) = 0. (8.4.10) 
按照 偏 微 分 方程 的 经 典 理 论 , 如 果 一 今 超 曲 面 9 一 “使 得 (8.4.10) 
在 9 一 cc 上 成 立 , 则 称 此 超 曲 面 为 特征 超 曲面 。 所 以 按照 定义 ， 特 
征 超 曲 面 的 定义 函数 并 非 (8.4.10) 秆 为 一 个 偏 微 分 方程 的 解 , 因 
为 它 并 不 要 求 《8.4.10) 在 茶 一 区 域内 而 内 在 一 个 起 曲面 上 成 立 . 
但 是 实际 上 我 们 可 以 将 《8.4.10) 按 偏 微分 访 程 求解 而 得 一 族 特 征 
超 曲 面 。 这 是 因为 (8.4.10) 中 并 不 显 含 P 而 只 含 dep. WEË 
qx) 是 《8.4.10) 的 一 个 解 , 则 p(x) — c Cc 是 任意 常数 ) 都 是 特 
征 超 曲 面 。 为 了 应 用 定理 8.4.12, 应 区 分 两 种 情况 : 
(D) plx, E) ERARA. 这 时 对 合 性 条 件 生 成立 而 
di AT dif, 在 有 上 线性 无 关 成 为 
d,p(x,E) 56 0, 24 ple, E) — 0 时 ; 
(2) p(x,5) 是 复 值 函数 。 这 时 《〈8.4.107 成 为 
Rep(x,d,q) — 0, Imp(x,d,q) = 0, 
而 定理 8.4.12 的 条 件 成 为 当 pO, E) = 0 时 
(Rep, Imp) = 0, 
dRep, dimp RETR. 
在 这 两 种 情况 下 V: plr, E) 一 0《 称 为 特征 簇 ) 的 等 征 带 特 
称 为 次 特征 带 。 在 (1) 时 它 是 1 维 的 而 在 (2) 时 是 2 维 的 ， 它 
以 上 的 讨论 都 是 局 都 的 ， 如 果 要 作 全 局 的 讨论 则 有 许多 新 的 
问题 。 可 以 参 夏 J. J. Duistermaat [1], [2]. 关于 一 阶 偏 向 分 
上 方程 的 经 典 性 的 著作 可 参看 C. Carathéodory[1] QEA HE A 
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的 ), 还 有 E. Cartan[1] 《这 是 几何 性 质 的 )。 ORT £878 7) UE 
了 多 次 引用 的 Arnold 的 著作 外 还 可 参看 R Abraham and J. 
E. Marsdenf1], € Godbillon [1] 和 J. M. Souriau [1]， 其 中 
都 有 很 好 的 关于 辛 几何 的 论述 。 关 于 辛 几何 我 们 只 讨论 了 它 的 基 
本 知识 和 下 面 需要 的 知识 ， 进 一 步 的 讨论 可 参看 L. Hórmander 
[5] 第 三 卷 第 二 十 一 章 和 YY.Guillemin and $. Sternberg[1]。 
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ahg Fourier 积分 算 子 


$1. FIO 的 物理 背景 


1. 几何 光学 和 物理 光学 的 关系 . Fourier 积分 算 子 (以 下 简 记 
为 FIO) 理论 是 一 个 源远流长 的 数学 理论 . 它 的 “前 上身" 可 以 说 就 
是 数学 物理 中 的 渐 近 方法 。 19 世纪 未 到 20 世纪 初 有 许多 数学 物 
还 学 家 对 这 种 方法 作出 了 和 贡献。 这 里 可 以 提出 Debye, Runge 和 
Sommerfeld. 他 们 所 讨论 的 中 心 问 题 之 一 是 几何 光学 和 物理 光 学 
的 关系 ,所 以 我 们 先 对 此 作 一 些 简 路 介绍 。 读 者 原 知 其 详 , 可 以 参 
看 Guillemin and Sternberg?! 或 者 M. Kline and L W. Kay", 

几何 光学 的 基本 法 则 与 经 典 力 学 中 质点 的 运动 法 则 一 一 最 小 
作用 原理 一 一 同样 是 一 个 变 分 原理 。 设 Ri 空间 中 折射 率 为 函数 
n(r,,x1,2,) 由 P, 到 P, 的 曲线 7 上 的 积分 


SQ) 一 " tx, , Tis Xa) yd (9.1.1) 


称 为 P 到 了 PP, FER, Fermat 原理 指出 ， 光 实际 进行 的 道路 
邑 实际 的 光线 是 SGy》 作 为 Y 的 泛 栅 的 驻 定 曲线 。 这 个 原理 很 好 
地 解释 了 光 的 直线 传播 .折射 ,反射 等 现象 ， 为 光 的 粒子 学 说 作 了 
很 好 的 数学 说 明 。 

但 是 光 的 粒子 学 说 不 能 觉 明 许多 现象 ,首先 是 衍射 。 光 的 波 
动 学 说 却 可 以 解释 它 、19 世纪 中 , Maxwell 指出 光 的 本 性 是 电磁 
波 。Maxwell 方程 组 最 后 可 以 化 成 波动 方程 


uei OX AL 0 (9.1.2) 


cor! 
(以 下 为 简单 记 恒 设 光速 “一 1)， 这 是 物理 光学 的 基本 方程 。 
后 来 的 研究 说 明了 几何 光学 正 是 物 至 光学 在 波长 趋 于 0 时 的 
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WIE, EXE Debye, Runge, Sommerteld WX GED 1:18 87-1 UI 
了 这 一 点 。 他 们 的 想法 是 : AEAN AAE mE 
ulemo = Ost! mg = ett, (9.1.3) 
ke zm kiri t kini t kita (ohh) 称 为 波 关 是。 在 传播 
过 程 中 它 将 分 裂 为 两 个 波 ,而 且 波 形 发 生疏 变 . 所 以 ,可 以 求 Cau- 
chy 问题 (9.1.2), 《9.1.3) 以 下 形状 的 解 
u(2,x) - a(r,x k ET It 十 Brun, Rye Tm, {9.1.4) 
que; 称 为 位 相 , a, 已 称 为 振幅 。 我 们 只 君 上 式 第 一 项 ,以 它 代 人 
(9.1.2) 有 
ie, 人 -ip 一 8a 9a 8 
AIT, Cae ^9) a a( ad 


0: Bi 
十 上 Fp, a)— «(2n ) ， 
2 ðr 81 


e AC ae 1) me Ag — 2i (grada * grad p + vs aA.) 
— e|gradgl". 
Ux EAE IRI SEE A 成 反比 , 波 的 频率 w 一 cl| 一 IRI. 
我 们 设 相 函 数 是 和 的 一 阶 正 齐 性 函数 ,所 以 若 w 很 大 , 它 是 一 个 急 
变 的 物理 量 ， 振 幅 比 之 相 函数 则 是 缓 变 的 物理 量 ， 所 以 设 有 以 下 
的 渐 近 展开 式 
af 大) ~ > Gi k), 


a; 是 的 一 i ai ERR, 以 此 代 人 方程 即 有 


$ (e) - ee， 


+ 2i [2e Baia — grado * grad aja 
0: ör 


十 上 1 — Api ) rM ] 


“(sh 
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其 中 每 一 项 都 是 二 的 一 i 十 2 次 正 齐 性 函数 。 它 的 各 项 都 取 为 0， 
于 是 从 P 一 0 开始 先 得 到 

(38) 一 1grade,|: 一 0 (9.1.5) 
JCBLHRERDECUTHDRDMUIS BR. KAFEYE (eicon! equa- 
tion), 它 可 以 分 解 因子 而 有 20 土 |gradq| 一 0。 我 们 取 M 
|gradei|( 另 一 个 方程 决定 的 9 即 作为 p). 关于 ei 初 值 条 忻 取 为 

qi(0, x, k) - k * x, 
TUNE an AIRI i T4 


2 
8g, 6 Tao gradg, * grada, -+ 1 Fp -Ap ) dp ™ 0。 


ðt Ot: 2 \ Br 
(9.1.6,) 
XT 01,02,* - 依次 有 
op am ag. T 1 (Sw. 一 Ap )ei 
Ot: Or 
ded L (Pea — Aai. - 0, (9.1.6)) 


(9.1.6,) 称 为 传输 方程 (transport equation),《9.1.6;) X29 高 阶 
传输 方程 。 


用 同样 的 方法 求 bru x e item mm eim D) bG, x, k). 


XTo 将 有 9 -= — | grado] » qi 0,x,R) =æ ky, XT 6,959] 


$851 (9.1.6), 
为 了 适合 初 值 条 件 应 有 
at, X, à) + b;C0, r,R) = 0, j = 0, 1,2,*-** 
a0, x, &) — bK0, x, k) m1, 
—i|lklCaiCO 2, 4) — 50, x, <)) 
Bara |, Obi. 一 
i 81 01 din 
由 它们 即 可 得 出 as 5) 所 应 适合 的 初 值 条 件 。 
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HLERA ETT URHE. Takie CA 理 XX 
X. [k] — oo 时 , 取 渐 近 解 的 第 一 项 即 得 一 个 近似 解 ; 
u(1,x) c a(1,2)e "mem, (9.1.7) 
qi EA (915), e 适合 (9%.1.6)。 IE HS EL REXC EBD E 538 
面 的 传播 ， 在 这 里 


qi, x, R) 一 kl (ns t). 


Ed 
l 是 一 个 大 参数 , 记 
Eo m 
ene t) d, x. 35, 
等 相 面 即 
plte) = SUr) o e, (9.1.8) 


BDA&IEBIGXSd* BET 4)。 它 是 4 维 空 间 R em ÍG,x m, 
z.)) 中 的 一 个 曲面 , 但 是 是 R = 长 my x, 72) 中 的 一 族 曲 面 : 
当 z 一 时 5S(4,*) 一 + 给 出 了 了 时刻 波 前 在 民 中 的 位 置 ， 
再 看 传输 方程 《9.1.6oj。 这 里 若 约 去 因子 |K| ， 注 意 到 
(25, mS ð Sa 3S 9 ) 
Dr Br Ox, Ox, Ox Ox; 0x, Ox, 
是 一 个 向 量 场 , 记 其 积分 曲线 为 t= Cr), x; Tm x0) C9.1.6,) 可 
以 化 为 沿 此 积分 曲线 的 常 微分 方程 


€ qb LC), x 0), a) = 0, 
dt 


这 就 相应 于 传播 是 沿 此 积分 曲线 进行 的 。 这 个 积分 曲线 即 是 光 
R. 

JE 873 2 (9.1.5) 是 Hamilton-Jacobi 方程 ,而 上 述 向 量 场 的 
名 分 曲线 即 是 其 特征 曲线 , 用 上 一 章 最 后 一 段 的 语言 来 说 (9.1.5) 
寻 波 动 方 程 《9.1.2) 的 特征 方程 而 (9.1.5) 的 积分 曲线 即 次 特征 
曲线 ， 

现在 转 到 余 切 从 上 来 讨论 .如 在 上 册 第 四 章 $5 所 少 出 的 : 为 
了 描述 疲 的 传播 最 好 是 不 但 给 出 波 前 的 位 置 (这 里 是 (1,*) B. 
Sua) 一 [一 一 不 妨 令 c 一 0) 而 且 给 出 其 传播 方向 4 不 是 次 特征 
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HA) MERNE (2, qna, $)， 亦 即 用 TARO 中 的 

A = (se 2, grad, s). 
来 刻 划 它 。 但 是 ,这 正 是 一 个 Lagrange FRK, mAAR SC+,*) 
就 是 它 的 生成 函数 。 我 们 要 求 3 Æ Hamilton-Jacobi 方程 


1 
(pr 9$, grad, S) = (2) — |grad S[? — 0 
GE ĝi 


之 解 ,这 个 方程 定义 了 TIRY 中 的 一 个 对 合子 流 形 HC, xy Ey 
二 ) 一 0， 点 一 (5 5, 后) ,次 特征 曲线 包含 在 互 定义 的 特征 带 中 . 
因为 现在 总 中 不 显 含 * 和 x, 所 以 它 定义 的 特征 带 的 方程 ( 即 Ha 
milton 方程 组 ) 是 


dh dE o, Mac NR, E= 常数 
T dc 


但 是 我 们 要 注意 ，Hamilton-Jacobi 方程 和 特征 带 的 方程 都 
只 在 一 0 附近 可 解 。 所 以 我 们 得 到 的 Lagrange 子 流 形 只 是 一 
小 块 , 它 的 生成 函数 也 只 是 局 部 地 有 效 ， 上 一 章 指 出 ,只 有 在 4 横 
裁 于 纤维 时 ， 它 才 微 分 同上 胚 于 底 空间 R*， 才 能 膨 (1, x) 的 省 数 
Sr) 为 其 生成 函数 。 当 这 个 微分 同 凸 被 破坏 时 , 就 说 发 生 了 
“ 焦 散 ”(caustic) 现象 ， 这 时 就 需要 转换 到 其 它 举 标 系 而 应 用 广 
义 生 成 函数 ， 以 上 的 讨论 不 仅 说 明了 几何 光学 的 现象 ， 而 且 告 诉 
我 们 ,这 些 讨 论 都 是 局 部 的 ， 而 必需 尧 虑 各 种 物理 现象 的 几何 的 、 
内 药 的 性 质 ， 我 们 再 提 一 下 Duistermaat?. 一文， 那里 对 所 提 的 
问题 作 了 深刻 的 讨论 ， 

如 果 不 限 于 [| 一 co 的 情况 ,就 是 考虑 波 的 一 切 频率 成 分 ， 
则 我 们 应 该 把 (9.1.4) 对 一 切 % 积 分 想来， 按照 习惯 ,我 们 记 频 率 
为 《， 并 且 考 虑 到 波动 方程 的 一 般 Cauchy 问题 ， 我们 应 该 求 波 
动 方程 Cauchy 问题 的 如 下 形状 的 解 : 


"OPE | esena aliz AEE. 
HA FUE RARR, BAE $3 的 例 3Cp.205) 中 我 们 已 
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经 看 到 它 了 ， 这 就 是 一 个 FIO。《 准 确 地 说 是 局 部 FIO), 

经 典 力 学 和 最 子 力学 的 关系 。 在 经 典 力学 中 一 个 粒子 在 某 
时 刻 有 确定 的 位 置 和 动 景 ， 询 在 量子 力学 中 则 不 然 ， 在 某 一 时 刻 
+ 粒子 出 现在 (xi, Xi. X.) 点 附近 一 小 块 dx 中 只 有 一 定 的 概 率 
las eode (因此 不 妨 设 |, loan 一 1). 0G, eio tete 
与 经 典 力学 不 同 ， 在 量子 力学 中 物理 量 不 是 用 函数 来 表示 的 而 是 
用 算 子 来 表示 的 例如， 位 置 在 经 典 力学 中 用 x; 表示 而 在 量子 力 
学 中 用 zx; « (RA x) 坎 示 ; 同 桩 ,经 典 力学 的 动量 p; 一 mo; 在 量 
子 力学 中 用 m 区- 表示, 波 函数 所 适合 的 基本 方程 是 Schr5dinger 
方程 
i 2* — I 4b + VG), (9.1.9) 


[o] "m 

这 里 声 是 粒子 质量 ,V(x) 是 位 能 , 即 粒子 将 受到 力 F = 一 gradV 
的 作用 ,= p AERA Planck HW, À — 6.63 X 1077 尔格 。 
P, 天 一 105 x 107" 尔格 - 秒 , 所 以 它们 是 很 小 的 参数 ， 

物理 学 的 研究 告诉 我 们 ,当天 可 以 忽略 不 计时 ,量子 效应 可 以 
不 计 ， 这 时 和 粒子 服从 经 典 力学 定律 ， 所 以 经 典 力学 是 量子 力学 当 
下 一 0 时 (其 实 是 视 产 为 6 时 ) 的 极限 。 这 样 我 们 又 可 以 用 上 面 的 
渐 近 方法 (在 物理 学 中 称 为 WKB 方法 《 见 上 册 第 四 章 $ 4, p.210) 
去 讨论 它 。 现 在 的 1/ 站 就 相当 于 上 面 的 | 有 | ， 为 简单 计 ,我 们 只 限 
于 一 维 情况 ， 并 设 粒 子 有 国定 的 能 最 《量子 力学 告诉 我 们 ,E/# 
是 粒子 的 频率 ), 所 以 设 解 为 


He, 2) $606 M — (e, 


RUE Br BE 25 28 68, —— 一 个 固定 频率 一 一 波 ,这 时 关于 660 — 
称 为 定 态 波 函数 ~ 一 将 有 


二 二 PO G)—EM — 0, (9.1.10) 
新 


EFIE 


2m 
T- Vim 我 们 将 视 为 站 于 co, (9.1.10) 称 为 一 维 定 态 Schri- 
dinger 方程 。 
设 9.1.10) 的 解 为 

d(x,t) = alx Theft SO  eirscn 5 aix) !, (9.1.11) 

RA C9. 1.10) ŽS r BOR COR 0 将 得 到 
[CS'GO + CV (X). — E)]a, — 0, 
因为 ce 关 0《 渐 近 展 开 的 第 一 项 当然 不 为 0), 故 有 光 程 方程 
[5'Ca)* -- CV (x) — E) — 0. (9.1.12) 

它 可 以 化 为 两 个 方程 


5 一 VE 一 (3 一 一 VE 一 Te)， 
从 而 关于 相 函 数 5S(x) 有 
S, (x) = [vE —- V(x)dx, Sx) 一 一 [vE — V(z)dx. 


和 上 面 一 样 ， 关 于 a 可 以 得 到 传输 方程 。 例 如 ,关于 mm(s) 
有 
POL: Ts = 0, 


它 很 容易 积 册 : 用 aolx) 乘 双方 即 有 
4 [dC gc] — 
z| 2 M "| o. 
l jw " 
因此 zs — const, 和 如果 $1 s& 0, 立即 有 
ax) = Kl A Si) = Ki 3 — V, 


dx, 0) = Kiet [£m AE — V(x), 
用 同样 的 方法 处 理 5, 即 得 (9.1.10) 之 解 
dx, T) pes C, e™ fy£79 Vis) i=j] E nen V(x) 


4 Ce SVEVO es IV E —V (e)s (9.1.13) 
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这 里 C1 与 C; 是 常数 ,其 关系 如 何 确定 是 一 个 重要 间 题 。 自 前 C, 
Z5 C, 是 互相 独立 的 ,第 一 项 表示 人 射流 ,第 二 项 表示 反射 波 , 二 者 
没有 关系 总之， 我 们 得 到 了 《3.1.10) 的 一 个 近似 外。 这 个 近似 
解 是 在 SO = 0 的 条 件 下 得 双 的 , 这 个 条 件 的 意义 是 什么 ? 如 
上 一 段 所 述 ,我 们 应 该 在 余 切 从 T*(R'U 中 考察 Lagrange 于 流 形 
{Cx,6 C2))}, 

在 SCx) 一 0 处 此 于 流 形 不 微分 同 盈 于 底 空 间 , 从 而 出 现 了 焦 散 
现象 。 我 们 现在 着 重 讨论 SG 一 0 时 发 生 的 情况 . 


Ve 


车 SCx,) 0, Hm r= ro 处 

E = V (s), 
如 果 V Ge) 的 图 象 如 图 3 所 示 , 它 形成 一 个 “ 势 阱 ”, 按 经 典 力学 的 
观点 粒子 不 能 穿 过 a 到 右 方 ， 因 为 它 的 总 能 量 互 不 能 小 于 势能 
(ez)。 因 此 ， 上 盏 的 讨论 只 适用 于 * < xo， 如 果 要 在 > > x 处 
讨论 ， 就 需 归 允许 SQ) 取 复 值 而 我 们 将 得 到 以 下 形状 的 近似 解 
pler) m Ce ty E /Vr) — E. — (9.114) 


这 里 我 们 略 去 了 e POE 4 是 因为 如 果 将 不 定 积分 号 为 


* 633 * 


a 09. ^ soe -^ amado ci ehe IH is 


p , 则 当 x — 十 co 时 ,| v — Eds — -Hoo i e* [GE 4 
将 指数 增长 、 这 在 物理 上 是 不 


9 许可 的 ， 因 为 让 函数 应 在 已 
中 。 

Pais 2E RE (9.1.14) 与 (9.1.13) 

联系 起 来 呢 ? 现在 我 们 已 进 

S n 入 复 域 ， 如 果 我 们 从 复 平 面 

EK) EE m 58d on CHE, 

4 arg(V(«) — E) 将 增加 x， 从 


而 Crux) 变 成 
Ce Ieri [EVO ds AE—VG), 
这 就 是 (9.1.13) 的 第 二 项 。 如 果 从 下 半 平 面 绕 过 *,, 则 得 到 
C eio git YEVEY ss] AE — V (x), 
RE (9.1.13) 的 第 一 项 。 
所 以 如 果 我 们 要 把 《9.1.13),《9.1.14) RAER, (9.1.13) 中 
就 不 应 该 出 现 两 个 任意 常数 ,而 应 有 


cte ian ft, YE-V s) ox g QUUM [r4 3 22m "2 


eur) VE —YG), X < xy, (9.1.15) 


ce a eE] AVG) E, r> n 
(9.1.14) 5 (9.1.13) 可 以 联结 起 来 说 明 在 量子 力学 中 一 个 粒子 可 
以 穿 过 势 阱 ,这 是 一 个 典型 的 量子 效应 ， 但 是 在 越过 势 阱 后 ,位 相 


将 要 改变 三 这 是 一 个 非常 重要 的 指数 称 为 Maslov 指数 ,我 们 
将 在 下 面 讨论 它 。 


$2. FIO 的 局 部 理论 


1. 回顾 我们 已 在 上 册 第 四 章 $3 介绍 了 FIO 的 定义 与 一 些 
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初步 的 结果 ,现在 把 下 面 需 要 的 一 些 结 果 再 简要 回顾 一 下 ， 
FIO 就 是 一 个 形 如 


CAUCE) 一 人 eXer Dala, y, 0)u(y)dydÓ — (9.11) 


的 算 子 。 这 里 B(x,y,9) 是 一 个 相 函 数 ,而 € Q,C R^, y € Q;7 
R*, 6€ RV; alx, Y, OJE 524, 0<p，5<1。 HEA HNE 
X, grada, aPC y,0) 5^ 0(0 7- 0), (9.2.1) 目前 还 只 是 一 个 
形式 的 记 法 ， 因 为 对 于 它 甚 至 不 能 应 用 振荡 积分 的 定义 ， 但 若 取 
vx) € DCO), lil 

(Au, v) = (i Ci v y Lu y)v(s)dxdydO 


的 确 可 按 振 荡 积 分 理解 , 所 以 _ Aw € 22 (07), 而 4 成 为 一 个 算 子 
A: Da) -> D'A, RHET wry) E DCA, x 9) 


lolaw) = (ii eios x y 8)w(x, y )dxdydO (9.2.2) 


也 是 有 意义 的 。 它 定义 了 一 个 广义 函数 (也 记 作 4). Mi 
Io( aw) = (Aw), 
ARA Fourier 积分 分 布 。 (9.1.1) 也 时 常 写作 Llau) ÆREN 
适合 m — ks —N, s= min(o,1 一 83) 之 0 了 0， 则 广义 函数 4 的 
Br Eid A. 
ins xE—2» d THER PG A 

graden? Æ 0, gradu, 90 = 0 (0 0), (9.2.3) 

BIO 2655 T ERR ER. JU] FIO. 4: 2(0,) 一 2(0,), CIRE A: 


DAN) D) 这 时 可 以 扩充 4 及 '4 的 定义 域 而 得 A: 
4 (0,) > 2'(0,);4: &'(0,) BO,). 

FIO 4: Z(9,) -> 多 "0,) H-A NARE KaG y) 
们 时 常 形 式 地 记 它 为 


K(x, y) = [ eene ys Jd, 
' BBURdE TRUE AAD TRE grada 0 (0 25 05, 26 
了 讨论 4 的 性 质 , 集 
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€, = ((x,y,0)€ Q, X 2, x R'NO,grad, D = 0} (9.2.4 
起 重要 的 作用 ， 记 9, X Ox RING 到 OQ, x OQ, 的 投影 算 子 为 
xz, 并 定义 
So = nCo = ((2,5»)€ Q, X Qı, 39 € R40, grada? = 0), 
(9.2.5) 
Re = Q, X QS, 
则 sing supp K,C- S», RAIH Ka(z,y) 在 Ro 中 光滑， 
当 4 具 有 算 子 相 函 数 时 , 令 ueg (a), WITEABIERITT 
sing suppAuC- seo sing supp # == {z € Q,; 
3y € sing supp s,(x,y) € $5]. (9.2.6) 
当然 , 若 se ACA), 则 sing suppu=p, H EAÑ sing suppAw 一 
中 ,这 与 A: Z) 一 E) 相符 合 ， 
进一步 我 们 要 微 局 部 地 讨论 Po(aw) 这 时 我 们 常 E (9.2.2) 
中 将 (y) 合 写 为 x € O, 而 如 习惯 他 那样 将 w(x,y) 写 成 
u(x) 我们 有 loan) — CA), if 
W FC A) C (2, grad;0(z, 0)), 0# 0, 
(x,0) € con supp a, gradgP(x,0) = 0). (9.2.7) 
XAR, WFA) 也 就 是 4 的 广义 函数 核 K (x9). 的 波 前 集 。 
以 上 con supp a 是 4 的 锥 支 售 , 即 包含 (Cx 5); alr, E) 天 0 
的 最 小 闭 锥 形 集 .如 果 con supp e= QXR”, W (9.2.7) 右 方 是 
一 个 重要 的 党 ((x,grad,D), 0 9 0,，grade9 = 0), 为 了 讨论 它 
我 们 需要 设 B(x, 9) 是 非 退化 丰 函 数 ， Rp 


aw Bp  — Uo 
801. 08,0x, "86,0, 
rank "i te = N, (92.8) 
ro o o 


901 O00y0x,  00,40x, 


这 里 的 矩阵 是 N X (n + N) IERE. 在 grad, 二 0 时 ， or -一 0， 
所 以 (9.2.8) 成 为 det (55) ** M——À 
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得 知 Ce 一 ((2,0); 0 2^ 0, grad; O = 0) BA s AFRE M 
上 一 章 $3 证 明了 , 这 时 Ao: Co 一 l6 grad, 0)). 是 一 个 内 淄 , 它 
的 象 ( 仍 记 为 Ae — ((x, grad, ),0 7- 0, gradoD —0) ) Æ T*ONO 
的 锥 形 Lagrange FMW. iki XUXU FIO 的 一 个 本 质 的 概念 .与 
此 相对 照 , 我 们 不 说 a € 82, PRI m RI FIOA 的 阶 数 ， 其 原因 在 下 
面 就 会 看 到 。 

2. Fourier 积分 分 布 与 相 函 数 . 如 果 在 llau) 中 作 一 个 变 
换 rix, B1 0 = 0(x, 80), 0 X4 Ó iE — rx iE 3E PE BS, 且 


2 | t 0. EMER ENEM T Loan) ER 


huy. (í cios ux)drdb. 
lx, ĝ) —- O(z,0(2,0)), 
El, B) — alasa, 8) [2 |, 

88 


这 时 祖 函数 和 象征 都 改变 了 ， 但 llau) 与 局) 仍 是 同一 个 
分 布 。 所 以 这 时 我 们 说 g$ 与 多 是 等 价 的 。 现在 要 元 虚 等 价 的 充 
分 必要 条 件 。 粗 格 地 说 ,这 就 是 Ae 一 4s。 因 此 锥 形 Lagrange 子 
流 形 A. 而 不 是 相 函 数 @ 才 是 FIO 的 真正 内 在 的 东西 。 

如 果 存 在 一 个 保 纤 维 的 微分 同 胚 (e, I9 (x, 8C ,0)), E 


6(z,b) 一 B(x,0)， 则 因为 6。 一 Dos 所 以 0,—0 e di 
88 本 
o(% 非 异 )， Bp Co — Ce, 而 Ac (Cs, 0.); o, 0j r6. 


& 95); o, = o] 一 {Cx 名): Bo 一 0) 一 As, ix REOR RS 
跃 个 数 下 9 io XN i8 OO AN. 自然 相同 ,而 且 @w 与 Due 的 
符号 数 ( 即 正 负 特征 值 个 数 之 差 ) 在 Ce 与 Cs 的 相应 点 附近 自然 
也 相同 。 
现在 要 考虑 相反 的 过 程 。 首 先 我 们 注意 到 6 与 8 纹 数 不 一 定 
根 同 ,因而 可 以 找到 具有 相同 A HERAN 9 的 维 数 不 同 。 这 里 
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有 一 个 有 用 的 结果 ， 

引 理 9.21 设 w(z,6) 是 (x,,9,) € 0 X RO 的 菜 一 锥 邻 域 
中 的 非 退 化 租 逊 数 且 qun 9,) 一 0。 id Eom qun 00, M. 
而 (zxoy Eo) € Ap, 则 

N — rank peel tarpo) = n — rank dea xi, 5o). (9.2.9) 
这 里 n= ding, x, 是 x:T*Q 一 0 在 4 上 的 限制 。 

WE. 4: Ce 一 AV JÉ— RE, ma m no AV, DJ if VD s ii 
dz, dxodA, 而 式 右 是 dim ker dxa, jd Q X RMN0 PRHA 
E% (8x,08), N C, 的 切 向 量 应 适合 

Pax 十 Ped? = 0, 
4A, 是 单 射 ;机 ker du ((0, 5E)}, AT dim ker dra=dim {39 ; 
$5908 —0} 一 N 一 rankqaes, 证 毕 。 

从 这 个 结果 一 方面 可 以 看 到 de, 在 (x, 58) 一 定 是 奇异 的 , 因 
为 由 Euler 人 恒等式 poe*8 一 0， 从 而 rank ges <N, 而且 可 以 
看 到 = v — rankdraCxss E) 十 rankqes osas ) , 所 以 8 的 维 数 
N Zen — rai da (xy, 与 )， 所 以 9 变量 的 分 数 减少 有 一 定 的 限 
BR. 

现在 来 看 怎样 减少 q(x,8) 中 6 变量 的 个 数 而 不 影响 如 ， 令 
pu rankqao tas 9), id 8-—(8' 9) 一 (6 - Our Ont *s 
On) 不 妨 设 矩阵 poro 是 可 道 的 。 附 带 提 到 久 天 0, 否则 由 Euler 
ERR 0 一 po’ O = peed 应 有 86 一 0， 从 而 m 0 而 这 
是 不 可 能 的 。 于 是 ， 把 隐 函 数 定理 用 于 parCx,98) 一 0 可 以 解 出 
6" — g(2,8) B. 0j — leot), à 对 9 是 一 次 正 齐 性 函数 .5 
入 新 的 变量 Ô — (0',9" 一 sxs8)) 而 将 p(x,9) 写 为 8(*,6). 
go 一 0 RD per(9',9”) 一 0， 其 唯一 解 是 9” 一 g(x, 0) JR BD 
É” m 0、 这 时 Aar m 0, ei m0, 记 

$(x,0,0) — g(x,0, g(x,8)) m d(x,0), — (9.2.10) 
我 们 要 证 明史 也 是 非 退 化 相 函 数 , 而 和 且 4 一 AST Gn £D m Cn, 
gs 00)) 附近 ， 

(x,07) 对 9' 是 一 次 正 齐 性 函数 是 明显 的 。 它 对 (>*9 ) 当 
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9' v5 0 时 没有 临界 点 ， 这 是 因为 
hx) = paix ,g(x,8'y) 
十 per(x,0', g( 2,0 )) g, (x ,95, 
der x ,9/2— polz 30 ,g(x,8)) 
十 ger (x ,0 , g( 2,8 )) ge (x ,9') 
(B 0" = g(x,0) È polr, 0,0) — 0 之 解 , 故 由 上 式 
d, 2,9 ) = qux ,8', g), bor(x, 0)  qpe(x,8, g). 
(9.2.11) 
由 于 自然 地 有 polr, ,8) 一 0， 故 由 grado onp 一 0 可 得 
gradieoxp(xs8) 一 0， 


而 这 与 ? EHRT E. 
最 后 证 明 é6(2,0') 是 非 退 化 的 , 亦 即 求证 
p n * EN 
rank i) -N-—r,dim»)-N-—r, (9212) 


但 由 9 为 非 退 化 , 且 在 por — 0 上 quan "m 0, porer 一 0 故 由 
zio 
k -— 
ran 2) 


可 得 ,在 (xor00,00) 处 


Pe Pro” 
rank| 0 0 -N, 
P'a’ Poe 


因为 rank porrar(z6s Oos O) =r, A Èl rank Pro’ Ens 0, 87) 一 
N—r, Zp0"-g(x,0) Ek, HH (9.2.11), pe = 09e 一 
0< 字 po 一 0 E pa | pros 因此 在 (x,, 0,) 处 rank p,p = 
rank go N — r. N —r EBRE (9.2.12) 中 矩阵 之 最 大 秩 , 所 
以 在 其 附近 ,特别 在 do 一 0 处 rankg.0r = N — r, 而 (9.2.12) 
HE. 

最 后 考虑 少 所 决定 的 锥 形 Lagrange 子 流 形 : 

A, = (C, pe) ber = 0) — x, 9, pa m 0}— A, 
E Gp) 附近 成 立 ; 这 里 我 们 应 用 了 $e = 0> pm 0 以 及 

«(39 


(9.2.11), 

在 减少 9 维 数 后 llan) 一 Pw), 5 与 4 的 关系 以 后 再 讨 
ie. 

ER 8 的 维 数 也 可 以 任意 增加 。 令 QD 是 ?ER 上 的 正定 
二 次 型 (实际 上 只 要 假设 它 是 非 妈 化 即 可 )。 现 在 作 新 的 函数 

d(x,8,9) = q(x,8) + QGQ/I8I. (9.2.13) 

这 时 在 由 中 出 现 了 很 高 的 奇 性 于 19|e0 时 .但 这 并 不 影响 FIO。 
到 为 FIO 和 PsDO 可 以 定义 到 mod 一 个 正则 北 算 子 。 例如 作 
—^T 3) PA XCO) € CI(RN) 使 得 在 9 一 了 4 附近 X(0) — 1. 
于 是 

PERES ji ei*o[ — x(0)1a(,y,9)n(y)dyd8 


十 | elerme(Oya(s, y, O)u(y)dydO = i, + l 


易 见 h EERHERCE, WA Ian) od. HL, WRRR A 
[1 — XE)lale, y, 8) 在 9 ~ 0 附近 便 为 0, 所 以 即 令 相 函数 形 
如 (9.2.13) 也 没有 关系 ， 
现在 我 们 要 证 明 (9.2.13) 确 为 相 函 数 而 且 在 Gu, Bas 0) 附近 
4 一 4s。 事 实 上 我 们 有 
be pa bs™ 4s/101, 和 一 oo 二 人 HA 


XB AE ORBE QD = (4n, 而 4 是 非 奇异 的 . 车 有 茶点 
(1,,0,,5) 使 9, = d, — do — 0, Hg d, — ERNA m m 0, fX 
A go 之 式 即 知 在 《xos O) 处 pe = pe 一 0 而 与 ? 基 相 函数 矛 
E. 

pit (0,59 HAERERAA o ERAR. 

对 于 2, Co= {Cx,0, 1), gradon o — 0) 中 必 有 ?一 0. 
现在 来 证 明 几 之 非 运 化 性 。 在 C。 上 我 们 有 : yo,w 的 微分 所 成 
的 矩阵 是 

Peo w) d Pes 0 
Pon Don Pa 0 4jl8l 
RA C doo) 之 秩 为 N, AL101 之 秩 为 *， 故 以 上 矩阵 有 最 
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大 秩 N 十; 而 deos RETR, i o dE. 
FREE (4,9,0 €C, 上 考虑 hs。 PEU C, MÆ Cr) 
€C, 以 及 4 一 0, 所 以 
A, = [G,4.9), (x,8) € C€,,5—0) — ((x.4,9).(x,9) € C,.1— 
A 


v 


当然 按 这 种 方式 增加 8 的 维 数 后 ， 
T Can) 一 (í 65 Pay ,8)n(x) d zdB 


- (if efa) (| eterna) ax, yu (x)dxdOdy 
一 (íf eD e, 0. s)u(x)dxdOdy = lba), 
b(x,0,2) 一 | qmd » g(x,0) = C9) fa(x,0), 


这 时 振幅 函数 be 5757 (0 x RY), 

最 后 对 任意 的 相 函 数 m 与 po ABE UbD EUCH 9 的 ERR 
们 可 以 设 Ni 一 N, 而 且 sgn quo, 一 Sgngztpz， 现 在 来 证 明基 本 
的 定理 ， 

定理 9.22 设 qix,9, qu, 9,) 是 两 个 非 退 化 相通 数 ， 
dimÓ, 一 dim6, = N, mE (x04). (02) 对 应 于 As, 与 Áo 
上 之 同一 点 〈m,5)， 若 在 该 点 附近 AQ 与 A, 重合 , 且 

Sgnga,e, ™ SEU 90,0,» 

则 o: 5 e 必 在 《x%0,9w4)《 有 ,68w) 附近 等 价 ， 

这 里 god= 4 之 正 、 负 特征 值 个 数 之 差 ， 亦 即 4 之 符号 
数 ， 

证 ，。 这 个 定理 的 证 明 比较 长 ,我 们 把 它 分 成 几 个 部 分 . 第 一 
部 分 是 证 明 两 个 在 5。 附近 二 阶 衫 等 的 非 退 化 相 函 数 必 等 价 。 具 
体 地 说 ,多 证 明 

8138 9.23. APA AEE N E C,3 (5,6) € 0 x RAO 
的 某 个 锥 邻 域 中 的 非 退 化 相 函 数 ， 而 且 sgn qas 一 sgn $eo。 则 当 
p— o dk C。 邻 域 中 二 阶 为 0 时 ,FP 与 上 必 在 《x*,,0o) 的 某 个 锥 
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邻 域 中 等 价 。 

证 ， 首 先 我 们 村 注意 ,在 C。 上 mp 一 内 一 0):pe 一 do 人 (一 0)， 
Pa = pas MAE Ceo) 附近 Com Co, Ap = 4A,。。 所 亩 pe 
在 5“。 邻 域 中 二 阶 为 0， 即 指 存在 一 个 元 素 为 C” HERBA RIO 
BE 7(x,0) = (v4) 使 


Pm pd > wes o). (9.2.14) 


记 C 一 Co。 一 Cs， 则 通过 计算 易 见 在 C 上 


Paa 一 pep( 了 十 Tos), 
deo = Prol I + Ypso) 


hes Poo 
-—- 了 [9 
al t ENY ) 
Eis ttes (77) 与 (P7) os v, atta nt oe 
Pae d^ as 
是 RY。 因此 U + rpe) EROR" 之 象 亦 必须 为 RN, BHO 
Yos) HX, 现在 我 们 来 作出 引 理 9.2.3 所 需要 的 微分 同 胚 6 = 
6(x,9)， 它 应 该 对 8 是 一 次 正 齐 性 的 。 设 
Ê =n b+ Wgradsg, (9.2.15) 
wW = Cwi) 是 NN 阶 方 阵 而 其 元 ux, 0) 是 (2,,0,) 附近 的 c7 
(9.2.15) 后 ,由 Taylor 展开 式 有 


或 写 为 


N 
plz, 8) = pl, 0) + FG— 6) æ 
jl j 


+ > (6,— 0/0, — 6e (x, 8,8), 


jr 
(pi - qai), 
pi (9.2.15) 
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1 N N t bs 
plr, 8)—o(x, 0) = 5 (wi + 2 jj if RE’ jæ -ap 
is F 90; 00 


kei jkm i k 


所 以 要 想 达 到 我 们 的 要 求 , 注 意 到 (9.2.14) 只 需 令 
Wig + p2 WIPED m i Tir (9.2.16) 


即 可 ,现在 我 们 从 (9.2.16) R- CH PE Rw, 事实 上 , id 
(oa) = 0, (9.2.16) 可 以 写成 矩阵 形式 


W + WOW 一 iT (9.2.16) 


Moy —0 时 , 它 显 然 有 解 W 一 0, 而 且 在 Ww 一 0 处 左 方 的 微分 
是 I[。 所 以 可 以 用 隐 范 数 定理 求 出 当 7 之 元 充分 小 时 的 唯一 解 
wW — W(x,0,v) 使 W(x,0,0) — 0, 这 个 解 也 必 是 充分 小 的 ， 因 
此 由 它 作出 的 变换 (9.2.15) 是 微分 同 胚 。 

现在 讨论 这 个 微分 同 胚 是 否 保 纤 约 。 首 先 ， 易 见 〈9.2.14) 中 
的 7 对 9 是 一 次 正章 性 的 , fü (ou) BI? RS Taylor 展 式 的 余 项 
积分 形式 表示 ,可 见 对 9 为 — 1 次 正 齐 性 的 . 故 由 隐 范 数 的 唯一 性 
知 (9.2.16) 所 决定 的 对 9 自然 是 一 次 正 齐 性 . 

余下 的 问题 是 如 何 放弃 Y 之 元 充分 小 的 限制 。 引 理 中 的 条 件 
sgngaes 一 sgndus 也 还 没有 用 到 ,其 实 达 个 条 件 正好 可 以 用 到 取消 
关于 7 的 限制 。 把 这 一 点 放 到 后 面 ,我 们 暂时 宣布 引 理 证 毕 。 

现在 来 处 理 关 于 7 的 限制 ,我 们 的 方法 是 标准 的 同 伦 方法 . 令 
SCN) 是 N 阶 对 称 方 阵 空 间 ， 如 果 可 以 找到 一 条 连续 曲线 v, 
[0,1] ->3 使 7(0) — 0, v(1) 一 Y《 即 (9.2.14) 中 的 7). 而 且 
了 十 Yes TE Cx, 0) TARAF v, 可 以 作出 一 族 


h =p 《repospe), 
于 是 在 C 上 又 有 


(2) -e)a rman 


前 面 我 们 是 通过 9 和风 的 非 退 化 峙 ， 通 过 双方 映 Re RR XX 
+ (435 


之 讨论 得 到 U+ rpe) DE. MENEUR, MELER 
论 , 由 (I 十 Tpes) TAER o, RRAEGRCRH EE, 

现在 建立 e, 与 ?的 等 价 福 ， 这 归结 为 求解 (9.2.16) 但 右 方 
改 为 7,。 若 对 基 一 个 。 有 和 解 W 从 而 得 知 ,与 ?等 价 , 则 对 相 
应 于 n By oe, 可 证 它 与 ?的 等 价 性 。 容易 看 到 ， 由 隐 薄 数 存在 
定理 对 充分 接近 于 4 BU r, (92.16) 仍 可 解 从 而 p 也 与 Pp 等 
价 。 又 车 有 一 串 1。 一 pg， 使 得 对 v, (9.236) 可 解 ， 则 这 些 解 
必 有 极限 W, Æ (9.2.16) 中 到 7 一 Yi。 时 的 解 。 当 :一 0 时 ， 
To= 0, (9.2.16) 当然 有 解 W 一 0。 因 此 

T — {tE [0, 1), (9.2.16) 有 解 } 
是 C0, 1] 的 非 空 的 既 开 又 团子 集 。 由 10, 1] 的 连通 性 知 T 一 
[0, 1], 所 以 ?一 1 了 时 六 一 7 使 (9.216) 有 解 。 这 样 可 证 四 与 
? 等 价 . 

琴 此 全 部 问题 归结 于 是 否 可 以 作出 这 样 一 条 曲线 Y. sgnp- 
sgnd 在 这 里 起 了 作用 。 我 们 有 

引 理 9%24 Vk AE N Ur cM ES ÓB PE, RC {B ESUN); 
det(I + BA) 0), 25H (X24. 4 十 48;4, (9 — 1, 2) 有 相同 符 
号 数 时 ，Bi 与 B. ERA- EXHI) XR. 

证 , N, = ker, 则 ImA =- Nè, XH Im ACN? 以 及 
dim Im 4 = codim ker A 立即 可 知 7+ BA ÆN, 上 的 限制 是 
便 等 元 ， 因 此 它 是 同 构 的 当 且 仅 当 4+ ABA 限制 在 Ni 上 为 
AA. GPA H" 到 Nt 的 正 交 投影 算 子 。 所 以 4B4 一 
APBPA， 这 是 因为 PA ~ A, m AU — P)=0, 了 到 re[0;11 
并 作 B,— (1— DB T iPBP, 容易 算出 4 十 AB,A ACI 十 
B,A) — A + ABA — iABA + 1APBP A = A ABA, XXE VA 
A+ ABA 和 A+ AB,A 在 Ni 上 同 为 同 构 或 同 非 同 构 ， 因 此 
1 十 BA4 和 1 十 B,4 同 为 同 构 或 同 非 同 构 。 但 是 {8} 显然 是 
HR ERR PBP, 而 这 一 曲线 位 于 RR 的 一 个 连通 分 支 内 . 因 
pp. NEUE RPR Bi 与 B. 连接 起 来 ， 内 需要 先 把 PBQP 和 
PB,P 用 一 条 曲线 M,CR 连接 起 来 ， 这 里 要 求 MN 0, 
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M,NrCN$g, 因此 我 们 把 问题 从 一 般 的 B, A B: 化 成 从 N+ 到 和 N+ 


: 的 情况 ,而 限制 在 Nt bor m fk. 


现在 要 用 到 代数 中 一 个 已 知 的 事实 。 在 志 阶 非 奇 异 洋 对 称 矩 
阵 空 间 中 ，, F RARER T 和 T 必 可 用 该 空间 中 一 条 曲线 
连接 起 来 。 现在 sgn(4 + 48;4)(i — 1,2) 相册 ， 所 以 可 以 用 
一 条 位 于 Nt 中 的 曲线 (Q.] 连接 起 来 . 但 BF>4 十 484 当 
扫 为 非 异 对 称 和 矩阵 时 是 一 对 一 的 , 因此 Bi 与 Bi t UD Rd Hn 5 
{4 0,47' 一 I} 连接 起 来 。 引 理 证 毕 ， 

沁 在 把 引 理 用 于 我 们 的 情况 ， 令 Bt 一 0, Bi 一 7 了 ，A 一 geo， 
则 前 已 证 明 

I+ Opa = I, I+ Ypo PIX 

A+ ABA m poo, 10; = po, j= 2, 
具有 相同 的 符号 数 ,因此 有 曲线 7[0,1] R 连接 0 与 7. 至 此 ， 
引 理 9.2.3 的 证 明 完 成 。 

定理 9.2.2 证 明 的 完成 ， 现在 pi(i 一 1,2) 作 以 下 的 变换 
(x,8) — (x, Pies is)《 因 为 定理 9.2.2 H 0, 5 0; RERAN , 故 
记 为 0). HRPREOEXRUUR. e; BUSEXS FEE 8I DL EG 98) € Cy; 
附近 解 出 9;: (x,2, y) I9 6(x,6, 3). Eny) > 8x, sy) 为 局 
WADA, XH (x, 9;,o) 对 应 于 AQ, EEI Cx £D ifi LTA 
认为 9,(x,5,5) 对 < 是 一 次 正 齐 性 的 。 再 作 变换 

Q x R'N0— Q x R0, 
(2,9) i— (x,0), 0 — Bx, Que, quo) 
十 499181 [1034]. 
A:R” > R" 是 待定 的 和 矩阵， 由 O(x,5,5) ZEX: 
E — pu(x,0(x,2,y)). Y = quo(x, OX,E, y)). 
4 点 一 Pirs Y "7" qne [MESS 
Pis 77 Qus GCE, Piss P10))s 
Pio 一 Qux Ax pie, qii). 


现在 令 6 一 ple, 8). TE Cr Lb, 


(9.2.17) 
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que 一 paola Olas qua eu) E 一 一 0， 
MARDA (9.2.17) 是 €, — C, 的 在 (y. 00) 附近 的 微分 
AE. ARX n i 


[m = qui T Palk, 8) E = gus. 


所 以 出 一 pi 在 C。， 上 二 阶 为 0， 

由 由 的 作 甘 知 e. 与 0 等 价 ,由 引 理 9.2.3 A1 6 53. pl 等 价 ， 
所 以 p 与 p: 等 价 。 现 在 余下 的 问题 是 证 明 (9.2.17) 是 微分 同 
ER. 

在 ETD) 处 ,我 们 有 


De - Bye pixe yqpree + dou pis, 84) = 0) 


一 piro + (X, 十 Apio. (9.2.18) 
令 B0, 十 4， 适 当选 取 4 可 使 8 是 任意 线性 映射 。 我 们 要 求 
〈9.2.18) 在 《ms OW) € Co 对 0 的 切 空间 ( 记 其 中 对 8 的 切 向 量 为 
{v)) 上 为 单 射 。 如 果 有 一 个 v 关 0 能 使 
Poot = 0, Opit = 0, (9.2.19) 
它 就 不 可 能 是 单 射 ， 友 之 ,如 果 这 样 的 ”不 存在 , 则 必 有 一 个 线性 
映射 CIRY -> RY 使 得 当 pe 一 0 时 CC 为 0 而 且 C + Oupa 
单 射 。 取 kergio 在 R” 中 的 任 一 补 空间 殉 , 而 且 使 得 在 所 上 
Bpo = C. 现在 只 需 证 明 《9.2.19) 只 有 0 NERIS, 
注意 到 (9.2.19) 的 第 一 个 方程 说 明 v 是 C。 Gg E. R 
个 方程 说 明 v 在 映射 x,9) 1I—9 (x,8,) 《x 固定) 的 切 映 射 下 之 象 
26 0, 但 后 者 作为 微分 同 有 厌 Cp H Aplr I G9. 0) 与 微 
DAE (x,5,0) — (x,8,,0) 的 复合 ,其 核 自然 为 0, RI v — 0, 
定理 至 此 完全 得 证 
3. 振幅 函数 的 讨论 ， 以 上 我 们 讨论 了 FIO 中 相 函 数 可 能 的 
变化 。 但 对 相 函 数 变化 时 振幅 函数 的 变化 ， 特 别 是 主 象征 应 如 何 
定义 都 没有 提 到 。 关于 主 象征 我 们 将 在 FIO 的 整体 理论 中 详细 
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讨论 ,现在 只 对 振幅 函数 的 变化 作 一 些 初 步 讨 论 。 
讨论 Fourier 积分 分 布 与 讨论 其 分 布 核 


K) — (29) NE" | e*9s(z,9)d8 (9.2.20) 


是 一 致 的 。 积 分 号 前 巴 现 了 因子 Qa) "77" 不 是 偶发 的 ,而 是 
局 它 与 过 去 熟 习 的 PsDO 理论 相 协 调 。 振 枕 函数 er, 0) 我 们 


， 恒 为 方便 计 假 设 是 在 ST H. 这 里 TCQ xR 是 一 个 锥 


3536 CILE PU E $2). 

FIO 5 PsDO 一 样 ,只 定义 到 相差 一 个 正则 化 算 3, 也 就 是 
说 ,一 个 形 如 (9.2.1) 的 FIO. (注意 《9.2.20) 即 是 其 分 行 核 ,不 过 
我 们 将 (x, y) 合并 写成 了 x) 实际 上 应 理解 为 一 个 等 价 类 
(modL-“)， 它 的 振幅 函数 也 应 理解 为 一 个 mods (P) 的 等 价 
类 。 和 PsDO 一 样 , 若 a(x, 6) 对 6 共有 紧 支 棠 ， 则 KíG0 € 
C-(Q), 而 相应 的 FIO 相差 一 个 正则 化 算 子 。， 这 个 基本 的 事实 
以 下 经 常会 遇 到 . 

现在 考虑 相 函 数 的 变化 下 振幅 函数 如 何 改 变 。 上 一 节 指 出 ， 
如 果 有 一 个 保持 纤维 的 变换 

(x,0) — (x,6(r,0)), 
则 plau) 将 变 为 
Quy tom er:DDwedzd (9.2.21) 


这 里 $C, 8) - GG ,0(x,0)) "= e, 8) 是 与 g(x,0) 25 ffr 的 , 
im 
atezuj su a3: |22. Cx, Â) |. 
DÖ 


由 上 册 第 四 章 定理 4.2.4 (p.191). A 2(x, ESF) BETE 
T 在 上 述 保 纤 维 变 化 下 的 象 。 这 时 ,振幅 函数 的 变化 是 很 简单 的 . 
但 是 相 函 数 还 可 以 通过 其 它 方式 变化 (不 一 定 是 等 价 的 ) 而 其 猎 形 
Lagrange 子 流 形 A, 仍 不 变 , MX PERAE T SCIRE RICH 2E LC 
则 将 是 不 相同 的 。 其 程序 如 下 。 

前 一 段 曾经 讲 到 ,我 们 可 以 把 相 函 数 的 6 之 维 数 减少 ,使 得 若 
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EGER 0 — (6,07) = (0, -*,04 .,5 Onst tta On), WINE2S 
N — r, MAAR glx,8) 3675 q(x,0). B5 9.2.1 应 有 
N — rank pol tib) = n — rank dx (x), 50), 
(N — r) — rank dee (x,,0,) = n — rank da (x, 54). 
因为 + 一 rankqes (x, ,0:) , TUA SE 8 ARRA ES RR o i E 
dero Cx, Do) — 0, 
由 9(x,9) 到 (1,0) 是 经 过 一 个 保 纤 维 变换 
8 — (8,97) i5» (8 , 9" — g(x,9)) —- 8 
而 来 ,而且 . 
Px,0) = plr, 8, g(x,0)) = Gr, 0, 0), 
所 以 Fourier 积分 分 布 I,Qaw) ÆR f (9.2.21). 
上 述 步 又 中 , 是 将 相 函 数 变 得 适合 poelen 0) = 0 RER 
一 步 把 以 x;9) 变 为 另 一 个 非 天 化 相 画 数 ,使 之 只有 的 符号 数 ， 
为 此 作 二 次 型 0 使 它 为 非 退 化 的 , 且 有 的 符号 数 . 但 上 一 
段 已 指出 ,这 时 只 要 作 《〈9%.2.137 即 可 , 即 令 新 的 相 函 数 为 


"x, 6) 一 p, 8, 0) + T QNEL 
但 是 la) 的 振幅 前 数 将 按 不 同方 式 变化 : 
IonCan) ua) ron (| rmn mats yu dedo 
= (24) "^ jeter *3 99 y o (e B) (x) dxd0 
- Qa ace | [ort mayo ace oat" 
* u()dxd8' 
- Qm EEDD, ,0 nC) dxd (9.2.22) 
N'—-N-—r, 
b(x,0) — (2x)? [eia we a(x ,8)d6" 
= (22) | a300 alx, 0 , q) |8' |'^dn 


UE 


2 —- 0" [|8 i5, 
用 稳定 位 相公 式 ( 上 册 第 四 章 84 38 38 4.4.3) 可 以 得 到 b(x,0") 
当 |8 无限 增 长 时 的 渐 近 公式 ， 
b(x,0) — |8 |'^(dezQ) texp (& sgnQ os, ,0) 
+ 0oQ)l6|"*37, (9.2.23) 
总 结 以 上 揭 作 法 可 知 ,在 第 一 步 振 幅 函 数 的 阶 关 并 用 变化 "而 


在 第 二 步 变 成 了 m+ T 8 cHXkHEENGEÉX)N 一 r。 [BATES 


如 何 
m LBS - m 二 十 子 《9' 维 数 ). 


这 些 情况 告诉 我 们 ，FIO 的 主 象征 应 该 以 一 种 抽象 的 ,内 列 
的 方式 来 定义 。 附 带 说 一 下 , 一 个 FIO 的 阶 数 (而 不 是 振幅 济 数 
的 阶 数 ) 至 今 还 未 定义 。 
4. FIO 的 运算 。 对 于 FIO, di: PsDO 的 情况 一 样 , 有 一 
种 运算 方法 。 具 体 说 ,可 以 定义 其 转 置 算 子 、 伴 算 子 以 及 两 个 FIO 
的 复合 (在 一 定 条 件 下 )。 现 在 我 们 在 局 部 情况 下 讨论 这 些 疝 题 ， 
设 o, y,8) RATHA ,而 FIO Aul) 是 
Aula) 一 J| etta 0)uly dydd, (9.2.24) 
相应 于 它 的 分 布 核 是 
Kalas y) = [easy ,0)40. 
ED ,y€ Q,, 9c RPXO, 
' KETTULA HATA BB e, ， 而 且 实际 上 前 面 的 讨论 就 是 
' 由 它 而 来 ， 只 不 过 将 (x,y) 合 记 为 *。 但 现在 恢复 到 (z, y) 这 样 
芍 记 法 .相应 于 p(x,y,9) 的 锥 形 Lagrange 子 流 形 将 是 特别 重要 
_ 的 一 类 ， 这 个 Lagrange TH Ap ((x. i dep. dyp), o7 
|0)Cc T*(Q,x Q;) 一 T*(O) xT*(Q,), BÆT T*(Q)) X T*(0)) 
上 可 以 给 另 一 个 辛 构 造 5dx 一 wdy 而 不 是 原来 的 Edr 十 «dy. HH 
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第 八 章 $4 58 38.4.3, T* (Q1 X Q) 关于 tdx — ydy 的 Lagrange 
子 流 形 称 为 一 个 典 则 关系 .如 果 这 个 Lagrange 子 流 形 是 锥 形 的 ， 
则 称 之 为 锥 形 典 则 关系 ， 上 面 已 证 明了 (9.2.24) MEDI EE q(x， 
y,9》 和 一 个 锥 形 Lagrange FHE A, = (xy ideo dyp) po 
0) 相对 应 , 今 定 义 A, {(2,y; dep, 一 dyp), pe 7 0} 《一般 地 
我 们 定义 一 个 运算 yit, n) = (x,y; £00. AL As 是 一 
个 锥 形 典 则 关系 。 所 议 我 们 说 FIO (9.2.24》 是 与 欠 形 典 则 关系 
. 相 联系 的 Fourier 积分 分 布 。 

由 由 关 系 的 讨论 与 典 则 变换 有 密切 的 关系 . 若 dm91 一 dim9， 
fiT QNO — TONO 对 纤维 举 标 是 一 次 正 齐 和 狂 的 , 则 说 了 的 图 象 
是 典 则 关系 与 f*(5dx) 一 ndy BIF 为 锥 形 典 则 变换 是 等 价 的 .而 
一 个 典 则 变换 在 一 定 条 件 下 又 必 有 生成 函数 ,这 时 ples y0) 将 
给 出 相应 于 (9.2.24) 的 锥 形 典 则 变换 的 生成 函数 ， 

现在 回 烈 (9.2.24)。 设 «(0€ DA), v E ZA), 我 
们 按 下 式 来 定义 转 置 算 子 4: 

[An o) m Cu, tAr), 

但 左 方 可 写 为 


tu, v) — (| ette sy,0) va) drdyd 


- | u(y)dy (| e ima yy O)v(x)dzxdO 


"T 《zs ‘Av), 
所 以 , 若 在 ‘Av 之 式 中 将 * 53 y SHRBUTOE SU EL 


Aola) 一 f eisoMa(s x, )o(yMdydO, (9.2.25) 


就 是 说 :4 仍 是 一 个 FIO, HEAR ply, 2,0) AATA 
函数 )， EAR aCy, *; 8) 与 ax, y,0) 同属 S"(T) 《如 时 
0085"(T)), 而 分 布 核 为 


K, Gc.) -= | ei ay x, 0348, 


完全 类 似 地 ,可 以 用 
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(Au, v) = (u,4*v), v € ZCA), ué 2(Q1) 
KEFAT. TERAÉRERT 


Asley = íf einn may x DJo(y)dyd6。 


所 以 相 函 数 是 一 p(yyz;9)，, 振 幅 范 数 为 a(y,x,9) 2 TE POE 
K,*(x, y) = if e OP a(y ix ,0)dydO, 


利用 44 与 4* 之 定义 知 具 有 算 子 相 函数 的 FIO 恒 可 拓展 为 
一 算 子 4:2 (9) > Z (0), 4 (£4*); 4 (9) — 2), 

FIO 的 复合 则 复杂 得 多 。 在 讨论 PsDO A 与 4; 的 复合 
时 ， 我 们 需要 假设 其 中 至 少 一 个 是 适当 的 ， 其 定义 见 上 册 第 五 章 
$ 1 定义 5.13(p.253)。 这 个 定义 也 适用 于 FIO (9.2.24)， 而 且 很 
容易 看 到 , 辱 其 振幅 泡 数 适合 以 下 条 件 : BEY n.) 
z,m,:(x, Y) y 在 supp elx,y,9) 上 的 限制 ( 视 9 为 参数 ) 均 为 
适当 映射 (这 时 也 称 alx,y,6) 为 适当 的 ), 则 4 是 适当 的 。 因 此 
下 文中 A, Kay) 或 alx,y,9) 为 适当 这 些 说 法 时 党 混 用 ,而 
FIO 4 的 分 布 核 Kaley) 也 时 常 就 记 作 4. 

算 子 的 复合 与 相应 分 布 核 的 波 前 集 有 密切 关系 。 第 四 章 $5 
中 讲 到 算 子 420, Z'a), B:2(0,) — Z2'(0,) 的 复 
合 时 给 出 了 以 下 的 条 件 。 设 A, B 的 分 布 核 Kalx,y), Kay) 
都 是 适当 的 , 则 当 

WF,KWF,Gp)-$6$ (9.2.26) 

时 可 以 定义 AB; £(9,)— 多 (9,)， 其 相应 的 波 前 集 


WF(K4,5)CWF'CK ,)oW F'CK9)U (W F (Ka) 
X supp, CO,)) U (suppQ, X W F,CK5)) 
(定理 4.5.17). 这 个 定理 已 经 从 原则 上 解决 了 两 个 FIO 的 复合 
问题 。 余 下 的 是 : 40B RADA FIO? 
定理 9.25 设 4j(i 一 1,2) 为 适当 的 FIO 
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CA x) id fi Enay, 0 uly dydd, 


É (9.2.27) 
(r) O) 一 | eO gy ,2,0) rs) drd0,, 
这 里 x€0.,»€Q,, z€0,, REM AR M ns, n, n 0;€ RMi, 
qi» Pz SIS ABETCEET IRIS, aj € $77, 而 且 Ap An 适合 以 下 
条 件 ; 
(Az, X A) 与 A T*(0,) x disg(T*(0,)) x T*(0,) 
(9.2.28) 
TER EA EHE, 
则 可 定义 Aod: £2(0,)— E) 仍 为 一 个 FIO, X fir B 
oGG;y, 0) 是 O.x Q, X RYO (N =N 十 N, + ny) 中 的 非 退 
It br THERE PIRE ee $m (0, X Oo, X RY), B 
A, = As Aes (9.2.29) 
证 。 这 个 定理 中 提 到 的 一 些 记号 与 概念 将 在 证 明 中 加 以 解 
释 ， 我 们 首先 注意 复合 的 可 能 性 。 为 此 只 需 验 证 (9.2.26) RE. 
注意 到 
W FK) = (Qm); Ir E O, fE (2,550, 5) € WF(K4)). 
因为 W F(K4)CA,, m {Czy Pi Piy) pe — 0) 而 pl ERT 
WAR, MM pe 与 ple PARY 0, A WF(CK4) 中 不 含 形 
如 《x,y; 0,7) ZUR, 而 WF,CK4) = b. AA WF,C(K4) 一 
Ø. 因此 (9.2.26) 成 立 并 给 出 一 个 算 子 : (90, — Z'(Q9,). 
今 证 4,94 仍 为 FIO。 容 易 看 到 ,对 于 w(x,z)€ (0. X 0,)， 
有 
(Ayo du) 一 | eio cen bda (x y ,01) 
X ay 2,0: )u( x ,2)dxdydzd0,d0,, (9.2.39) 
它 的 分 布 核 是 
K 4 oa GG z) p | CELPI ny B HPs dla (x, y ,8,) 


X a(y ,2,0)4y40,46;, (9.2.31) 
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XXE (9.2.30) PERECO AE ER AD. 

(9.2.31) 中 的 o = pi p 将 给 册 相 函数 ， 而 以 了。 6,, 026 
8 变量 .但 相 函 数 应 为 8 变量 的 一 次 正 齐 性 函数 .而 现在 对? 没 
有 齐 性 . 所 以 我 们 引信 新 变量 了 一 y(18.|? 9-19," — yll, 
F p = Cp, + px, y ,2,0,,0:) = Coi + pix, 2:3, 061,81) 
= ei(x,3/181,9) + o;G/ 10], 2, 9. BE CRT FERR. 
但 它 是 否 相 函 数 ? 记 o= (,89,9), RI 

Pr 一 Pirs Qe US Piss o, "" Piao’ Po, — 38,» 
qs = (ou + pa) — (py t 93)/16l. 

所 以 P: = p, = p, =Ù 意味 著 Pir "^ qus 一 0, Qa = Pa, =), 
这 与 9; 28 8 T AE GR BUR ZF E LIE UG EARR 

HEH e 的 非 退 化 性 ,需要 用 到 条 件 (9.2.28), 4%wj《i 一 1,2) 是 
锥 形 典 则 关系 ;例如 AL m {Cryd pi —4,9,)) , diag(T *(9,)— 
(oim € T*CQ,)) 所 以 A XA, 与 A-—-T*CQ,) X 
diag(T* C0,)) X diagT* (ODF {rsd p19ys dy qirsdygiz, 
—491, gio, 7 Ü, qu 0 0, —d,p, 77 9:11 .所 谓 两 个 微分 流 
形 M: 5 M: 在 其 一 个 交点 PE MN M; 处 横 截 , 即 TpM) 与 T-M: 
TUBAE , MRH BR RRATZEN R 与 R RGE R m 
R4) BI 18 dimR,+dimR:=dim( R, HR) 《如 果 其 左 方 < dimR), 
以 及 R= R, + R, BN dimR = dinR, + dimR; — dim( R, N R 
《如 果 dimR + dim R> dim R), 现在 4s, DHARE Or, 
8y; d(d,p)M, —4(d,p)u), XE u m (82,8y,00) 适合 
d(ds,p,)u = 0; A, BOUE E (ay 02, d(doqi)v , —d(d,giv), 
这 里 "一 (By 82,00) 适合 d(do,pv 一 0， 因 此 At, X 如 的 
切 空 间 维 数 是 (n.o om) 十 (ny Hon) m ny b 2n, +n, AR 
切 空 间 维 数 是 2m. + 2n, +n, TOA, XANTA = dCo2,2y, 
8z,d(d,pU)u, —dld pi)“, d(dpi)v, —d(d,oj)v) u = (8x, 
8y,80,), v = (8y, öz, 88), dCda pju = 0, d(d40,p))v = 0, 
dlld Cp * 91))8y iaa 0j, 它 对 (8x, 8y, 8z, 600,, 801) 《 维 数 为 
ng + ny + n, +N, +H NU) IET. PR Bl aO sept p) 
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(8x,8y ,8z ,00,,80,) —0, 因此 其 维 数 即 dim ker d(d,,, o, o (pi 
9:)) . 于 是 令 Ri=T(A, x As); R;eTA, R-eT(T*O, x T*2, x 
T*Q, X T*2,), 所 以 模 截 性 就 是 
dim T CA, X A,) + dimTA — dim ker d(do,o V (pic 9) 
= dimT(T*O,XT*Q, x T*a, x T*Q,), 


或 
dim ker dC, us o i TFoQ)) 0 Cn, + 2n, + n,) 
+ (22, 十 25, + 2n,) — (2n, + 4n, + 2n) 
一 n: t n, 
所 以 


rank d(dcy o o Pt + o) 一 codim ker d(d,, o, o pi *o)) 
e (n, tn, +n, N, +N) — (n, t 0.) 
= ny+ N tN, 
即 纤维 坐标 的 维 数 ， 这 就 是 说 9p: t vi JKÉdEXS(CHBPS. 
我 们 在 这 里 也 就 顺便 得 出 了 续 论 (9.2.29)， 因 为 
Am (G2 dep, —49)i Pa, 77 pio, = D, 
qo, 一 Qe, 一 0, qi, E Py 一 0j, 
利用 d,q, — —d,qpi 即 知 一 定 有 y 存在 使 
(x sy ds Pp »7d,q,) € Ap s (y,2,d,g;, dp) € Ao,» 
BUE 如 一 AQoAL. XXEURdIRISUI DATAE 
S—XXY,T-—YxZ 
的 复合 ST 的 定义 ; 
SoT 一 [(x,2), 3y € Y, kr?)ES (y, x2 ET). 


余下 最 困难 是 证 明 4,54, 的 皖 幅 函数 ac mom S. 现在 
我 们 形式 地 有 


Ayo dux) 一 | elitada (x yay, 2 ,0) uz) dzdydO,.d0,, 
(9.2.32) 


但 是 4410; 显然 不 属于 其 个 5 类 中 ， 这 首先 是 因为 依 如 将 ais, 
y,0) 对 0, 求 导 时 只 会 增 识 一 个 因子 (1 二 16) 而 不 是 
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AHALE 19.1) 1!。 RECETIBGE ERST ERALUIE E y= 6 一 
0,-— 0, MPa y — 0, — 0, 0, 2€ 0 不 在 ae 的 纤维 的 零 截 口 
中 ,但 是 在 a, SPAERUSEREDICR. dA ARAIYE. 这 些 问题 不 难 
解决 ， 首先, 因为 ei. o. 都 是 算 子 相 函 数 , 故 

dey oP E 0, dco, opa £D, 
但 py 对 6; 是 一 次 正 齐 性 的 , 故 当 19:| 充分 小 时 p 也 充分 
小 * 所 以 deya CP: Top, 不 过 这 里 关于 18,| 的 界 要 依赖 于 
19.1。 因 此 可 以 在 |9| = UAP + P? — 1 上 找到 一 个 > 0 
ER Hll s elal 时 dioi t p) 70, rf lal S elal 
时 dero lp 十 p;) 关 0。 作 两 个 截断 函数 


1, [6] < $l], 


4,(0,,0,) 一 | 
0, (8.1 —$|8,, 


& 
1, Jal s 3 4l; 
X,(0,, 0,) 一 
0, |0,i > 810,|. 


用 它们 把 分 布 核 Kioa, (9.2.31) 切 成 三 块 : 
和 | enia odyd9rdb, 


十 | e tte a.a d y d0,d0, 


十 | emt 1 — X, — X,2a,0,d9 d8,d0, 
=} +L +h, 
在 五 中 因为 19.| « Žil, MA doslo 十 9) 0, EMA 
deyoa P t o 7 0, 
因此 用 定义 振荡 积分 的 方 靶 知 = hz) € C7, RISE LECT, 
余下 考虑 ls。 引 用 
j yO 十 191)? = »J8l, 
而 记 
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qx, z,0,,7 ,0,) == gir, y] lel ,8) + ex 1 [8l »X 6;), 
b(x,2,0,,y,0;) — (1— X, — X)212; [8| "5, 
则 
L= | ern XB Css L6, 3,07) d6,45d6,. 


因为 在 supp5 上 elal S [6] SCl, C, e7- 0, 容易 证 了 明 
beg", 因此 Aod: 的 形式 表示 (9.2.32) 中 mod. 一 个 正 
则 化 算 子 是 FIO, 定理 证 毕 。 

注 1。 以 上 的 定理 其 实在 水 与 4: 中 寡 一 个 是 适当 时 即 可 证 
BH. 

$2 如 果 A, A A, 是 两 个 锥 形 典 则 变换 

bı: T*CO,) — T*(0,) 和 d;: T*CO D — T*CQ,) 
BS Ed $e. WA 
A, = ASA, rm {Cx,235,5), Sy, €T*(CO,) 
Cry E — n) € A» (y,z;m,—i1)€ Al. 
所 以 必 是 锥 形 典 则 变换 
pep T*CQ,) — T*COS) 
HAR. MA FIO 的 复合 和 典 则 变换 的 复合 是 相应 的 。 

注 3.FIO 4; REAR a & 5”i, 但 我 们 不 能 说 A Eom; 
阶 的 FIO。 因 为 算 子 的 阶 显 然 点 该 适 台 : i4. 的 阶 数 一 A 的 
阶 数 十 4; 的 阶 数 ,而 现在 od 的 振幅 函数 属于 Ss, 所 
以 我 们 应 该 这 样 玉 定 义 FIO 的 阶 ; 

ord 4, = m, + ni 一 二 Cn 士 27)， 
(9.2.33) 


1 1 
ord 4, = m; + E N, — 4 C, Hn), 


这 样 , 因 为 
ord 4o 4; = (m, + m, — n) 十 Y (N, + N, + 5,) 


一 RE (m, + m) + 二 (Ni ND 


* 656» 


一 ri REED 


ERA 
Ord( AoA) 一 ord + ord 4, 
上 一 段 讲 振 幅 函 数 在 变换 下 时 有 


N f 1 
由 于 在 那里 的 变换 下 底 空 间 维 数 n 并 没有 改变 ， 所 以 m + 5 (8 


之 维 数 ) 一 1 〔 底 空间 的 维 数 ) 一 ord A 也 没有 政变 。 这 样 看 来 ， 


erd4 的 定义 (9.2.33) 是 合理 的 。 

5. 一 些 特 殊 情 况 ，FIO 的 复合 是 一 个 很 重要 的 公式 , 而 在 应 
用 中 有 一 些 很 常见 的 情况 ， 结 吴 可 以 更 明确 。 首先 是 FIO 与 
PsDO 的 复合 。 设 有 一 个 FIO 


Fu(x) 一 í einan y 8 )u (y) dydB (9.2.34) 
以 及 一 个 PsDO 
4e(y) — (xy if e^ Pay z, Ev (s) ded. (9.2.35) 
现在 要 讨论 AF PA. 


先 考虑 了 与 APDO 是 FIO 的 特例 ) 的 Lagrange THH. 
其 一 是 
A, =m {Cry dip, —d,h), b," 0), 


其 二 是 
A -— iG s, Es E), yz, EE 0). 

所 以 

Ajo A, — {Cr,z de E), BÉ) m, 

(x,y, d. ,—3) EA, (y,z,2,5) € A5]. 
因此 

n= = dP yai, 

从 而 


T E 


Ajo A; = {Cx ydp, md, p) da= 0) — A, 
所 以 直接 可 以 看 到 AF AAAA pyt) 而 不 必 经 过 定理 
9.15 来 计算 了 。 
现在 我 们 直接 来 计算 AF. BIRISI TRAR” (RË 
积分 的 性 质 知道 这 是 合法 的 ) 有 
AoFu(s) — (2x)"* | ALSIDI, y ,0y)u(y) dydB, 
由 上 册 定理 5 2.1( 见 其 中 的 (5.2.2) 式 ,不 过 多 了 一 个 参数 y), 可 知 
Aler X, y, 0)) — evo(r, y, 0), 
这 里 bley 0) 有 以 下 的 渐 近 展开 式 


b(x.y 8) ~ 9, E CO:*Dia)(x x du (x y, 8)) 


u,H 
è Dejf(z Sys Oe Rs PET 
R(x,z,y,0) = b(z,y,0) — d(x,y,0) 
— (b. (x, y,0),z — x), 
而 且 5(x,»,0) € Setei。 因 此 


Ao Fula) = (2) j eiar pry Ou ydyd, — (9.2.36) 
对 于 PsDO， 因 为 N =n, =n =n, 所 以 


ord A= m + ~ voca) m, 


XT OF, 则 只 有 
ord F = m, 十 X — i l t m). 


现在 ; 
ord Ao F = (m, + m) 十 - -tm +m) 


一 ordA + ordF, 
再 计算 Fo4。 因为 FoA4-'CAeP), ‘A 与 全 均 仍 为 
PsDO 5 FIO, HARA KIRA EC 929 
i(y — x)£,aCy x 4E), Dy, 2,9), Ís) 
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所 以 可 知 AP ZIARA 6(y.6,0), mds NOS 
&*(y,x,0) ~ D>) (8** Dia) (x,x ,—d.Cy ,x,0)), 
* DifCy yz ,8)ein oro uu, 
R*(x,z,y,9) 一 £(y,2,0) 一 dy,x,0) 
— (py, 3, 0),2 — x), 
从 而 Bo4 ORAR 由 (zy,y,9》 而 振幅 函数 是 B7(x,y, 0). 
用 同样 的 方法 可 以 考 荐 g(x,D)oFo 从 x,D), 这 里 g(x, D) 
和 Alx, D) 是 两 个 PPDO， 其 象征 分 别 为 s(x,5) 和 ACE), 而 
有 
定理 9.2.6 g(x, DY)oFoh(x, D) 仍 是 一 个 FIO, HAA% 
是 plesy, 0) ad APR RICE; CUT RH DIES 
(D^. CorgyGs, oun, y, 0))DICOE DIA) 
8x alp 
Qu 7b, y,0)) * DifCy pz ,0)einfoe e n]... (9.2.37) 
其 次 考虑 FIO 4 和 它 的 伴 算 子 4* 的 复合 .这 里 设 ATE DR 
数 是 非 退化 算 子 相 函 数 p(x,y,9), 则 4* ARE 一 p(y，, x. 
9)。 若 记 pi 为 ?对 第 ! 个 变量 Cx s y) 的 偏 繁 商 ， 则 不 难看 到 
Apt 一 {x7; — iy ,9), —pi Cy ,x,9))5 pa ,x,0) —0], 
306148 9 中 的 变量 与 4* ARARE xe dria 9 29 eCy,s, 
8), Wi 
As = 1(3, 2; is P) P= 0}, 
为 了 讨论 4* 与 4 复合 的 可 能 性 ,应 考查 T(A,* x ASQ 5 TCGA) 
EARR IX ERA FOE a £8 T* CO.) x diagT*CO,) x T*(0,). 
很 容易 看 到 TA X AS) miS IE RE 
(8x,09,09,02,—q4u0x 一 pudy 一 P2960, 
Pus 十 puny 十 Piod? , $483 + Ëu? + INTR 
— Ën] 一 Pn? — $68), 
其 中 
pios 十 iiy 十 qoos 77 0, 
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Pot 十 Paay + pit — 0, 
TCA) rh&* gi Slt 2o 
{Bx By ,D,y r812 BE B19 B11 ), 
注意 到 定理 9.2.5 中 关于 横 截 性 的 说 明 可 知 , 如 果 R 十 R; 一 RR， 
WARA R 与 R; 的 模 截 性 。 现在 R 是 T(T*CO.) x T* (9,) 
X T*(Q,) X T*(Q,)), Vi TAS X A) HTA =R, R 
需要 对 T*(0,) X T*(O,) 中 的 任意 向 量 (a ,b,c ,4d) 
By + ôy = a, 
By + Hy — h, 
Quóx t pady 十 pô 十 87 c, 
EnF? + Pua 十 bô +t 81 — d, 
Q250x 十 pio8y 十 Pond m D, 
41683 t Food t ojs = 0 
有 解 (2x öy 00 05 88 80 859 5m) E, "LOU 
0 1 0 0 0 0 1 
0 0 0 1 0 0 ! 
Pu Pu Po 0 0 0 0 (9.2.38) 
0 0 0 Qu Qu $e 0 
Pa Que Qoo 0 0 0 0 
90 0 0 de ğu Pe D 


STR 一 1 加 到 第 一 行 ， 第 四 行 科 一 ! 加 到 第 三 行 即 知 其 秩 与 
P: Pie Qoo 0 0 0 


D 1 0 —1 0 0 并 

(6 写成 0) 
Qu Pu P Ëu Ën 一 ie 
0 0 0 Que Ëw Poe 


相同 ,因为 ?是 非 退 化 的 , 故 只 需 


qu que Poo 
0 1 0 
P Pu qwvie 


© C0 v m QO C 
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达到 最 大 著 ， (9.2.38) 也 就 达到 最 大 秩 , 从 而 上 述 方 程 组 有 解 . 但 
这 就 是 
det 


Tw Mir 0. (9.2.39) 
Pu P10 


我 们 来 讨论 它 的 几何 意义 ， 这 里 我 们 有 
引 理 9.2.7 i p(x,y,9) 是 非 退 化 相 函 数 ，4 在 其 任何 一 
点 附近 与 T*0。 局 部 微分 间 胚 的 充 要 条 件 是 : (1) m n, () 
ek T") 在 该 点 满 秩 . 
Pye Poe 
WE, ae. E O), (D 成 立 , 则 (x5,y,0) I (zy prs pa) 
AMEE pe 一 0 上 之 限制 也 满 秩 。 即 C.— T*CO,) 为 局 部 
HIRE. E AQ— C, 是 局 部 微分 同 有 是 , 故 AL T* CO) EJ. 
必要 性 。 dim A, — 5, + ñy, dim T*(Q,) = 2n,, IH—Z EC 
DARNA (1), X Co 一 A,— T*CO.) 25 582Y l8] Bs sac n] UB 
T*(0,)],, — {C(x, pr)} 作为 Co 上 的 局 部 坐标 ,因此 
(x,y,0)F> (x, gu, po) 
是 一 个 坐标 变换 ,所 以 
O(x.9., po) Pzy Prs 
de (Be ) — det Cr t) =D, 
以 上 得 到 了 A* 与 4 可 以 复合 的 条 件 .进一步 还 可 证 明 A*o4 
是 一 个 PsDO, MASS BEES 
Apto, = ((x,25 — qu 3,0), — 02,8), 
peCy ,x,0) m Pely 2,0) 一 0， 
qi (y ,x,0) = eir ,6)}. 


在 det p ud A 0 的 条 件 下 ,方程 组 po(y x9) 二 a， es» 
qo, Pae 


2,0) — b Jk (x, 0) 空间 到 Ca, 5) ZARIA. MER 
a — qé(y,x,0), b= p,(y,2,0), AI 
qa (9 2,0) 一 pa(7,2,0), qs (2,9) 一 quy, 2, 8) 
有 唯一 解 , 即 x— 2, 0—6, 所 以 
TP 


Aso A, 一 ((x,2;5,5)], 

但 右 方 是 相应 于 PDO HUMOUR. 所 以 4*o4 是 一 个 
PsDO。 总 结 以 上 结果 即 有 | 

定理 9.2.8 若 4 是 一 个 适当 FIO, 其 相 函 数 是 非 退 化 的 算 | 
3UHEUK CREE hs 一 7*(0。) 是 微分 同 胚 , 则 4*0 和 o at 都 
是 PsDO, 

6.FIO 在 H 中 的 连续 性 ， 在 上 册 中 我 们 已 经 指出 (第 五 章 
$ 5), 利用 氢 微 分 算 子 - 

Nua) = any" | ea e El 

可 以 将 v € 于 化 为 Au € 严 ， 因 此 下 西 我 们 可 以 限于 #8 L E 
的 连续 狂 。 这 时 可 以 利用 上 面 证 明了 的 4*o4 为 PsDO 这 一 性 
质 。 关 于 PsDO 的 L 有 界 任 在 上 册 中 有 定 于 5.5.3， 我 们 先 把 
这 个 结果 简化 一 下 ,而 有 

引 理 9.29 E AEL 是 9。 中 的 适当 的 PsDO， 则 对 任 一 
RR KEO, KARM Cx > 0 存在 ,使 得 对 任 一 ve CYCK) 

| sell < C lll, 

M A: Lu- Ll, BARAT. 

证 . 令 

Aule) = (y | eeea(e, AAE, 
由 于 4 是 适当 的 ， 改 对 KEO, 必 有 紧 集 KECO, BUE ue 
cz(K) 有 supp4uC K, FE X) ECO) 且 在 名 上 Zam d, F 
是 
Aula) m (2J | eo Ce) el A Ea, 


因为 ze 对 x 有 紧 支 集 , 视 5 为 参数 , 知 它 对 * 的 Fourier 变换 是 
急 减 的 , 即 对 一 切 叉 存在 Cu 270 使 


IKOLE a <C + a. 


所 以 对 w€C;C(K), v €C;CK,), H Plancherel 定理 有 
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[edu] 一 Gay" | [o0 GO ae ehh CE) deas, 


< [a2 fT ata — E, 8628 


«Cy ff IDAEA + 1x 7^ dtd] 
* Cy i £1 + lg — 91) Fd£ds |" 


4 
2 


Jf aco + 1 — nitatem 
< Cwulllvil, 
从 而 定理 得 证 。 
定理 9.2.10 设 4 是 零 阶 适当 的 FIO, mA 4。 一 T*(Q.) 
是 局 部 微分 同 胚 , 见 A:LLICOO,) — Lilt) 是 有 界 的 。 
证 . 由 定理 9.2.8，A*o4 仍 为 一 个 零 阶 PsDO。 除 了 相差 一 
个 王 则 化 算 子 ( 它 当 然 是 Lola) 一 LiC0,) 的 有 界 算 子 ) 外 ， 
不 让 认为 4*o4 也 是 适当 的 。 因 此 击 引 理 9.2.9 即 知 
CUA*o l2: < Cilalar, 
从 而 对 «€ cs CK) 有 
llli, = {Au du)| m | ((4*0A)u us] 
< IC4*o aui] rtu < C [ullis 
di CCK) Æ LK) rni iae se RUE. 
推论 9.211 车 4 为 加 阶 适当 的 FIO, H 4 T*(9,) 是 
微分 同 胚 , 则 | 4; HT CO,) 一 Hill) HER., 


$3. Lagrange-Grassmann ji$JÉ 


1. 基本 性 质 。52 中 提出 的 理论 作为 $1 中 那些 例子 的 回答 是 
不 够 的 ,主要 在 于 它 不 是 一 个 整体 的 理论 . 为 了 应 用 它 于 偏 微分 
算 子 理论 的 各 种 具体 问题 就 必需 整体 化 ， 为 此 就 需 更 多 的 辛 几何 
的 知识 ,这 就 是 本 节 的 巨 的 ， 

以 下 我 们 恒 设 辛 空间 V 为 
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CR” p0), c(x,y) ma 2 (xim 一 yE) 


这 里 ox—(n,sjaniaBEsgysR).Y— Os yu mort, Ma) 
是 在 某 一 辛 基底 下 的 表示 。 所 以 中 是 标准 辛 形式 ， 

定义 9.3.1 2z 维 辛 空间 T 的 一 切 Lagrange 子 空间 之 集 称 为 
Lagrange-Grassmann 流 形 , 记 作 A(s). 

当然 我 们 应 证 上 明 它 确实 是 一 个 流 形 。 [BHL ZJ, Leray 定理 
(定理 8.2.28) 指出 任意 LEAC) 均 可 表 为 UR^, XX HU € U(n) 
是 本 矩阵。 但 这 个 定理 并 不 意味 着 可 将 Ua) 的 流 形 构造 转 人 
4(Cz)， 因 为 它 所 给 出 的 对 应 U(x) 一 ACn) 并 非 一 对 一 的 。 我 们 
有 

定理 9.3.2 (Arnold [2]) ACn) & U(s)/O(a), 

证 .由 Leray 定理 ， 每 个 U € U(n) 均 对 应 于 一 L€A(n»). 


ETEO), W (7 p) (注意 (82.8) 式 ), 用 Re 表示 


Ct 中 形 如 ( ，) 之 向 量 之 集 有 TR" — R"， 从 而 UR ~ UTR, 
反之 , 若 有 UU eU) $ UR — UR, WE 


8 —b 
UU, -T-( )^ 
b a 


a —bNxX ax 
(, JG)- Ger. 
BIZ} -- x€R',bx-0,38B])5-—0. BELT = U'"U,€0(n), 
从 而 定理 得 证 。 

由 此 可 见 AC) 与 商 群 UOC) 之 元 一 一 对 BI, fuU, 
U,€U(n) 在 同一 等 价 类 中 当 且 仅 当 U, — UT, T EOC), TEX 
复 转 置 : UU, — (UT)(UT) = UT'T'U = U'U, i3 gt BEES 
W(L)， 可 见 每 一 个 等 价 类 均 对 应 于 同一 个 WC(L)， 当然 ， 它 是 
BARR UHRE, SERTER U EA A U'U 之 形式 . 实 
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E] 


Bib, U,€ UGn) 3H U BEREAN A R 


1 i 
az 人 Je 
" 


1n 4, 
《这 里 用 复 记 法 ), 令 4 一 r( E jr". 则 U, = e4, & 


A=B+:;C, B,C E nE, Wy UF = ef mm Q6 由 
U,-Uft — I A 4+ A* — 0 JRBI B H-'B—0, C 一 ‘一 0. 
车 U, 又 是 复 对 称 的 , 即 B = ‘B, C -'C, 当 有 B0, 而 U= 
et。 这 就 是 复 对 称 刀 矩阵 的 一 般 表示 法 ,C E ^ rou ABE. G 
U= f, U= ‘Ufi U, UU — UV， 于 是 有 一 一 对 应 
{UU, UEUCG)} — Umnln) = {U E UCa), U —'U], 

所 以 AC) = U,, sn). 

但 是 U. ns (5) 是 Un) 的 闭 子 流 形 ,由 条 件 U 一 eA4,ReA 一 0 
决定 ,其 维 数 为 l n(n 十 1)， 而 且 是 一 个 解析 子 流 形 。 通过 上 


述 对 应 可 将 UywaCn) 的 拓扑 转移 到 AC) 中 去 ,而 Arnold 定理 
中 的 圣 成 一 个 微分 同 肘 . 又 因 UG) 本 身 为 紧 , 故 有 

X28 933 Aln) 是 I n(# 十 1) 维 实 解 析 紧 流 形 . 

4(z) 的 连通 性 还 不 清楚 .不 过 工 E4(Cr) H WIL) EU, mala) 
HE, Æ deW = e7*, W] det W, = det (cW) 一 1。 即 是 说 
Umm(#》 之 元 可 写 为 《s,gp)，s ESU nanl), AERE R 

A(n) 一 SU ganlan) X R', (9.3.1) 

而 有 一 个 自然 的 映射 Á(n) — A(s), (5,9) > WCL), 它 是 一 

个 局 部 的 向 胚 ， 现 在 用 Ô) 一 SUC) Xx R 作用 到 AC) 上 如 
F: 对 《UDU,p) ED(p) 定义 

(6,0) 93. (usu, 6 -- 29), (9.3.2) 

并 考虑 〈1, 9)e A(w) 的 轨道 。 因 为 证 一 个 Us us(n) 之 元 均 可 

表 为 UU, U € SU(w), 这 个 轨道 盖 满 了 ACn)， 由 (9.3.2) 知 
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(1,0) Bj "SE d T7 (tabilizer) 为 4(U,0)), U€SU(s) A 
U'U = 1BIU€SO(QD, KEARDE 

ÂCn) = 0(n)/S0(n), (9.3.3) 
Ü(s) PERSA EMN, SO) 也 一 样 , 所 以 ACn) 也 是 连通 
及 单 连通 的 、 又 因 A(n) 一 Aln), G.,09) H> set 是 局 部 向 分 辣 
BRA AC) 是 4A(w) 的 万 有 覆盖 ,其 纤维 为 (:,9-+2kx),， REZ, 
所 以 我 们 在 

定理 9.3.4 Al) 是 连通 的 ，ACn) 是 它 的 万 有 覆盖 ,而 其 基 
本 群 是 mIGD) SZ, 

以 上 我 们 已 使 每 一 个 LEA(x) 与 一 个 WCL) €U «sn 
相对 应 ,从 而 可 以 用 WCL) 作为 A) 的 局 部 坐标 。 但 下 面 的 
局 部 坐标 更 适合 我 们 的 应 用 。 任 取 Me AG), AM) ER AG) 
与 M ES LOUER LAM 一 (0) 之 集 。 我 们 要 以 AM) 
为 一 个 坐标 邻 域 ,并 作 一 坐标 映射 ACM) 一 Ritt, Xs ER 
NEAM), 可 以 作 直 和 分 解 到 "一 对 四 N。 将 它 应 用 到 工 上 得 : 

z zy Bozy, zr EL, zQ, € M, sy EN, 


这 个 分 解 是 唯一 的 ,因此 定义 了 一 个 投影 算 子 


Phu: L—> M, zL} 8m (9.3.4) 
再 用 R* 上 的 基本 辛 形式 % 可 得 L 上 的 双 线 性 形式 
Blau (zz) = —woCPhwzsr), Yz EL, (9.3.5) 
由 定义 (9.3.4) 不 难看 到 
Piy = —Pln, Phu 1 — Pw. (9.3.6) 


因为 决定 了 一 个 同 构 QO:V( 一 R”) eyt R9), d. 5)， 
《9.3.6) 又 有 
8h. = —QPlu, Bin — —Bku CER ooa) 一 0,zyz € D). 
记 工 上 的 对 称 双 线 性 形 为 Benal), 4E 
定理 93.5 4 L,;M, NEA), LEAM), M NH fun 
是 A'CM) 到 B, CL) 的 单 全 射 , 且 L 19 0, 
证 。 先 证 SL. 为 对 称 。 设 r EL 在 直 和 分 解 R" 一 MBN 
下 有 zm gyt zys z m syt n WE NEAGO), 有 
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0 = o(zy zx) = ole — Pinze — Phys) 
一 —o(z.Phyx) — o(P uz, zn) 
一 fiu zz) — Büu (x ,2). 

今 证 任 一 8€ Buma L) 必 对 应 一 个 NE ACM) 使 8= pin, 
实际 上 $x.»),x.» EL 上 是 双 线 性 泛 函 ,而 % 建立 了 工 与 MM 的 对 
- M RABA AT TiL —> M 使 g(x,y) 一 o(Tx, y), BBAT 
了 十 了 : 工 一 Re ， 它 是 单 射 ,因为 若 rE LEU 十 T)x 一 0, 必 有 
r+ 一 一 了 x€ M, 从 而 xzELNM 一 {0}。 但 有 限 维 空间 的 单 射 必 
JAHIB N = U + T)L, dimN 一 wn。N 又 是 迷 向 的 ,因为 

okl + T)x,CI + T)z') 
= wz Tz’) + wTE, 2’) 
- —BG au) + Pl,x) — 0, 
n 维 迷 向 子 空 间 必 为 Lagrange 于 空间 ,区 N € A(n). 

进一步 证 明 NEAM) 若 不 然 NN M se (0), WAAR 
元 2 天 0, 因 有 EN 故 有 * EL 使 8 一 (1 十 T)z, 因 26M, 
HA z EL 2a Tz, BZ Tz=(1 + T), X zT 一 
z), [BADDÉUDT L, 右 方 属于 M, 因此 xz ELNM = {0} f $— 
(I T). — 0, GXBUEE B.M N EACM) BINAM = {0}, 
而 可 以 作 >《 工 的 直 和 分 解 : 

z= (] Ty)ys MC (—Tz)-—zy cozy. 
所 以 —T = Pin, = Bin, Wt. 

余下 的 是 要 证 明 pis 可 作为 ACM) 的 局 部 坐标 , 即 与 前 面 
引信 的 局 部 坐标 WON) EU yanl) 互 为 6” 通 数 。 为 此 记 Re" 到 
不 的 正 交 投影 为 Py、 以 下 是 几 个 引 理 .、 

引 理 9.3.6 R'"—N 的 正 交 投影 是 


Pn 一 (1 HWN), e: — C, zy 3 


ug. a Wwe (T Lees b RRN EBE dat 
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bb — f, sb ba((8.2.1)), c 一 C Y bij 
WiN)e 一 o E 


P 一 +a + 2W(N)e + (WNYeY) 
ee oes erg 


-hr( lens 


HOP. 是 正 交 投影 。 再 证 ImPy, =N 设 
s am 3 UB 
N= UR’, U ( f J€ U0), 
从 而 ofa -t ppm 1, opm p'a, 由 WON) 的 定义 WON) = 


U'U 
G(s o 
b 
从 而 a= a'a — PE, b= Bla + ai8, 任 取 z 一 (;)em. * 


1 zz taxt by 
Paz 一 ( ) 


3 ly bx — ay^" 
但 
x+ ax + by — (a'o + B'B)x + (oa — FRYE 
+ (p'a + ap)Yy = 2a'ar + 2a'fy 
= 2a('ax 十 '23) = 2oxi, 
y + bx — ay = (æa t 8'8)y t (B'a + a! B)x 
一 《eta 一 HB)Y = 2B'8y + 2'ax 
- pax t By) = 2px 


所 以 Pxz 一 GL) 一 i Xe UR” = N, BẸ ImPy,CN, 
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为 了 完成 ImPw = N 的 证 明 只 需 证 明 Pu 在 N 上 的 限制 为 1 即 
可 ， 这 是 很 容易 证 明 的 ,因为 中 之 元 必 可 写 为 【5 seme, 
所 以 只 需 在 上 面 计算 Pus 时 令 * 一 (5 ) 经 过 计算 (利用 
(8.2.11) 第 二 式 的 括号 中 之 式 ) 即 得 : 
引 理 9.3.7 M, NEA) 互相 横 截 当 且 仅 当 Py 一 Py 可 
xi. 
证 ，Pw 一 Pw BUe 3E BDSCHS SHE, IRRI ker(Pu 一 Px) 一 
0, 
ker (Py — Pu) — (z, Puz- Paz], X z€M O N, W 
Puzc z, Pyz = z, AXi} ker(Py 一 Px) 一 MUN. 
HORS ker(Py — Pn) 一 0 时 ,由 zE MON Br — 0, R MTN. 
反之 车 MON-10), 而 ze ker (Pu — Pu), 有 Puz — 
Pyz, BESEM, HOEN, K Puz=0, m x€ M^, Iz: 
z€N*. 从 而 z€ MINNE (M + N) = (R) — {0}. 证 
HB, 
41 MNN 一 {0} 于 是 Px 一 Py 可 逆 而 且 有 直 和 分 解 
R" 一 MON, XTE R” 到 MM 的 投影 算 子 Pux 有 
引 理 9.3.8 Py, m PulPu— Py) (1 — Py). (9.3.7) 
Wt. 任意 zE R” 有 直 和 分 解 z=z+ty, 36M, YEN, 而 
Pul Pyu 一 Py) (i — Py): 
a PyCPy E Px) 1 = Py) 
= PQ(Py — Py) (1 — Pu + Py — Pyr) 
ESS PyCPy Kx Pyy Pu 一 Py)x 
-—Pyyx-—x, 
WEB. 
因此 Pis 一 Pynl|i; UN T —Q Pn —- —QPyxl:, 由 计 
BOdBASL, 之 元 是 WON) 的 元 的 CG” 函数 ， 现 在 再 计算 它 的 
ERE. 为 此 取 Ne AQ). 与 入 充分 接近 以 至 Pa 与 Pw 充分 
* 669 。 


接近 ,和 而 Pw 与 Py Py, 在 工 上 均 可 逆 。 再 注音 在 工 上 7 一 Pu 
可 逆 ， 事 实 上 , 若 >《E 工 使 (7 一 Po)z 一 0 必 有 zz 一 Pure 对 
BB z€ LAM = {0}. mi 
Pin 一 PuPu — Py) U — Py) t Py, 
(Phu 一 Py) 一 Puy) = PuPu 一 Py)! 
一 《Puw 一 Pu, t PuPu 一 Py, + Pyu Py)! 
e (P, — Pu (Pu — Pu U CP, — Py) 
(Pu — Pu) T'E Pyl Pu PRU 
+ (Py, dad Ph) Pu -s Pn) TL 

因为 Py, — Py 充分 小 ， 所 以 € — (Px, 一 PX Pu — Pan) 
ERRON MALARIN Neumann 级 数 展开 ,上 式 右 方 可 以 
ARED CIE DKL CY! A = PuPu P. BONS 
1 十 4 非 奇异 ， 则 由 上 式 可 解 出 C 为 bis 之 元 的 5” 函数。 从 而 
Py 之 元 亦 然 。 再 由 引 理 9.3.6 知 WAN) 之 元 是 中 wx 之 元 的 CT 
函数 ， 总 之 Bus 是 APM) 的 一 个 局 部 坐标 ， 

至 此 ,我们 已 作出 Aan) 的 一 个 区 图 4A(M)， 现 在 进一步 作 
一 个 图 册 。 注意 到 横 截 性 是 一 个 通 有 (generic) 性 质 ， 即 任 一 
LEAM) 在 Aln) 中 一 切 充 分 接近 的 元 均 在 AM) h, mE 
一 元 L€A(s) 即 令 本 走 不 在 A'CM) 中 其 任 一 邻 域 中 也 都 可 找 
到 AM) 之 元 。 这 就 是 说 A CM) 是 AQ) 的 稠密 开 集 。 还 可 看 
到 ， 外 ACM) 一 AC(n)、 每 一 个 AM) 中 均 可 引入 一 个 局 部 


坐标 与 UnA) 微分 同 且 ,所 以 不 同 的 M 所 作出 的 区 图 ACM) 
中 的 局 部 坐标 ( 即 Sox) 彼此 相 容 。 这 样 , 我们 得 到 了 ACo) 的 一 
个 图 册 。 但 实际 上 ,用 不 着 “这 么 多 AM)”. Œ R”, w) mo 
定 一 个 辛 基底 {ers*** esf fs} 令 1,JC{1l,2,.+", n} 使 
FUJ = ,2,--:, 2), INJ 一 由， 于 是 leo fiis 张 成 一 个 
Lagrange 子 空 间 , 记 作 M,. 我们 有 Arnold 的 著名 结果 

定理 9.3.9 Aln) = |] AMD. 


证 。 令 M = {es -ttg epte 任 取 LEAG), d LAM= 
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{0}, Rl L € ACMOG = (0,2, ---, 5D. X dimLN M—s, lli 
L=M, m LEAM). 余下 的 只 需 车 虚 0 < 之 《= dimL 
M «s 的 情况 . E LAM 既是 M 的 于 空间 , 必 有 MM 的 * 一 
维 子 空间 ial, F6, acl. sun) 使 
M = (LNM)B{e)}, 

4E LEAM). 

因为 LAMCE = L“, {e}CM: = Mf ， 所 以 

M* — M = (LU M)O(e) CL + M? = (LAMY. 
双方 取 辛 补 有 工 MICM。 因 此 

LAM: = C(CL'OO M) M ~ (Ln M)'(YCMID M) 
= (LO M) e) = {0}, 

故 LE A M1) 而 定理 证 毕 . 

2. Keller-Maslov-Arnold HH. UER 41 3E Ai pbi T 
A'CM)CAGD. in lu X. 

A*'C(M) = (L€ A(5), dimL NM = k}, 
则 有 
Aln) — ACMOUAMQM)U -+ UACM). 

HEHE AM), k>0. XE NEAM), 因为 M 与 N 并 不 横 
截 而 没有 直 和 分 解 ， 当 然 就 不 能 定义 Ph. 及 Bx， 因而 不 能 直 
接 同 前 面 的 方法 讨论 ACM) 的 构造 。 然 砚 由 于 横 截 性 为 gene- 
ric, ME N € ACn), 使 得 对 某 个 L'€ ANM), 有 工 ，MEACN)， 
从 而 Bus 有 意义 。 

3| 9.3.10 4 L 5M% A(N) 中 时 , LOM Bl L' 在 
Bús 下 的 正 交 补 。 

WE. Pir: LM 为 单 全 射 当 且 仅 当 LNN = {0}, xx 
由 于 车 xzre 工 ”在 直 和 分 解 RU 一 MON 下 有 zy = zyt iy. 
E zu=0, Ñ zs zyé L'ON. 3 LON = (0) 与 Phy 
单 射 等 价 。 但 相同 有 限 维 空间 之 疗 的 单 射 即 单 爹 射 。 故 由 NN 的 取 
RE L'CA"(N) 有 PiyL = M= MU, 

L' NM = (z;iz€ L'io(Phys,2) = 0, Vx € L} 
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— (112€ L' Bl (nn) 0, Yre L'Y. 


BiEB—^ LE A(N)， 我 们 有 

B| 9.3.11 Piw:ker(P&y — Pb)  L'OÓ M Fe x HN. 

WE. Y os€ker(Ph, — PES), W] P&wz = PLbaz. 但 式 左 
EMP, RAEL 中 ,所 以 Phax 6 基站 好. 它 很 显然 是 单 射 。 
Æi Piwz = 0, z€ ker(Piy — Pin), DA Pinz 一 0， 按 直 和 
分 解 R” 一 MON, X r B z= Pips t sy A smr EN, 
从 而 ze LGN = {0}. 

Pis 也 总 全 射 。 因为 车 9E 工 站 好 ， 而 由 直 和 分 解 R 一 
LON 有 yy, ys, BU yi 一 3 一 yx 但 这 恰好 是 yz 按 工 
和 NN 的 直 和 分 解 。 所 以 y 一 Pbayn MERE OY EOM 入 的 
直 和 分 解 ,所 以 y 一 Pisy 于 是 


(Phy — Ply)yr = 0, yr € ker(Pau — Piy). 


它 是 7 在 Ph. 下 的 原 象 。 

由 于 fisy 一 一 Phy，, 所 以 为 了 讨论 L'OM 只 机 讨论 
Bën Pp. BUT; kerCPEn 一 Piy) € ker(Bby 一 BEN) 

8|289.5.12. L'€ ACH) 当 且 仅 当 工 对 Fp 一 Bbw 一 Bbw ZE 
交 补 的 维 数 为 Re 

证 。 工 对 8 的 正 交 补 一 {zjzE 工 ,8(zyz) — 0, V2 € L)— do; 
x€ L, (OC Piw = Pby)x,x) 一 0VxYe 工 } 一 ker( Phy 一 PES). 
ik dime Æ L pE S) dim ker(Puy — Pin) = dim (L'A 
M7。 以 上 我 们 用 到 了 8 之 对 称 性 。 证 毕 ， 

至 此 可 以 讨论 ACM) 的 构造 了 ， 为 此 取 LEAM), #W 
N € Ala) 使 L,M EAN). ACN) 为 开 , 故 工 附近 一 切 L'€ 
AN), MI biw PE BARL, MASA 9.3.10, 五 站 对 L 
在 Bw 的 正 交 补 , 故 其 维 数 为 k, 在 工 中 选 一 基底 是 lesus?) 


e) 为 LOAM 的 基底 ,并 计算 pos Fio voies (^^ ^), 
。 为 # 一 不 阶 对 称 短 阵 ，4 为 《 阶 对 称 和 矩阵， 着 记 上 中 之 向 量 为 
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X 


M» dim x == a— k, dim y — k, lj EXE iE zz db LNM 
攻 yj 但 由 正 交 补 的 定义 


C sS} EX- 0, Vz',y, 
所 以 易 得 5 一 4 一 0， 从 而 sium (^ 0) s ict — 


kE, EHA L ”与 充分 接近 时 Sb. 的 矩阵 .但 pw 一 
—£&. 而 后 者 确 为 L 在 AUN) 中 的 局 部 坐标 。 因 为 工 在 此 局 
部 坐标 下 坐标 为 0, 故 当 上 充分 接近 工时 


i a b 
prg D a) 
a,b, d 均 充 分 小 、 于 是 得 到 
Bin 一 BRE 一 ( 
它 在 工 中 的 核 维 数 为 有 〖。 令 
(5 ) E terti — neo, 


84 — G >) 
— —dqF 


有 
(a, — a)x — by = 0, 'bx + dy — 0, 
因为 a 非 奇异 而 。 充分 小 ， 故 《〈o 一 a) 可 道 。 由 第 一 式 解 出 # 
代入 后 式 有 
[d + ‘blas — a) )5]y — 0, Vy€ Bt, 
所 以 
d-'b(a— aj) b. (9.3.8) 

前 已 指出 Sb 可 由 a,5,4 表示 ,现在 看 到 任 一 点 LEAM) 

附近 的 一 切 L' ERARE 4GCY) 中 的 局 部 坐 奈 Bor 适合 (9.3.8)， 


这 是 PES +1) 个 方程 。 故 有 
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X38 913. AIC) 是 AQ). 的 余 维 数 LAAR H 1) flr 
于 流 形 . 它 在 pw 坐标 下 的 定义 方程 是 (9.3.8), 

以 下 我 们 需要 AM) 在 工 点 的 切 空间 。 为 了 写 出 它 来 只 震 
HAM) 在 工 附近 的 定义 方程 (9.3.8) 中 的 独立 变量 (这 里 是 a 
和 4, 注意 工 的 坐标 是 0) 看 作 一 阶 小 最 ,然后 略 去 高 从 小 量 即 得 . 
由 (9.3.8) 可 见 4 是 二 阶 小 量 ,所 以 切 空间 是 (^ 0). emah, 
亦 即 BoLLCL) 中 在 L NM 上 为 0 之 元 . 

至 此 可 将 AQ) 的 构造 宏 括 如 下 : 任 取 


M € A(n), ACn) 一 U ACM). 
它 是 辛 空间 (Ro) 4j o a(n 1) 维 紧 的 解析 子 流 形 ; ACM) 


是 其 稠密 开 子 集 ，4t(CM) 是 AGO) 的 余 维 数 二 k( +1) 的 代 

数 子 流 形 .特别 是 AM) 是 超 曲 面 ， 它 是 AMM) 的 正规 

B. TTM) 一 U AD. ibt AM) 可 以 连接 一 个 余 维 
k> 


$25 3 ARNT U AMY. FIER AM) 是 连通 的 ,而 且 因 
kii 


它 在 AQOMOM) BSA SR IET S dimA(M) — 2, 所 以 我 
们 可 雇 把 它 看 成 AGO 中 的 余 维 数 为 1 的 循环 , 记 作 uu. 

定义 9.3.14 uu 称 为 Keller-Maslov- Arnold MER, 

pu. 是 可 定向 的 。 在 其 正规 部 分 的 一 点 Le AM) 可 以 定 
义 其 两 合 。 我 们 已 经 指出 ，ACM) 在 工 处 的 切 空间 为 长” 。 )， 
a Xn —l1U XHERRBME) CRE BQQQUL) 中 的 起 平面 4 一 0， 
其 上 的 元 即 在 工 站 对 上 为 0 的 双 线 性 形式 。4d — 04 BaQ(L) 
分 成 两 部 分 ,一 部 分 在 工 几 M 上 取 正 值 , 即 有 d > 0。 这 一 部 分 称 
为 pw 在 工 点 的 正 侧 ; 另 一 部 分 在 工 几 对 上 取 负 值 , 即 有 d< 0， 
xx — 8B 4r Yr 29 fa bl, 


» $24 


g. & n-— 1， 则 辛 空间 (R^, o) 的 Lagrange 子 空间 即 为 
过 原点 的 直线 ， 它 们 的 参数 方程 是 
8 


X = pcos E y = isin a? (9.3.9) 


PER, 0x08 — 2x. 
因此 ACD) e 9. 1d (9.3.9) 26 M D] ACD BD S ER 上 点击 
A'(M) — M. 
Z4 L=M 为 纵 5h, 

入 为 模 轴 ， 在 工 附近 取 
L, ij 

Pha C0, y) = (—y 

8/. 8 

m Bf $ 0) 
这 里 我 们 注意 到 工 的 倾 
A>Z, AREI xi 


投影 时 得 到 一 yctg 2. 5 


Bw ECO 9), (0,521 - —$5i[(0,55, (0, y)] = o CP REO, y»), 
Q,32 一 一 yetg 也 因此 第 一 象限 是 AM) (URL, BoR 
REREN, 

3. Keller-Maslov-Arnold $834, 上 面 已 在 辛 空间 CR? w) 
中 相应 于 MEA) 定义 了 Keller-Maslov-Arnold 循环 uy. 现 
在 我 们 在 《R”,w》 中 作 一 闭 曲 线 ( 环 )7, 并 且 讨 论 7 与 az 相交 
的 情况 。 

定义 9.3.15 #75 rw 只 相交 在 正规 部 分 AM) 的 有 限 
多 个 点 处 ,而 在 每 个 交点 工 外 都 是 模 截 的 , 即 有 

T,rQT,n,y — TLACn), 

AER Y 与 ax 为 正规 相交 ， 
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UDEXUBAE AS L, WD OLIM AY L T A Bp BH rib. WE 
Bona L) 在 LOAM 上 符号 的 变化 来 规定 au 在 上 附近 的 两 . 
Wu. EYE en 的 负 侧 走 疝 正人 钢 ， 则 称 之 为 正 相 交 , 规定 其 相交 
数 为 1; 及 之 则 称 为 负 相 交 , 相 交 数 规定 为 — 1. 

定义 9.3.16 v Àj px 的 相交 数 ( 记 为 Y*， pw) 定义 为 正 相 
交 次 数 与 负 相 交 次 数 9 之 差 ; 


Te pu pag (9.3.10) 


称 为 > 的 Keller-Maslov-Arnold 指数 ;简称 为 Maslov 18 Sk. 

Y* gu 是 同 伦 不 变量 实际 上 若 有 同人 Y, Os ssi, W 
RH s RUNER, Y, * gw 对 :连续 ,但 它 又 仅 取 整 数值 ,所 
以 它 是 不 变 的 ， 这 就 是 说 Y au 只 依赖 于 7 的 辐 伦 类 。 不 仅 如 
Jb, Y* ga 还 与 M 无 关 ， PRE, FË Spl, E) 是 (道路 ) 连 
通 的 , 所 以 对 任意 4 € SpCs, R) ， 必 可 找到 Sp(s, R) 中 的 道路 
AQ),0s s 1, 使 4(0) 一 J，A(1) 一 4. 今 另 给 M € AC), 
ARI — ARARE 4e Spl, R) 使 4M 一 M1. A'U) 自然 
也 是 Sp(sn,R) 中 的 道路 ,而 4 (2)Y 是 7 aja 的 同 伦 , 从 而 
Yay (471) * gy, BRAR A Aa) — AC) 是 AG 的 
RORE CHRE T> pa 不 变 , 所 以 Y * numm HY * pam 将 
此 式 应 用 于 (A'Y) pu 一 Y。pu 上 有 

T* uy 7o ALAY) * nau m Y Bue (9.3.11) 

此 外 , 由 基本 群 的 运算 知 [1] * * py 是 x AG)  Z 的 
BEWA x。 不 仅 于 此 ,我 们 还 有 

定理 9.3.17 aix [AC] — Z 是 一 同 构 ， 

证 。 因 为 由 定理 9.3.4 已 知 x LAG] e Z, 我们 只 要 找到 
一 个 环 v, 使 a(7Y0) 一 1 即 可 。 为 此 我 们 要 利用 上 面 讲 到 的 人 情 ， 
不 失 一 般 性 取 对 一 RI x R**, 而 取 7Y 为 上 例 中 的 曲线 ; 


7: [0,2x] 一 REH> (+ cos 2 1 sin 2) 


于是 得 AQ) 中 的 环 
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ra: (ree £, rsin 全 , IM :€ R', 6€ [0,2x), 


由 上 面 的 例 知 ,只 有 在 9 二 * 时 ,7, 与 M 相交 , 而 且 是 由 人 负 侧 到 
EM, AE yo nu rm d. H, 

由 些 可 知 ，Masloy 指数 也 可 以 定义 为 

3E 3. 9.3.16" Maslov 指数 即 同 构 a: LA] e Z. 

以 上 我 们 用 同 伦 的 基本 群 来 定义 Maslov 指数 ， 也 可 以 用 上 
EWR H(A,Z) XEM Maslov 指数 ， 风 Arnold [2]. 

现在 我 们 要 给 Maslov 指数 一 个 显示 表示 并 与 前 面 讲 过 的 
Bü. 联系 起 来 ， 为 此 先 要 定义 一 个 复 矩 阵 4《 即 C* 的 线性 变换 ) 
的 对 数 dog 4, 设 世 的 特征 值 均 不 在 非 正 实 轴 上 ,我 们 给 出 

定义 9.3.18 定义 logd 为 以 下 积分 


log A = (2e fy"! [ Ces GI 一 Ay dt, (9.8.12) 


C EBI 6 中 的 路 径 T。 
将 C 用 Cauchy 定理 变形 为 图 6 E IL, WEER log 4 为 


lg4- | Kt —4y'— Ir Dd. (932) 


# :4 之 特征 昔 
Ecce e) 
1 u 
图 6 


这 里 被 积 式 多 了 一 项 (51 一 门下 一 车， 所 以 可 认为 它 是 log 4 
的 另 一 枝 . 
引 理 9.3.19 
A exp(log 4), (9.3.13) 
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log 4^' — — log A, (9.3.14) 
detA = exp(Tr log 4), (9.3.15) 
证 ， 必 要 时 经 过 4 的 元 的 八 拢 动 ， 可 以 认为 4 只 有 简单 特征 
值 ,从 而 4 与 一 对 第 阵 相似 : 


于 是 (9.3.12) 成 为 
Z — h V 


lg4-—P':(2za1)" | ogdl ) dt «P^, 
` — à. 


ut E 
A4 一 ER E J^ 
PE 


由 矩阵 的 指数 与 TrA| 一 >) JS 再 


取 极 限 即 知 它 们 对 一 般 4 dum. 

现在 取 Å 的 两 个 元 u—(T,0) 5 vw —(T,8),CT, 
T'E SUmm) 使 PT — eT 可逆， 从 而 —e9 TT? 不 以 
一 1 为 特征 信 。 [Bec TTUÀ BRE E. 故 它 没有 非 正 特 征 
信 , 所 以 我 们 可 以 定义 

mu, u^) = (2x) "[n(9 — 9) + Tr log (cea n OTT] 
(9.3.16) 

经 计算 知 Trlog (~e OTT) = log det 【一 cz-9 TT) = 
CRE De, ifj e^ 一 《一 1)*， 即 是 说 


mlu, w)€ Z GS n 为 偶 ); € i 十 Z( 若 # 为 奇 )。 


今 证 P 

51:8 9.3.20 在 Sp(s,F) 作用 下 mu, v) 之 值 不 变 。 

W. SpGrnH) 在 AG) 上 的 作用 是 迁移 的 。 这 个 作用 可 以 
提升 为 SPOR) 在 Ra) 上 的 作用 。 用 ce7 一 ex 7 TTA 
指 * 与 y 模 戴 ,而 横 埠 性 在 辛 变换 下 不 变 。 故 对 de Son, R), 
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Åu 与 4w 也 模 截 ， 从 而 mu, 4w) HRL CHESA ER 
依赖 于 4. 但 mtw,w) RENET ZR 3 十 Z 中 ， 因 此 其 值 


PE. 
现在 作 一 闭 曲 线 7: [0,1] 一 Aln) 使 7(0) — T(1) — L. 
把 rO) 提升 到 AG) HX CO, HE 
PO) = (7,8) = 0, E), T; € SU, 
4 WA) EAT LAHI ERES ABE Z 76, Di] 
WCL) = Tiei, 
FRAMS L diim 
W(M) = Te'*, u= (T, p) € ÂC), 
则 横 截 性 表明 T;e0— Te 为 可 北 , 从 而 mau, 7(0) 与 m, 
7(1)) 均 有 定义 。 我 们 可 以 得 到 Maslov 指数 的 明显 表达 式 
定理 9.3.21 rg Maslov 指数 为 pC(7) 一 mQG, 了 (0)) 一 
m ,?Ct). 
证 。 我 们 应 该 先 证 <(7) 与 M 无 关 , 并 只 依赖 于 7 的 同 伦 类 .。 
事实 上 ,由 mau G 的 定义 经 过 简单 的 计算 即 得 
B) = (x) a — 09,). (9.3.17) 
它 自然 与 M 无关 ， 
进一步 要 指出 naQ) 只 依赖 于 7 的 同 伦 类 以 及 elr) 在 加 
法 运算 下 与 xi[4(*)]】 同 态 。 前 者 是 很 容易 证 明 的 , AAH rE 
续 变 动 而 端点 不 动 时 ，mfa,7K0)] 与 mie, O RRE E 
端点 改变 就 相当 于 在 7 上 连接 其 它 的 闭环 ，#(y) 的 不 变性 可 以 
从 它 在 同 伦 类 运算 下 的 运算 规律 得 出 。 若 在 7 后 浴 上 另 一 个 环 7" 
而 合成 一 个 新 环 Y 一 了 十 7 上 升 到 A(n) 中 以 后 威 为 
$7 107,0) — (Ti, 01) — (7,, 09). 
于 是 
2xp(7”) = nO, — 6,) = nO — 0) + n(0, — 6) 
— ix) 2ra). 
zer 反 向 变 为 一 "7， 提 升 以 后 的 《一 了 ):《T1,91) — CT,,9,) 而 
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2x a(—T) = n(8, — 6) 一 一 2xp(7Y)， 这 样 即 知 {x《Y)} 成 
一 个 与 mA] 同 态 的 加 法 群 。 
余下 的 只 需 证 明 有 一 个 > 使 e(r) = 1 即 可 。 但 在 前 面 已 作 
出 一 个 环 | 
Ys [0,22] — Re = R x R", 
0 . 0 
9 (s = feos 本 y, 一 sin 2 & IS r€ RR!, 


而 将 问题 化 为 了 一 R* 的 特例 。 这 时 8. — 4. 0,— 0， 从 而 
u(T) = (2x} te2. (9 一 6) 一 1. 
定理 证 毕 。 

(9.3.37) 告诉 我 们 ，Maslov 指数 就 是 环绕 数 。 FARNA 
指出 它 与 Bhw 的 符号 数 的 关系 , 设 L.M,N€AQ) 且 MNN= 
{0}，、 从 而 hs 有 意义 , 记 sgn(L, M, NY} 一 sgnBsw， 则 有 下 面 
的 定理 。 

.定理 9.3.22 $ Li ME AC) Cj k= 1,2), EH. LOAM: = 
(01, k= 1,2). fF AC) 中 的 闭 申 线 Y， 先 在 AM) 中 由 
L, 到 L;, 再 在 ACM) rn gi L, 回 到 L 则 有 


"1C! = 二 [sgn (Mis Lrs M) gay sgn (M, L., M1)] 


a 了 [sgn (M,, Mi, L) — sgn Mi, ML]. — (9.3.18) 


证 。 先 设 MNM = 得 }。 必 要 时 对 7 作 微 小 变形 、 可 设 7 
与 BM, 正规 地 相交 ， 于 是 jp(7) 二 7 了 ， HM, 而 交点 在 AM.) 
中 ， 基 为 7 的 这 一 段位 于 AM) 中 。 现在 追随 这 一 道路 来 看 
sgn&Mit m sgn( MM,7(1)) 的 变化 。 sgap 只 有 当 8 的 基 特 
征 值 为 0 时 才 会 改变 。 因 此 可 设 当 :一 s RE rG) FAIM), 
而 县 不 妨 设 为 正 相 交 。 于 是 ， 这 时 0 是 Aureo 的 特征 值 。 它 的 
特征 向 量 形成 一 个 不 变 子 空间 ， 再 作 它 的 相 补 的 不 变 子 空间 ， 山 
Phro 在 这 样 分 解 后 可 写 为 


Fra "n7 [^ ý ) 
^ 0 0 
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4 是 可 逆 的 # 一 1 阶 对 称 算 阵 ， 当 :充分 接近 时 , 则 有 
A 

Bis mm (% 

A 仍 为 # 一 1 阶 可 逆 对 称 矩 阵 ， 由 于 4 可逆, 故 有 


人 本 d s 0 Y: pi 
'B D ‘Bd! I 0 D—‘BA'B/\D I 


A 0 
= P y. 9.3.19 
第 D —'BA^B (5.3.19) 


-). 


由 此 式 可 见 
sgn ECA — sgn A + sgo (D —'BA'B), 

但 在 n 附近 sgn 4 不 会 改变 ， 当 上 充分 接近 n 对 8 是 一 阶 小 
E, 'BAUB 是 二 阶 小 量 , 因 此 sgn(D — BAB) 的 改变 取决 于 
sgnD 的 改变 。 在 正 相交 时，sgnD 增加 十 2， 在 负 相交 时 增加 
一 2。 所 以 当 YG) 由 Li 走向 L 时 ，sgn8ire 89 I 3E 3E JE 
27Y，。pu， 因 而 定理 得 证 . 

进一步 考虑 dim (M,N Mi) - E 2 1, 作 M, 的 基底 《el 5, 
ee) 使 MNM, = Cestna), MIW — (ee 作 
一 个 单 射 Q:M,'1M,— R IERE- olr, r)>0, $3550, 
这 祥 的 2 是 很 容易 作 的 : 例如 设 Cerise ifi 1 是 一 个 
辛 基底 ,规定 0e; = fp jench ti, on 即 可 。 然 后 再 把 
8 拓展 到 M; E: 对 Mi 作 直 和 分 解 M, WOM OM), € 
Glr 一 0, iwnu, 一 8 ,9 即 所 求 的 拓展 ， 最 后 定义 

Q,— I+ i0: M,— R^, 
而 记 
MD 一 COM。 

令 NEA) 而 且 Ne ACMODn CM D, WEDT Bis 的 

构造 。 由 上 节 引 理 9.3.12 的 证 明 可 知 这 时 - 


a 0 
MLN OU ( 0 J 
a Ær k BEERE, 又 因为 当 * 充分 小 时 Q, ~ 了 而 
6831。 


MD ~ Mi, RRUN S MG) 也 横 截 ， 而 Situ 有 意义 , 设 将 
t2 Hane (C 2 o, 是 二 一 入 阶 对 称 答 阵 , 则 办 a, ~ s 


可 以 设 可逆。 和 上 面 讨 论 的 情况 一 样 : 
sgnpiiDN = sgn M, MG) ND) 
= sgna, 十 sgn(d, — 'b,a; !5,), 
而 且 当 :充分 小 时 , sgne, RE, barh, SET fü z RESTER. 
今 证 
d, — «D + OCS), sgn D =k, (9.3.20) 
RDE MNM 上 为 正定 。 证 明 如 下 ， 
E rEeEM AM |= MAMO) 当 了 六 分 小 时 Pu 
x 十 fT,x。 另 一 方面 ,由 MG) 的 定义 , 必 有 ye M, 使 
Pil, yx = y + sOy, 
因此 了 十 培 y 一 * 十 二 ,x Ms Db IE SIDUSEHD ym rt 
iT. ME reM, OM: RA PW,wz = Pont, T 
Piny r) e — oP sx, x) 
一 — oly, x) — olsy, r) 
一 —o(Q 十 人 x), x) 
一 —i0(Qx,x) 十 OCF), 
这 里 我 们 利用 了 在 Me AQ) E90, $ D= 一 oC8x,x) 则 
(9.3.20) 得 证 。 于 是 有 当 ， > 0 充分 小 时 有 
sgnC M, MCs), N) = sgna, + sgn(d, — 'b,a; 'b,) 
一 sgna, + k = sgné M,, M N) tR (9.3.21) 
ELAH N= L, G=1,2), MARA 
sgn (Mi, MCs}, Li) — sgn( M, MG), L) 
= sgn( Mi, M, Lj) 一 sgnC M, Mi, Lo) (9.3.22) 
但 当 : 很 小 , 且 52e 0 R3, Hi (9.3.21) 可 以 看 到 M, 与 MC) 9t 
截 。 故 (9.3.22) 之 左 方 为 27 * pu， 从 而 定 埋 证 毕 。 
4. Hórmander 指数 。 
定义 9.3.23 (9.3.18) 中 的 aO 称 为 Harmander 指数 ， 


ETE 


记 作 (Mi, Mii Li L3). 这 盟 仍 设 Lj, Ma. € AG), ifi B. 上 ;与 M, 
CG,k — 1,2) SER, 
Hürmander 指数 有 一 些 简单 的 人 性质 ， 
sinit 
s(Mis M3; Lis Lj) 一 —(Mis Mi Lio Li) 
一 —i(M,M;, Li, Li). (9.3.23) 

证 。 它 对 LaL. 的 斜 对 称 性 由 定义 自明 。 车 交换 MM, 
则 外间 于 将 Y 换 为 另 一 道路 : 先 在 A (MI) HER L.S] Ly, Hr 
在 PCM) 中 连接 Li 到 L, 但 这 就 是 一 zf， 因 此 相交 数 反 号 : 
(—7) * au, 一 一 (7， aa) 而 斜 对 称 性 得 证 . 

ATLE ERER 

iM, Ma; Lis La) 十 (Ms, Mi; La, Li) 
TT MM Ls LD) — 0, (9.3.24) 

证 . 由 定义 即 知 。 

Rope, SOM Ma Lo D) 38 Lj M, 变动 但 保持 Li 5S 
M, 的 模 截 性 时 恒 取 常 值 ， 

证 ， 由 (9.3.18) 中 aC) 作为 相交 数 即 知 。 

Hórmander 指数 的 一 个 重要 作用 是 决定 工 , 上 ;是否 在 
(CM) 站 4CM:) 的 同一 个 连通 分 文中 。 事实 上 我 们 有 以 下 很 直 
观 的 定理 。 

定理 9.3.24 (M, Mi; Li L) 一 0 ERÄ Lo L 位 于 
A200 446) 的 同一 个 连 透 分支 中 。 

iE 2M. Hüv Edd ASOMO) 中 ,这 时 7 与 au 不 会 
Bax Miu Y psu, 7 (Mi, Mi; L4, La) — 0, 

必要 性 。 设 Y au — 0. RIE T etr F ACM) 中 , 则 7 
与 py 正 负 外交 的 交点 必 成 对 出 现 。 设 :< ns 天 相应 于 正 相交 ， 
庆 相 应 于 负 相 交 ,而 在 ncn Hy ENM), Be RAE gu 
中 。 我 们 要 应 用 以 下 的 事实 ， 

A(M)OD AM) 是 连通 的 。 (9.3.25) 
它 的 证 明 将 在 后 而 给 出 , 
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AHEM 4CA'(OZL0 0 ACM) ER 1) 1G e 是 一 个 
环 ,由 ov, ncn 与 一 41 组成， 将 7 上 原来 连接 vYG0 与 
Y) 的 一 段 用 4 代 蔡 ,所 得 的 新 道路 记 为 了 ,将 4 由 ACM) 向 
ACM) 的 正 侧 还 微 移动 ， 可 见 e ~ ACM) 中 的 闭 曲 线 ， 从 而 
c ~ 0。 若 将 1 稍 向 负 仙 移动, 则 了 了 与 AMO OD CM 中 一 道 
路 同 伦 ,但 后 者 与 ACM) 正 负 相交 次 数 各 减少 一 次 。 经 过 有 限 
多 次 这 样 的 变动 可 用 一 完全 位 于 A MODA OPBD 的 曲线 连接 
工 ， 工 :。 所 以 它们 位 于 其 局 一 连通 分 支 中 。 

(9.3.25) 的 证 明 . $ Le€AXMODAXQOÓD. TERR Li 
LNM,, AMYN PCM) HR HA T M, 的 与 M. ERWA 
线 1 之 集 上 ，。 这 些 直线 当然 是 R” 的 迷 向 子 空间 ， e (E74 
上 诱导 出 一 个 辛 构 造 , 使 1+/i1 成 为 2(x 一 1) 维 辛 空间 , L 是 它 
的 # — 1 维 迷 向 子 空间 ,从 而 是 10/0 的 Lagrange FRE ME 
与 M 的 象 MAD = M, RE. MA ACMDNACM,) 可 以 
看 成 是 一 个 纤维 从 ,其 底 空 间 是 0) 它 是 连通 的 ,纤维 AMan) 
也 是 连通 的 ,所 以 《9.3.25) 成 立 ， 

以 上 的 讨论 全 是 在 一 个 辛 空间 R" 中 进行 的 。 在 $4 中 我 们 
将 把 它们 移 到 辛 流 形 上 去 。 


$4 FIO 的 整体 理论 


1. Fourier 积分 分 布 的 整体 定义 。 $ 2 讲 到 的 FIO 的 局 部 
理论 尚 不 足以 回答 41 的 物理 实 葬 提出 的 问题 。 但 在 $2 中 我 站 至 
少 看 见 了 以 下 的 事实 : 与 其 说 一 个 FIO 是 由 它 的 相 函 数 中 决定 
的 ,不 如 说 它 是 由 一 个 锥 形 Lagrange 子 流 形 4 决定 的 ,而 A!! 是 
局 部 地 由 一 个 相 函 数 p, RER., A 是 一 个 内 在 的 整体 性 的 
Hg, pl 0) 则 只 是 局 部 性 的 ， 然 而 由 此 产生 了 一 个 问题 由 
相 函 数 glx,0) 局 部 表示 的 Lagrange TUE {(x,9), qo(x,9) 
— 0) — ((x,92,q» = OCA, P A-E (CRT E XR C8 JE ORC S 
同 胚 ,因此 4 Fede He RAT ROEH LAE SEAT UE, SEGUE 
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已 相交 及 其 它 复杂 情况 。 而 且 在 4 上 可 以 作 一 的 C” 分 割 , 这 一 
点 在 浸入 子 流 形 的 情况 下 就 不 一 定 办 得 到 。 至 于 什么 是 主 象 征 至 
今 还 没有 涉及 。 在 PsDO 理论 中 ,我 们 建立 了 象征 类 与 算 子 类 之 
间 的 司 构 
Ou: Los/ Lou — Spa Son 

《上 册 第 五 章 $2 定义 5.2.4，p.269)， 这 个 同 构 就 称 为 主 象征 。 六 
里 你 是 阶 数 , sm 是 象征 的 渐 近 展开 式 中 紧 接 阶 数 姑 的 指数 。 我们 
也 想 把 这 个 关系 推广 到 FIO, 

TERA st C” 流 形 和 以及 局 部 地 定义 于 其 上 的 如 阶 
. Fourier 积分 分 布 : 对 ue C5(X) 


CAI — Qa) mn (emma, 8a ando. (9.4.1) 


这 里 ac 707^ H (9.233) All, a 的 增长 阶 一 4 的 算 子 阶 + 
(5 一 2Y)14)。 这 个 表达 式 适 用 于 4 上 某 一 点 的 锥 邻 域 中 ， 因 JE 
也 设 consuppa 在 一 个 稍 小 的 锥 邻 域 中 。〈9%.4.1) 中 我 们 恒 取 
Pp 一 1, 6 一 0， 这 是 为 了 计算 方 使 ， 一 般 说 ， 应 该 要求 0S1- 
Pp 二 5 之 p 所 1《 比 较 流 形 上 PDO 的 定义 }。 本 章 中 我 们 恒 作 
规定 PP 一 1,6 一 4， 这 样 在 作 变 量变 的 时 更 加 方便 ( 见 上 册 第 四 
章 $2 定理 4.2.4. p.191), 
如 果 在 和 中 换 一 个 局 部 坐标 x 二 x《*)， 则 (9.4.1) 变 为 


CA) -—- (24) tne {| SEDE Gya(z)dzd6, (9.4.2) 


这 里 
PEO) = PGCE),8), IEO) = a), 0) |2 
x 


à 
Ej 
L] 


E 
a) — «(G)) |P£ |. 
Dx 
这 就 是 说 ,我 们 应 该 把 “看 作 X 上 的 L 阶 密度 而 认为 (9.4.2) 定 义 
了 w 作为 + 阶 密度 的 连续 线性 泛 函 d. SERIER 
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CA) m CA Ry, (9.4.3) 

BibL A x T 阶 分 布 密度 。 这 个 讨论 告诉 我 们 , 应 该 在 $ 阶 密 
度 的 框架 下 讨论 整体 的 F1O。 

再 进一步 , 6 也 可 以 变动 (包括 6 之 维 数 )。$ 2 中 讨论 了 等 价 


的 相 匡 数 ,这 时 应 该 作 变换 
x= x(3), 8 = 0(2,0), (9.4.4) 


6 对 6 是 一 次 正 齐 性 的 。 因 为 4 与 # 都 应 该 按照 LLLI 
5, 并 按 (9.4.3) 来 定义 入 dE 


所 以 应 引入 aG) = [Pe 
(9.4.1) 中 作 变 换 (9.4.4) 将 给 出 


(d, žy = (2x (s+2NM IE ig, 5,3 ,0)g(X)dzdb, ED, 
(9.4.5) 
这 里 


IG, Â) = la, 08,0)) | Dr 


现在 我 们 要 把 以 上 的 对 象 转 到 E i duin 子 流 形 4 上 
去 ， 为 此 ,我 们 引 人 一 个 子 流 形 上 的 一 种 密度 分 布 。 在 上 册 第 一 
章 $6 中 我 们 定义 了 一 个 超 曲面 上 的 Dirac 分 布 (p.67). WRA 
一 个 余 维 数 k 的 子 流 形 ( 暂 设 为 R"*5, Wie term qucm 0, piga] 
以 定义 8 CR) 为 

<a (Rt), p) - | o0, - PLUT TST Ei ELETEN dx, 
比较 一 般 地 ,如 果 一 个 余 维 的 子 流 形 5 HER fam oí m0 
来 定义 ,并 设 3S 上 有 局 部 坐标 Aii ***, Àj, 则 可 定义 


GG), e - | ES 


这 里 ds 一 JOD us 也 是 一 个 密度 。 这 些 都 是 超 曲面 上 的 
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Dirac 分 布 的 直接 推广 ， 我 们 把 它 应 用 到 非 运 化 相 函 数 中 所 定义 
的 余 维 数 N( 维 数 # ) 的 子 流 形 Com {(z,9); dip 一 0} 上 去 . 令 
hor, 是 C。 的 局 部 坐标 , 记 | 

d, = |D(, ,dss 0s" 09,2/ DG 0) | A, 
RM E UE Bj od, Ca EXE X XR E, (2, 0) — alr, 0) 


x Ios) BIRDE C, > Ass G9) 79 Gd gp 


0) 后 ;成 为 4 上 的 T Mun in RTI i = 1,9, 8)), 


这 时 只 赛 证 明 在 Cs 上 
1D(.,9,)/ DGx,0)| Yelx,0) 一 DA, p DE, 323,0) 


即 可 ， 但 这 是 直接 的 ， 因 为 96 一 p, as 而 在 C, E pa = 0 故 有 


| Pe uie ) |- AC: eR | D(x,0) 
D(,0) D(x,0) !'DG,80) 
D9 |7| Dx PO vn. | 
71 F D(x,0) |* 
着 在 C, ERRANT 9 为 一 次 正章 性 的 ， 则 POI 是 


nN REREN, daH n KERE, ca Vd Xm Yr, 
Z, ARa 与 定义 在 4 上 的 MBR avd MKOKA, MA 
E mt(a—2N)/4, 后 者 是 mA, 而且" 定义 在 X X Re E. 
以 下 记 4 一 mm 十 在， 所 以 在 经 过 变换 (9.4.4) 以 后 ， a Vd, € 


$*(A, Qj). p= m+ LIE KIRT x nO MEC SERO , 故 是 不 


变 的 . 它 的 意义 在 于 :在 82 中 我 们 已 指出 ， 福 同 的 AS 并 不 一 定 决 
定 等 价 的 相 函 数 , 为 此 ,例如 还 需要 减少 或 增加 8 变量 的 个 数 使 9 
变量 个 数 与 sgn Poo XIP A 均 相 向 (定理 9.2.2)。 在 9 变量 减少 
时 ,家 函数 变 为 p(x,6',0) 而 在 增加 时 则 变 为 p(x,9) 十 QC97)/ 
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218'|. 所 以 现在 的 问题 是 将 8 分 成 两 组 8 一 (0, 4.04, 
0” m (Opt tts Ox), MABA TIER ASTHER BE 
PCr, 8) = d(x, 6) + Q(0'0/210|. Q: 非 退 化 二 次 型 。 
这 时 Co: doq = 0 中 的 dyp 一 0 将 给 出 0" 一 0， 于 是 现在 要 考虑 
以 下 的 Fourier 积分 分 布 
VROSSECS Nd fj eiie QUU o LO u(x) dxdB, 


先 对 2 ”积分 ,可 得 
CA) e (niei | eKO v G ur) dxd?', 


b(x,0) — (24) 18 | | e/0U eC 997945", 


bla?) 的 表达 式 实际 上 即 C9. 2. 22)， 现 且 有 以 下 的 渐 近 展开 式 
(9.2.23) 
blr, ) 一 [deiQ it |0 |"exp(xisgnQ/4)a(x,0' ,0) 
(mod 5*7), (9.4.6) 
这 时 4, 也 有 变化 ， 令 C.— ((5,0), gy — 0), C, 相应 于 
po = 0«— dy = 0, 0m 0. 于 是 G, 0i (x,0', 0) 成 为 C。 
到 C. 的 微分 同 腑 ,而 且 有 可 换 的 图 式 : 
Ce 一 C, 
N at 
A 
mHE c, 上 
D(A,qs) ., DO og det Q16' |7*, 
D(x,0) D(x,8) 
因此 4 上 的 方 阶 密度 现在 成 为 alx, 0, 0)10 I] dec 81-# Vd. 
总 结 上 述 内 容 可 以 得 到 
定理 9.4.1 REHE X HIR A T*(X) 上 有 锥 形 Lag- 
range FRE Ai plr, 0) 与 $(x,80) E Cra) EC,CXX 
R” 5 Ce) E CsCXX RY 附近 决定 4 的 周一 小 块 。 这 里 
Pex 36, m REN 6) - £s 
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则 Fourier 积分 分 布 (9.4. 1) 可 以 化 为 同样 形状 的 Fourier 积分 
DEGES PERR pl Âa E SOT RR PE RAP 
XH 


exp (eic 4)a(2,6)4/ d, —a(x, OW d; € S" * (A, Qu), (9.4.7) 
这 里 a V4 8d, 的 增长 阶 同 为 mm 十 二 而 与 9 之 维 数 无 关 ， 

a = sgn Pug — SEN Ped, (9.4.8) 
而 且 con suppa 在 (x40) 充分 小 锻 邻 域内 。 


定义 $42 令 4€ '(X,04) 可 以 写成 
A= MA; 
jiel 
{supp A;} 是 局 部 有 限 的 ,而 且 4 H1 R2 
(Aiu) (DY Npr | e PDN da Cx, )yu(x)dxdB, 

(9.4.95 

dx 是 相应 于 X 的 局 部 坐标 的 Lebesgne | E, 0ER“, aj€ 

Sero NOR? XRNI), supp ajC {Crs 18); £21, (x, 0) EK}, K 是 

集 {Cx,0) E Ui, Pelz,0) 0} 在 R* x R“ 中 的 象 的 紧 子 集 ， A 

称 为 整体 Fourier 积分 分 布 , 它 的 集 记 作 17 (X), 


2 ERE, (9.4.6) 中 的 因子 |dec Q 173 |0| expCrisgng/4), 
特别 是 exp QuisgnQ/4) 兆 其 值得 注意 。 ERIH T Nx RE ER 
ce， 而 只 依赖 于 4。 由 于 乞 阵 的 符号 数 与 其 铁 mod2 相同 ， 且 
由 引 理 9.2.1 的 (9.2.9) 

N — rank pp 一 N 一 rank l =n — rankdz,(x,, £9)) 

知 
G — sgnpee 一 sgn$ióo = rankg yo 
— rank$ós =e N — N(mnod2), 
i r = (s — N + Ny2€Z, WA (9.4.7) 可 以 写 为 
i" exp(z iN] 4)a(x,9) V/ d, = exp(xiN] 49a(x,0) A di 
^ $89 * 


. mod etsi 
办 此 ,如 果 记 8B 和 B' 是 4 的 两 个 相交 的 坐标 邻 域 ， 记 4 的 主 象 征 
为 s(8) 或 8'), 当 有 
(B) = :(B, B) (B), 

这 就 告诉 我 们 * 主 象征 应 该 理解 为 4 的 一 个 ( 复 的 ) 线 从 工 的 截 口 ， 
就 是 说 ， 如 果 用 整体 表示 ， 应 该 在 SCA, Q4€0L) 中 来 讨论 
E. 详细 一 点 说 ， 设 有 T*XN0 的 媒人 锥 形 Lagrange TRÆ A 
与 一 个 指标 集 J 一 {jh AR 

G) X 的 一 族 坐 标 邻 域 X;， 

(i) 整数 Wi 270 以 及 非 退 化 相 函 数 p 定义 在 X; X RAND 
的 一 个 开 锥 形 集 U; 中 ;使 得 

1,0) € Uj; pjo(x,0) — 0) 3 (2,9) > (x,d.p;) 


是 4 的 一 个 开 子 集 Uf 上 的 微分 同 胚 ; 记 
gj," LCsgn qoo (2,84) — NO = (sgn vies x ,0;) a N»)1/2, 
(9.4.10) 
这 里 pis(2,0,) = qie(2,6)) = 0, 91, (5,0,) 一 qi (5,0) — EE 
TXAN 4; 当然 是 定义 在 UNU: 中 的 一 个 局 部 常 煞 值 函 数 . 
这 是 一 组 很 重要 的 不 变 最 而 与 Maslov 指数 直接 和 相关。 这 一 点 将 
在 下 面 讲 。 现 在 我 们 的 且 的 是 建立 一 个 司 构 : 
SATC A, QL) S OCA, 98L) 
— Je(X ,A)/1"-(X,A). (9.4.11) 
第 一 步 证 朋 它 是 全 射 ， 这 一 点 由 定理 9. 4.1 容易 地 给 出 .。 A 
为 一 个 元 s€ SHA, OOL), Bik si E SWG sO) 而 
且 sim piksa, 2 coa supps;jCU? , BUnIsg Y, Ail) € I”C(X,A) 如 
(9.4. 9)， 其 中 aj e Stt p^, FoscfRingg 59.4.2 所 述 , ai 的 
作法 是 再 先 用 映射 Ci = (G8) € Uis gie = 0) U}, G8) > 
Gi pi) BRE s; 拉 回 到 Ci 上 为 mw V di fE Ci 的 一 个 齐 性 CU E 
可 以 把 e; SR SI C; 邻 域 。 不 同 的 拓展 定义 出 的 算 子 相差 一 个 
I7(X, A) 之 元 (上 册 第 四 章 $2 定理 4.2.5 p.192), 这 样 ,我 们 
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定义 了 一 个 映射 
Ai SHCA, OOL) — I*(X,A)/ I* (X, A) 
si AiCs), con suppsCU£, 
如 果 同 时 还 有 con supps € Uf, Wl] GO — 4,5). 


MEEA LEHIA x, 一 1，《 注 意 ， 因 为 我 们 已 设 4 


JEU Y-UE ,在 其 上 是 有 一 的 分 割 的 ) 使 好 为 零 次 正 齐 性 (对 于 
纤维 ), 则 对 se 71904,0409 L) 有 s — Exs 而 con suppa; 


AC) = 2) di(:5n (4,048 L) 


— I"(X,A)/ I7(X, 4). 
4 的 定义 显然 与 一 的 分 市 的 取 法 无 关 。 这 样 , 由 1” 的 定义 , 给 出 
I* 的 一 个 元 就 相当 于 给 出 一 个 映射 4, 从 而 全 射 狂 得 证 . 
第 二 步 证 明 (9.4.11). 为 单 射 ， 为 此 , 需 先 用 稳定 位 相 法 给 出 


4 € I"(X, A) 作用 在 急速 振荡 洲 数 we “时 的 渐 近 状态 Go 
十 0)。 不妨 设 suppu 充分 小 使 得 在 其 中 实 信函 数 o € C” 适 合 
dp œ 0。 这 时 


(A, «e y nm (2) tN f ELKETA TEM 8)u(x) dxdO 


= (24) HINNAN Jj eto 9o v, rcO)u(x)dxd0, 


相 范 数 的 临界 点 是 适合 dp 一 d.d, dp — 0 ZA ERNA 
到 &$ 关 0 的 作用 ,否则 9- 可 能 没有 临界 点 而 渐 近 估计 成 为 
没有 意义 的 )、 这 种 点 由 AQ 与 T*X ORO {C dP ROSE RR. 
”现在 我 们 着 相 浮 数 的 非 退 化 性 
po, Pos 
Peg Que 77 
在 几何 上 意味 着 什么 ? ARDUIS (20,,2, 由 下 式 
Prst 十 Prge = Ù, 


detQ — det ( : ) x0 (9.4.12) 
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qo,0x 十 pools m Ù 
决定 。 截 口 ((,4.5)) 的 切 向 量 由 4,5, — 0 决定 。 (9.4.12) 
意味 着 方程 组 
Prrd 十 Prga = 0, Posdx 十 Profe = 0, puI 0 
只 有 有 零 解 , 亦 即 4 与 ((,4,2)) 横 截 ， 现 在 选 上 4 适合 这 样 的 模 截 
性 条 件 , 则 由 稳定 位 相公 式 C 上 册 第 四 章 54 定理 4.4.5, p.220) 立 
RAE 
CA, ue 7 m (2a eia | det olt, 

exp(xisgnQ/ 4) n "a(x,,50))u(x,), modS"*""*7', (9.4.13) 
以 上 (6,9) 是 p- 的 临界 点 ,8 的 定义 见 《9. 4.12) X. 

(94.11) 单 射 性 的 证 明 。 设 

A= S a 
ieJ 

在 必要 时 设 con supp a; 充分 小 ,以 至 于 对 于 某 一 点 4€ A, ER 4 
以 外 , 当 (x,0)€consappaj(x, 0), 2 0, EH. qj;s 一 0 有 时 均 有 
CEs Pi) 5e to。 为 证 单 射 性 只 需要 证 明基 4 一 0， 必 有 dex,0) € 
SEMNA, 3X HB (6,6) 位 于 子 流 形 po DSt 上 之 一 点 
(24,05) WTRF, rn (x, LN CP 6) A. 为 证 «€ 
Ste ao 1， 我 们 变 用 定理 8.4.8, 而 知 在 XX 上 r 附近 可 以 选 一 
个 坐标 系 Cais- tt,x4) [E x = 0, mi T*X 的 局 部 坐标 是 《x1,*……， 
£430,577 *,0) , TE A TE 和 0 附近 可 以 表 为 (G), 6)}, O 对 6 
为 一 次 正 齐 性 ， 且 相 范 数 golx,9) — 2.0 — HO). 这 时 N= 
n, 而且 C, = {Cx, 0); dep, x —H'(8) = 0), Ao — lx. 
drp) — (3, 0) = (H'O), 0)). 现在 取 ule CTCX) H 
suppu(x) 在 x, 的 充分 小 邻 域 中 , TE d. qu.) 的 充分 小 锥 邻 
域 。 ÆT HR an, An 作 一 参数 ， 作 o 一 《x, m MEE 
CA ne». 对 于 A;， 则 或 者 suppu 与 supp,a; 不 相交 ， 从 而 
CA; ue 1) — 0, 或 者 虽然 相交 ,但 因 《x pi A As 而 d — n 
X8 dqy(,8,) JE SEE, Bü v; 一 p 在 suppe ERAI 
界 点 , MAM C4, e e AA. (Goibinid, Aas we 5 一 
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- 2. (4j, we 对 上 是 急 减 的 。 另 一 方面 ， 我 们 又 可 以 用 稳定 


位 相 法 来 估计 CA, ue i)， 则 在 验证 了 稳定 位 相 法 的 条 件 成 立 
H, XE 

CA, ue 19 — Ca(x,,0) u(x,) € ST m1 
这 里 (x,, 9,) € A E mo 一 由 的 临界 点 10 — 5» — 0, x — H'CO)). 
由 ”的 任意 性 知 (x,,0,) 可 以 是 A 上 的 任意 点 , 因而 a € 57771, 


(BEZE N = n, ih a E STEE, 

应 用 稳定 位 相 法 的 条 件 是 q.— 由 非 退 化 。 前 面 已 指出 这 就 
EAS dp dk. IH TA — (G7 (0526, 80)}, Td, = (0) (4,9 
是 零 维 子 流 形 ), 所 以 横 鹤 性 成 立 。 

单 射 性 证 毕 。 总 结 以 上 的 结果 ,我 们 有 

定理 9.4.3 若 4 是 T*X\0 WRA Lagrange FRÆ, Nikk 
射 (9.4.11) 是 一 同 构 ， 这 个 同 构 称 为 A,A) WERE. 

3. Keller-Maslov M .上 一 段 里 我 们 已 天 体 提 到 ,Fourier 
积分 分 布 的 主 象征 是 一 个 复线 从 〈 称 为 Keller- Masloy 线 从 ) 的 
截 口 。 项 在 来 进一步 鲜 释 这 一 点 。 

udi lj —kE,4 x25— C" 流 形 , L 是 T*X 一 fx) 的 一 
个 连通 Lagrange TRÉ, HZ 上 之 每 一 点 (x,£) 附属 以 余 切 
空间 TIX, 并 以 T*X 的 迁移 矩阵 为 TILX— TLX RERE E. 
这 样 得 到 一 个 向 趟 从 Vu. 对 每 一 点 (De, W adeno = 
TX, MIR EHE EAER Teel TX, MATE 维 
方向 的 子 空间 是 它 的 一 个 Lagrange 子 空 间 ， 记 为 Mi(x, £. 
Mi EER Z 在 C(x, 的 切 空 间 , 它 当然 也 是 Tue CT* X) 
Lagrange 子 空间 。 我 们 用 Le, E) 表示 TGü,607*X) 中 所 有 
JR k T Mil, E) G1, 2) 的 Lagrange $ ZE HRS 5E, 用 
n, E) 表示 SI Un e) 上 的 函数 集 ,并 要 求 它们 适合 

CLD i MM VL) Li L€ S (x, E), (9.4.14) 

这 里 (MoM: LiL) 是 Hirmander 指数 。 由 Hórmander 18 

MELTA Ly L 属于 L'am 如 人 MD 站 AM) 的 同一 连 
"693 。 


35x, 5(M,,M; Lis La) - 0 ifü FCL) — FCL), Bj f 是 局 部 
常 值 的 ， 而 且 fL) 在 一 个 连通 分 支 的 值 可 由 (9.4.14) 决定 了 在 
红 " 之 其 它 连 通 分 支 中 的 值 。 所 以 A (x,8) 是 一 个 一 维 复线 性 
空间 。 如 果 将 T*X 局 部 平凡 化 , 则 M, BI (05,01) 所 张 的 ， 


Tes Mo ((,)] = R Gusto sr 辛 构造 与 Euclid 


构造 , 复 构造 的 关系 "一 段 ), Mis, E). MEAR ERAF CE) 的 
Lagrange 子 空间 , 夏 由 (9.4.14) 知 当 《x,8) 在 上 变动 了 时 ,可 以 
找到 24 (5,5) 的 一 个 对 【x,#) 光滑 的 生成 元 ,从 而 A (x, E) 
是 x^ 上 的 光滑 的 复 向 量 从 ， 其 纤维 型 为 Co 这 个 向 量 丛 称 为 
Keller-Maslov M. 

由 一 些 上 同调 的 考虑 可 以 证 明 2e* 可 以 整体 平凡 化 。 Hi- 
rmander 指数 的 上 循环 性 质 就 是 一 种 上 同调 性 质 。 由 于 


sM, M: Li Lj m l [sgn (Mi, Li, Mi) 
m sgn( M,,L,, Mj), 
所 以 
Po exp (E lga, La, M4) 一 sga(Mi Lu M31), 
ifu (9. 4. 14) 给 出 
exp [z sg (Ms, Li M:)| ICL) 


— exp |% sgn (M, Lar M] FED, 
Kik 
e — 27 xC 


Ge. D» (Gf Lenn [E sen M)]) (9.4.15) 


就 是 这 祥 一 个 整体 平凡 化 。 
尤其 值得 注意 的 是 (M, M Lyp L) EZ, H (9.4.14) m 
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BWE, MAE s= smod), Mop irc in, DEREBA 
阵 实际 上 是 f+ = (1,4, —1, ~i}, Z, — 2/42, MAWEHE o 
的 纤维 上 的 实际 上 是 群 Z. 

下 面 我 们 将 这 些 概念 用 于 主 象征 的 讨论 。 这 时 ,我们 把 上 
面 的 红 假设 为 T*X\0 的 一 个 锥 形 Lagrange 子 流 形 ， (5) E 
S£ , 而 MoM: 等 记号 照旧 , 取 Teni TIX) 的 任意 的 Lagrange 
子 空间 L, 使 之 与 Toto ， Mi, M: BUR. 再 作 一 个 c? 函数 
h(x) EAE ei) 的 适当 的 锥 邻 域 了 中 {(Cz,p(z))} t RR 
相交 于 CHADE 且 在 该 点 (oe h(x)} 以 工 o 为 切 空间 ， 设 了 在 
RRE ERR Ei TERR U N, BERD tr) 

设 plr, 9) BET PENZ WIBER R H, FEIK, 
£^) 可 在 了 中 用 

(Pu) (2x) N^ *^ fi era x,0)u(x)dxd8 


来 表示 ,这 里 ac Sm PIT). 具有 紧 支 集 , 子 是 (*,6) 空间 中 了 
在 驳 射 15,80), 9, — 0) => 1G, $919) FAR »Ifg Cm 8) € Fr. 
CRETA, = E, 将 FF 作用 到 e 上 去 有 


CF ,e ip4》 -— (2x) N7277 a74 fj c! Xl Cc 93 d p dO 


- (24) M17 {í eiO Dg ( v o8) d dB, 
由 于 已 设 h.n) = qQuG D) =E (Gr 5,022) Ege 在 Caas Eo) 
横 截 , 知 p(x,0) 一 h(x) BIEBERS, 从 而 可 以 应 用 稳定 位 
相公 式 (注意 ,在 con supp a 中 唯一 临界 点 即 Ceo) MA 


gio) P eio) ~ (259^ det] 7$ 


-exp 名 sgoH, Ja (sos p& "modo (o*7*/^7), (9.4.16) 


H, J& H(x,0) = p(z,0) — hGOZE (,,0,) 处 对 (x,9) 的 Hessian 


E] 
u-(m rm). 
Peo Qi. — hes Cg, 05) 


现在 引用 $ 3 中 的 记号 ; Pina, 是 Mi 在 直 和 分 解 R = 
*693， 


M.QL, 下 到 M 的 投影 。M， 作 为 纤维 空间 的 切 空 间 , 应 有 
T m à x 
L, 大 [G,5,()! 在 d e») 处 的 切 空间 :; Lo 应 由 
全 Boe KD 9 issu] 


Oxi k—1 OxjÓx, O£, 
KR., MEZ 的 切 空间 应 为 C 在 映射 C 一 经 的 切 映 射 下 之 
象 , 亦 即 应 为 切 向 量 
u= 5 fa g- t [Xi g o. 0,) 


Kel 58s, j-1 GER Ox 


«fioe 


i-1 


之 集 ， 这 里 
` FP (y - 
ETT ETT C0) + 1 6, 66,68; CHR 
7 一 工 ,- RN (9.4.17) 
现在 作 上 述 直 和 分 解 , 令 
v = Hu— Y» DIT 
k-1 
比较 系数 有 ar = ks 
= D n, [9:9 2,60)... Dha) 
经 2i | PREI a] 
S O"p x9, 04) -— sm 
+ Ci O00xt , & 1,2, shs 
连同 (9.4.17) BERRT ,这 就 是 
C 0 
ui(-) 一 (2 (9.4.18) 


um PÉLLe 着 再 有 另 一 个 一 Dr, cus I 
tm O84 
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Bii uns) m oP o) = — oluo) 


UN af? 0 
OL i) : (7) (9.4.19) 
下 面 要 引用 线性 代数 中 一 个 结果 : 
引 理 9.4.4 若 S:R* 一 R* 是 对 称 的 线性 同 构 ,VV JE R^ 的 子 
空间 , V^ 是 下 按 标准 Euclid 内 积 的 正 交 补 , 则 
sgnS = sgn(8|y) + sgalsS™ |y), (9.4.20) 
这 个 引 理 的 证 明 需 要 一 些 技术 性 的 考虑 ,例如 可 以 参看 Dui- 
stermaatf1] p.130〈4.1.4) 式 ,我 们 就 不 加 证 朋 , 而 把 它 直 接 用 到 
d=n+N, S= Hi', V={0} x R”, V = RY x {0}, S$'—H, 
在 V^ 上 的 限制 就 是 qos(x,,06,), S= Hi! 在 V 上 的 限制 的 符号 
数 , 由 (9.4.19) BI sgot, 一 sgnCMi, MisLo) ,所 以 应 用 《9.4.20) 
有 
sgn(Mi, Mas La) = sgnH, 一 sgnqgeo(xos BY, (9.4.21) 
这 里 我 们 应 用 了 sgnHo 一 sonHat 
进一步 令 应 -~ Tuus CTA AWE OAID (S) 


actus Aum M 一 net (7). dimi = 9, 所 以 可 月 7 作 交 上 点 


II Es, dn. Ha C, 上 (2,,8,) 附近 的 一 个 局 部 坐标 (1 ,4,》 
使 得 相应 切 向 量 坐 标 恰好 成 为 Tesle 的 坐标 Y， 则 我 们 有 : 
Jacobi JB 

D(À,gg) = H 

D(x,0) k Ba) 2 

以 上 我 们 取 1 为 的 一 次 正 齐 性 项 数 。 于 是 ，C。 EB Dirac 分 
布 d, 可 以 写成 

d, = o"7* | detH, | ,pe (9.4.22) 
把 它 和 《9.4.21) HR CF ,e 77^) 的 渐 近 展开 式 (9.4.16), 即 有 

copeok ent da Qa ~ 


ex( 5 [sgngpoo(xos0,) + sgnC M; Mi, Lo)] Java) 
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* (a, 00,) mod + O(om*»t), /—— (9423) 
通过 微分 同 胚 CIMA Z =A; (x,0) I— Cep (x,8)) 上 式 右 方 


第 一 项 成 为 2 上 的 地 阶 密度 ,而 (9.4.7) EERI], modse**7t, 


它 与 相 函 数 史 的 选择 无 关 , 当 然 也 与 ke 的 选取 无 关 , 所 以 可 以 
把 它 看 成 L, 的 函数 L) 如 果 还 有 男 一 个 Lagrange 子 空 间 
Ls 也 适合 这 些 条 件 , 则 我 们 有 
fL) — i MM LO ECTS. 

至 此 ,我 们 清楚 地 看 到 主 象 征 是 锥 形 Lagrange THÉ Z 上 
的 Keller-Maslov Z& JARS NET SR, 

Maslov 线 从 的 概念 是 Maslov (Macuos) 在 [1] 中 提出 的 ， 
但 是 他 是 从 物理 学 角度 锟 出 的 。 其 实 更 早 在 Kelier" 中 就 有 了 
这 个 思想 。 后 来 的 进一步 数学 化 则 是 Hórmander" 和 Arnold"! 
的 贡献 ， 更 新 的 讨论 可 以 参看 J. Leray[1]. 

4. 与 典 则 关系 相关 的 Fourier 积分 分 布 。Fourier 积分 分 布 
的 一 个 特别 重要 的 情况 是 将 流 形 义 换 成 流 形 的 莱 积 X X Y, X 


Hi dimX = ny, dimY = wy。 因为 如 果 4 是 天 XY 上 的 py 阶 分 
布 密度 , 则 它 定义 一 个 连续 映射 (Y ,90;) 一 2'(X,04).. AA 
若 取 X XY 上 的 i 阶 密度 为 张 量 积 形式 vGOGu G0, RTA 


Aw) Duly) = KCA uG) Java» (9.4.24) 
因此 《A,w(y)》€ (X,Q)).. 反之 对 任 一 连续 映射 
A: DY ,Q1) > DX, 0:), 


也 可 找到 XX YER 1 阶 分 布 密度 ( 仍 记 为 4), TE (9.4.22) 成 


立 。 这 就 是 Schwartz RE, X46 429 X X Y bU Fourier 积 
分 分 布 上 时 ， 所 得 的 连续 映射 ( 仍 记 为 4) 就 称 为 FIO. 现 设 nx 一 
tr. (E T"X 5 T"Y 上 分 别 有 辛 构造 , ox 与 wx， 在 

T*'(Xx Y) — T*(X) x T*CY) 
上 则 有 六 构造 ox 十 oy。 但 是 在 讨论 FIO 时 ,我 们 常用 另 一 个 辛 


构造 ex 一 cv. 在 这 个 辛 构造 下 的 锥 形 Lagrange 子 流 形 4 一 
i»»;53)cT*OX X YO, 应 适合 Or 一 Sy | ,— £dx — ndy => 
0, MA Xi(y, n) (x, H EARNER, iü FIO 的 相 
函数 gx, y, 0) 将 是 它 的 生成 函数 。 A 因此 称 为 典 则 关系 (由 
T*Y $j T*X). 在 讨论 FIO 时 使 用 典 则 关系 更 为 自然 ,特别 是 在 
讨论 FIO 的 运算 时 是 这 样 。 以 上 这 些 在 $2 中 都 已 提 到 , 现在 我 
们 的 目的 是 整体 地 再 讨论 有 关内 容 。 

在 讨论 FIO 时 ， 算 子 相 函 数 , 即 适 合 关 系 式 Veex, 
gradiy,ap 0,0 v^ 0; Vy €Y, grada p0, 90 WARRE 
8I RS, AARAA TARRA FIO 4 及 其 转 置 HR C? 到 
C0” 中 ,而 且 可 以 拓展 为 多 到 多 ”的 映射 ,用 典 则 关系 A 来 表述 ， 
则 可 以 要 求 A4 与 T*X X Oy 及 Ox X T*Y 均 不 相交 ,这 时 Ox， 
Or 才 T*X, T*Y 的 零 截 口 ,所 以 A 相应 的 相 函 数 p(x,y,9) 当 
qs 一 0 HEA Em 9.750, 0— 9,90. 也 可 以 要 求 AC 
(T*XXO) X《T*Y\O》(《 它 只 是 T*OX X Y)NO BTR), MA 
我 们 将 定义 8.4.3 和 本 章 关 于 (9.2.24) 的 填 论 精确 化 为 

定义 9.4.5 若 T*(X X YNO 的 一 个 嵌入 锥 形 子 流 形 AC 
(T*XX0) X (T*YNO), 而 且 对 于 辛 构造 gx 一 qr 为 Lagrange 
FHE ORB A 为 ox 十 or 下 的 Lagrange FW), MERA X 
由 T*Y > T*X 的 锥 形 典 则 关系 ， 

以 上 我 们 定义 A iG; = {lyi 20). 

若 4 是 一 个 出 了 * 到 T*X BDUVOUGUDEGR, M€A. T 
可 以 在 《sy 6) € X x Y xXKRINO) 的 一 个 锥 邻 域内 找到 一 个 
算 子 象 函 数 P» 使 C, = {Cx Y0) 9s 77 0} 是 (xos Yeso) 的 一 
个 锥 领域 由 的 贸 流 形 , 维 数 为 mr t nv 而且 有 一 个 由 ， 匆 邻 域 到 
24 的 锥 邻 域 的 微分 同 蚌 

€, — A, 9,9) I— (ry ;pr 一 9y)， (xor Yos 09? -一 > 人 0。 
我 们 要 讨论 4 的 性 质 如 何 由 ?来 表示 。 这 里 引 理 92.7 是 重要 的 ， 
,我们 重 述 并 补充 如 下 : 

引 理 9.4.6 映射 A— T*X 的 著 映 射 为 单 全 射 当 且 仅 当 (D) 
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"x "9 fys GD 


Dlg) = de (Tr n) AOF Ch). 
y8 


s 


这 有 时 ,映射 Co 一 A— T*X 给 出 了 C, € (woo: 名) 附近 一 个 局 
部 坐标 ,而 且 4dC,- 5(C,) — |DCp)| dr -*dx,d£x- - -d&,. 

I G 与 (i) 的 必要 与 充分 性 的 证 明 邵 引 理 9.2.7, 4 n= 
nx ny, 则 4C 与 T*X 的 维 数 同 为 2z。 在 C. 上 有 局 部 微分 
IBS Cod (x, y, 0)  — (x,9,) € T^X, MÆ X X Y x (RO) 
中 《yyo 6) 的 邻 域 里 则 有 微分 同 胚 《x,y, 8) I—9 (x Prs po). 
d 0 5 FILES AA 

Dix, xy Ge 
det p = aa a = Dlp) #0, 
而 由 Dirac 分 布 的 定义 
4CC,) — iD(G o. po) DG, y, O)| ^"! dxd£ — 1DC)| drdé, 

适合 上 述 引 理 的 典 则 关系 是 最 重要 的 一 类 ， 称 为 局 部 锥 形 典 
开 图 象 , 也 就 是 欠 形 典 则 映射 的 局 部 图 象 ,所 以 我 们 给 出 以 下 的 定 
X, 

定义 9.4.7 d T*Y $| T* X 的 锥 形 典 则 关系 4 车 适合 4: 一 
T*Y 是 局 部 微分 同 坚 ( 从 而 4 ~> TX 也 是 局 部 微分 同 胚 , 而 县 
mx = Hy = #)， 则 称 为 局 部 锥 形 典 则 图 象 ， 它 局 部 地 是 一 齐 性 典 
则 变换 的 图 象 ， 

在 局 部 典 则 图 象 上 可 以 定义 一 个 密度 a, 即 从 T*Y 或 T*X 
鞋 将 典 刚 的 密度 A'ey/n| 或 Poda 拉 回 而 得 ， 由 于 4 定义 
了 一 个 典 则 变换 X:7*Y — T*X, XTA Opn] = AX" [n] 一 
hrwy /zl ， 所 以 得 出 的 wk UBI. XUL e es CA,QD. EA 
ELETE YX Kelter-Maslov 线 从 Z, BHI A GX E ortor 
下 的 Lagrange d BDJÉ)SU T HEXE EA GUTH SZ AXE RTR, E 
UVE 构成 一 个 单 全 射 ICA L) > 57 304,049), 所 以 ， 


对 于 局 部 典 则 图 象 4, 有 同 构 
SLA, L )/ST (A, L)  IPUX X Y, A)/I* X x Y, A), 
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现在 用 积分 表示 在 局 部 坐标 系 下 把 它 显 示 地 表示 出 来 。 

令 g (x，y,9) J&fE n Yo 0) € X x Y x 《RWNO) 的 某 一 锥 邻 
域 中 表示 4 (在 和 之 一 锥 邻 域 中 ) gd (CIBPRSEEBCT SUE n= 
ny = nm + (ny + ny — 2N)/[4 = m + (n — N)/2, 相应 于 A 
的 Fourier 积分 分 布 4 是 
Asn dx) "tN i eom 9g ey O)u(x, y )dxdydO, u€ Cg. 

(9.4.25) 
g E Sn rn 之 锥 支 集 在 《xyo，&) 的 某 个 锥 邻 域 内 。 4 的 主 
象征 可 以 用 a Vde, WIRDE C。 一 4 移植 到 4 上去。 若 除 


以 4 上 的 典 则 的 密度 aee ( 除 因子 二 外 即 14"ox| ) 后 它 相应 


于 一 函数 
blx,y,0) - a(x,5,0)1] DC9)175. 


b(x,y, 0) € 5" (x a — 07 8 — 0 附近), 从 而 
Uwe Qa) | gi mbC y LDC) 


* u(x,y)dxdyd0, u€ Co, (9.4.26) 
而 相应 的 FIO 是 
Au(x) = Cayena] eio mb X y,0)| Dipl *uCy)dyd8, 
(9.4.27) 


这 里 w€ CF(Y), b REB IRRS Ce A 移 到 A 上 而 成 为 
S"(A, S) ZI 
现在 可 以 考虑 FIO 的 运算 了 。 先 从 伴 算 子 开始 ， 设 #,v 均 


为 PLE suppu Nsuppe 为 紧 , 则 可 以 定义 其 Hermite 内 积 


Quo) = | uz. * 4E1"(X XY, A), 我 们 定义 4* 为 
(Auso) m (Cu, 4* v), u€ DCY, 24), v € X Q1), 
(9.4.28) 
在 $52 中 已 经 看 到 ,A* 仍 为 一 个 FIG， 其 相 函 数 是 — 2,8), 
而 振幅 孙 数 为 a(y,x,86)， 祖 应 的 锥 形 典 则 关系 A, ER CA RD RS 


* ?0° 


Cod (3,0) — (yox; 一 py， P) € A, SEXIES. SERRE EL REOR 
决定 ,我 们 说 它 是 eU HRO, ADE RE EE 

gi M ML) ue [e MoMa] 
是 s. 的 迁移 函数 的 侠 数 ， 总 之 有 

定理 9.4.8 若 4 是 由 T"Y 到 T*X 的 锥 形 典 则 关系 ，A € 
ICX x Y, A), UJ 4* ei7(Y x X, AD), A, I A dE B 8j s: 
T*YxT*X— T*"XxT*Y FüghB,B]):*A, BARIERY GE 
Sutton A, QIL a)» 则 s*a € Sm oat mo CA, QOL) 
是 全 的 主 象征 。 

其 次 讨论 FIO 的 复合 ， 设 有 A1€1"(X X Y, AD, 4€ 
IY x Z,A), X,Y,Z 分 别 是 维 数 nony ,nz 的 流 形 , 锥 形 典 则 
关系 As. T'Y — T*X; AST*'Z— T*Y, MEH 4r 4;， 都 是 适 
当 的 算 子 ， 这 样 duod 有 可 能 定义 。 我 们 想 证 明 在 一 定 的 条 件 
F, A 4€ Imth(X X Z, pA). 首先 讨论 AoA, FER 
AXACT'Xx T'Y X T'Y x T*Z。 右 方 是 一 个 辛 流 形 ， 其 
辛 构造 3 mx 一 oy! 十 ors 一 gz 决定 ,oY; 表示 er 出 现 两 次 , 分 
别 作 用 : 主 冬 积 的 第 了 个 T*Y lb. 记 它 的 对 角 集 为 A《 即 两 个 因 
F T*Y 中 朗 取 相同 的 元 )。 在 $2 中 已 经 讲 过 两 个 算 子 可 以 复 仿 
的 条 件 是 由 波 前 集 来 表示 的 。 波 前 集 的 概念 是 一 个 微 局 部 的 概 
念 , 所 以 不 论 对 FIO 的 整体 理论 或 局 部 理论 ，4 和 4， 可 以 复 
合 的 条 件 都 是 一 样 的 , 即 4 x A 与 人 在 交点 处 模 截 。 这 时 

dim[(A, X ADNA] = dim(A, X Aj) — codinA 
= dimX 十 dimZ, 
ix CA, x ADNA E TIX x T*Z ERRERA dimX 十 
dimZ 的 流 形 而 ox 一 oz 在 其 上 的 限制 为 0， 所 以 它 是 一 个 锥 形 
典 则 关系 , 即 复合 AoA. 这 一 切 都 可 参看 82 定理 9.2.5。 总 之 
我 们 有 

定理 9.4.9 设 A, A 分 别 是 由 T*Y 到 T*X 与 7T*Z 到 
T*Y 的 局 部 锥 形 图 象 , 设 AX A 与 A 横 截 ， 则 《4 x 如) 人 全 
到 T*X x T*Z 上 的 投影 是 典 则 图 和 角 4A, 车 进一步 4€ 
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I^(X Xx Y,A), 4,€I"(Y X Z, A) 均 为 适当 的 , 则 aod € 
I'i(X x Z, CAoA)). 

下 面 讨论 4e4: 的 主 象征 。 因 为 我 们 作 的 是 向 局 部 分 析 ， 所 
以 不 妨 用 局 部 坐标 ,而 有 


Ax, y) - (22) etu | etc n ,9)g ey, 8,)46,, 


Ayr) — (24) t1 | eitír50g (y, 2 ,0,)40,, 


con suppa;i = 1, 2) 都 位 于 某 适 当 的 锥 邻 域 内 。 由 假设 


(x,y,0,) € Ca, 
P NA 


T*XNO 3 (xpi ub — pay) € T*YNO 
. 的 每 一 个 箭头 都 是 微分 同 胚 ,而 最 下 一 行 即 局 部 锥 形 典 则 图 象 , 主 
-象征 作为 A 上 的 广 阶 密度 是 


a, — a(xCy o), y,8, Cy, 91 D(o))|7* Vaydn, 
这 里 (ys) 是 4 上 的 局 部 坐标 , 它 是 由 T*Y = (Or) 经 微 
JARRERA T'X 上 的 ， 
Dly, ns Pro,) 
Dlg) 一 der ( D(x,y,0) / 
(q.i). 构成 C, X x Y XRM 89 ses, Goie Cep, 
2)» 6.0. 0, 即 图 中 的 qc. 对 ey, 2, 06) 也 可 这 样 作出 


Y WEE s 

e a:l ylz, E) 2,02: )) | D(o) | -4 dxdt, 
复合 4,04; 《前面 已 指出 它 是 有 意义 的 ) 的 分 布 核 是 

(2x) * tN fj enne Des sd (vy, 8) 

X a,Cy ,2 ,0,)dyd0,40,, 
车 记 p - p + P: 可 以 算出 
DCP) 一 161-2DKCpDD(Pp2)， iaj 一 lâi + LAP 
» »83 e 


振幅 函数 是 o (3,00 (,2, 61017, TEREE o Ro HE 
“FR” %12a; ENUF: 


aon, 7 alely), ys OY 98 (y 0), 2,0 (2,0)) 
x 1DCo)DG»)177 yV dydzdodt. 
其 振幅 函数 的 增长 阶 是 mm 十 zz BU STC]TOX X Z, do42)1 
StaX X Z,AÍA) 之 元 ， 

最 后 ,关于 L ARE, RIA 

定理 9.4.10 # AcI' X X Y, A) 是 适当 的 ,4 是 一 局 部 铁 
JÉSUS M A: LICY Q4) 一 LiCX,01). 是 有 界 的 。 

5. Schrödinger 方程 。 至 此 ,我 们 已 经 建立 了 FIO 的 整体 
理论 ,现在 回 到 $1 中 提出 的 物理 问题 , 并 以 Schródinger 方程 为 
例 看 一 看 这 个 理论 如 何 回答 物理 中 提出 的 问题 。 

$ 2 第 二 个 例子 给 出 了 一 维 的 定 态 Schrödinger 方程 


一 二 Tt ES - 9.4.29 
3 4 (V(x) — E)p - 0, (9.4.29) 


不 过 在 那里 用 r Rm. V(x) BS RES 3， 我 们 现在 将 它 
改 为 图 7, 在 $2 中 用 崩 近 方 蒸 求 它 的 渐 近 解 
AERD) = eis oa( x 7), 
(9.4.30) 
alx) 有 渐 近 展开 式 
MERDA M rala). 
1-29 
(9.4.31) 
W 此 alx, r) € S(R; x 
R.), S(«) 应 适合 光 程 方 
得 
[SC + VC) — E) =m 0, (9.4.32) 
MARAEA aj 依次 适合 传输 方程 
现在 视 (xv) 为 7 RIAR R Fourier 变换 
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ulr, x) 一 | e plr rT) dr 一 [ emere, dr, 


(9.4.33) 
我 们 不 妨 设 5 三 0 于 7 coih AEAU EA 
Ou (yo — E) 95. — 0, (9.4.34) 
0x ar 


由 图 7 可 知 , 当 z<0 有 时 , 因 V(x) < E, EX57; RU Xl B, 
以 上 我 们 看 到 , 我 们 是 在 Fourier 积分 分 布 OR, A) 中 去 
R (94.34) 之 解 的 ， 这 里 2 一 2， 即 * 与 六 8 变量 ( 即 这 里 的 z) 
个 数 N =l, 
首先 来 计算 Lagrange TE ACTO CME -HTM 


É. MRR E gr) = riS] b Com l6 dg 一 
$() — t = 0}, Apm {Crt pa p), 560 — 7 0} — (Ca, 
Slæ),rS C), —r)} (r 0), 很 明显 , 它 基 一 个 锥 流 形 。 注 意 到 
HARES (9.4.34) 的 光 程 方程 
q4 + QV) — E); — 0, (9.4.35) 
jd 如 {r,i En) Rx) Rv Hamilton 方程 组 
dx 


dti 
D = 2i, 55 =y 一 E)£, 
ds 3 ds SEG d 


dé. ma —V (x)g, 45 一 0 (9.4.36) 
ds ds 


给 出 。 由 最 后 一 个 方程 得 &, 一 const。 但 因由 光 程 方程 有 

gi t (OV) — E) — 0, 
所 以 & 9-0, 否则 E.- 0 而 4 不 应 含有 5 560A. 
这 样 OA, 可 以 分 成 两 个 连通 的 分 支 ,其 中 一 个 适合 ELLO B 


个 适合 5 < 0 但 是 我 们 只 考虑 后 一 分 支 .因为 参数 rey Im | 
É > 0， 所 以 在 Ap, o ((x,:55,,5),8 A 0] = (x, SG ,tS (x), 
—r), r Æ 0E Ee-—r-40, 因此 在 (9.4.36) H =r). 
必要 时 作 变 最 变换 可 以 设 (9.4.36) 的 初 值 是 z0) — 0, :0) 一 0， 
至 于 REO, d 


* 705+ 


& + (Vle) — E) = 0 


A 
2(0) 一 (E — VCO)) — 0 
{图 7) 总 之 有 以 下 的 次 特征 带 方程 
[o -2L5., [s -2L[E—V(x)]), 网 一 一 z27 (F), 
x(0)-— 0, (x0) = 0, £,(0) — 0, 
(9.4.37) 


它 有 一 个 首次 积分 S-HOG)-—E)?!-—0, HI 

E, xc E— V(x). 
因由 图 7 TEs — 0B > 一 0) 附近 V O > 0, BrUL E.G) 
应 该 下 降 ， 从 而 当天 0 时 E >>0， >0 时 所 天 0, 于 是 有 


Er rEB— Ve), s<0; tm ry EB—V),s:>0, 


以 下 分 成 几 种 情况 来 看 : 
J?5;«0, xh] Eem TV/E—VGO, Jii 


e Lon/E-— YO), 
ds 
dE Loa«E— VG), 
ds 
RB 
4$ -i1M/E—V(), 
dt 
E: EE ES] 
f = V E— VC) ds. 
这 样 得 到 A, 的 第 一 个 区 图 
A = {(s, (VET (Deni VE =V, —r), 
r0,x2«0]. 
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qi(x,t,T)- c | VE Te dx — i]. wka 


2° ;之 0， 这 时 E= 一 + VE — VGO, 而 
¿g - [VE — vd. 
由 此 可 得 的 第 二 个 区 图 以 及 相 函 数 的 表示 : 
A 7 (Gs, — ET YG) dz; — VE = VG), —), 
T0, r< 0}, 
plz) =r |- 『 五 二 Cdz 一 :|. (9.4.39) 


3° s= 0 附近 ,在 As A 中 都 以 (x， rz) 为 局 部 坐标 ,但 现 
在 要 以 fr 与 4 一 5 为 局 部 坐标 了 。 在 :一 0 附近 V(x) > 0, 所 
以 y 一 V(x) ARRA x 一 6(y)。 又 因 


$2 y's) 9 
ds 


《在 有 一 0 附近 ), 所 以 
de IV FE m —210 — VG)YSV' GO, 
dy dy 


由 前 式 立即 可 解 出 VC) -— E— irh QER VO) = E), X 
s= OCE — jr); 
而 


45 m XE-—VG)SCG 一 下 /rtDjr 
d 


= —248(E — rir. 

这 里 我 们 应 用 了 VG) m 1/8'CE 一 wr/r*)。 再 注意 到 初 值 
C0) = 0, 4(0) ~ £,C0) = 0, 

即 可 得 出 


p-— f 2c OE 一 q'[r)dg = E d 
9 


— dà 

T 

1 ag—gqje)- L l'ecs — si [1?)ds, 
f ra 


. 197 =» 


于 是 得 到 A, 的 第 三 个 区 图 以 及 相 函 数 的 表示 ; 
A = FOE — t/r), ZOE 一 下 /中 


一 + ^ OCE — wi/r )dn; n, —7), 1 77 0, | < s}. 


这 里 | 卫 | <。 是 为 了 保证 反 函 数 有 定义 。 这 个 区 图 中 的 局 部 坐 ， 
标 是 《nm,r)， 而 相 函数 是 
qu x, £,m,r) = sn — tr — [g0CE — n/r) 
— «GG — 1e) S — L AE— eyes] 


—— ir — [oce — /rdn, (9.4.40) , 


其 次 计算 Maslov 指数 .前 面 讲 Maslov 指数 都 是 对 一 个 辛 
空间 Lagrange-Grassmann ME AD 而 言 的 ,现在 要 讨论 一 个 
Lagrange 流 形 ACT"X 的 Maslov 指数 。 对 每 一 点 《xy E)E 
T*X 可 以 作出 一 个 辛 空间 了 iz,sXT*X)， 从 而 有 它 的 Lagrange- 
Grassmann 流 形 ACT (T 3X0), 3X REGE XC— IA. ACT" 20. 
在 发 上 取 一 个 坐标 邻 域 (CU. m. ……，x)， 于 是 可 以 把 ACTTX) 
在 如 上 的 部 分 司 构 于 OU x AGO. 于 最 令 7:[0,1] 一 4 是 A 上 
一 条 则 线 ，r(0) — v(1) 一 Yu。 和 定义 Keller-Masloy 线 从 时 一 
ERIE MYo) 为 Ta K 的 纤维 的 切 空间 ，Mi:(yo) 29A TE 
To 处 的 急 空 间 ，L, 是 T.(T*X) 的 一 个 Lagrange FRN, E 
i F MiG-—1.2).. 现在 作 ATi,,(T*X)) 8 Zn HN 
ACP,(T* X)), 3EfgoBib— A 76 w B sS L im 5] 38 9.3.20 8B 
样 。 这 样 4 上 的 曲线 可 以 被 提升 到 A(T*X}， 成 为 一 个 非 闭 的 
曲线 Y. ? 在 4 和 的 投影 可 能 穿 过 4 的 若干 个 区 图 ,因此 我 们 把 
了? 分 成 着 干 般 了 一 【J Ta 每 一 段 了 ;都 位 于 一 个 区 图 U; XA) 


中 ， 而 用 9/ 的 终点 即 fuu WEA. HER 9.3.21 
p Cr) 一 mO Pi RIAA) mG, f; 的 起 点 ) 
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是 有 意义 的 , 它 的 和 就 定义 为 7 在 4 上 的 Maslov ER, 
在 具体 计算 Masloy 指数 时 我 们 先 用 (9.4.9) Ae 
N 一 rank gae = Ñ 一 rank® es, 
因为 sgn pe m» rank gpos(mod2)， 所 以 由 上 式 有 
N — sgnqpoe = N — sgnée, (mod 2), 
从 而 


> [Csgn po — N) — (sgn ò — ÑY] EZ. 


ERRAR, ANA = 6, mM ANAG — 1,2) E2, 所 
以 可 以 在 ANA 中 计算 出 (9.4.10) 的 oj: 


eum Lsgn p; — N) — (sgn ps — NOI, (9.441) 


这 里 p RETE X] 0 变量 的 Hess 矩阵 ,六 是 6 变量 的 个 数 。 对 h; 有 
Ni 一 1《 即 为 r), 而 且 qi 对 7 是 线性 式 ,所 以 p, 一 0。 但 对 
如 六 一 2 (1 52r) H 


"Uu 3 k 
ge 一 — Hesse Hg, £),H 一 | o(z 25 z) dn, 
经 过 计算 
Hy = —247 708 (E — nir), 
H,, -— 2v "8 (E xs wir) i 
ie [ra - t 
ô 
十 Aye 79" (E — w'[i)29's dg 
0 
9 " 
Li 5 2n 1748 CE — nfr) 
ü 


一 —27r (E — Fi) 
所 以 


* 709 + 


Hesso H = 24r 78 (E — qe?) 


Hesse, & BST ERE à 一 0， 和 2 一 一 (1 十 n/n, 因此 ， 
ATE AH, 9 一 tME 一 V(x) Wi r0, 故 sgnH 一 一 1 
在 A, H g= ~w E — V(x) ifi c 2 0, sgnH — 1， 这 样 有 
ga = 0, eu mm d, (9.4.42) 

4& 70, 0,70, c, 一 1， 立 即 有 o; 0; — vj, 
这 样 作出 的 9 的 作用 在 于 利用 (9.4.7) 求 出 Keller-Maslov 2 
从 的 迁移 遂 数 ?这 就 是 Hirmander 指数 ,也 就 是 Maslov 1825, 
所 以 我 们 得 出 相应 于 4 的 三 个 区 疼 hh,41, A 的 Maslov 指数 为 
go 0, a = 0, o,= —l, (9.4.43) 

Pu 


AOI 名 -的 不 象征 的 计算 ， 先 局 部 地 四 
(9.4.33)。 因为 aE 5 而 4 二 2(x 51), N=1 (x), 所 以 
m + (n—2N)/4— m = 0, 就 是 说 v € POR, A), EH S XL x 
作 二 阶 导数 后 ,积分 号 下 出 现 v, AM 


Fu m" Ou 20 
As (GO — E) TA EP, A. 


(E RURPS TEE GG E, n 适合 传输 方程 ,这 将 使 r 与 + 的 系 
385929 0, 从 而 渐 近 方法 应 保证 


y eu 
Ow Ly i 
ðr CE) = E) Or 


现在 转 到 整体 的 考虑 ， 在 4 的 各 部 分 P 之 形状 不 同 ，N 与 # 也 不 
EN EER a € 5”,m 也 不 同 , 但 应 保证 《9.4.7) 式 成 立 ， 或 化 为 


i" exp( e iN /4)a(2,0) Af dc. wm expl iN /4)a($ ,B)Af do 
d= (o NR) Baes, Moies? Rois 
NUR sgne" 不同 ,所 以 我 们 在 An ERRARE in e 770,5, 
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€ CR, A), 


aant r)€ S EH r20, L0 时 anam 0, XE A, ERR 
l ARA Gs ac (x 159,7), Go esi, HE s= 0 的 某 邻 域外 以 
Kroki mw 一 0。 总 之 我 们 应 到 


ucc uoc ou cd osi, 
uj = Qa) f efr nien ig ,1 TdT, j= 1,2, 
GES HÆ xz» 0NI am 0, 
tfo = (2x) 77 人 eie a Cx, T,m)drd., 


这 里 aE Si, Er 二 0 UAE AURA v 0 处 为 0， 积分 号 前 
的 因子 就 是 Qa) "0^, RAS FH) —x/4, —rij2 BI (9.4.9) 


的 一 zm 以 下 分 A^ 讨论 . 


在 机 上 因为 (mr) 是 局 部 坐标 , 故 t—f(n,7), x—g,T). 
除了 相差 一 个 DRA 的 元 ,可 以 令 av m ea, 7), a 是 
一 个 截断 函数 而 在 x = 0 的 某 邻 域 上 为 1 aln 00 € $75, 而 在 
r« 09 0. 因为 x(c)/c$ (xe CORY, Ær > 1k Zl, 
X<0 时 Xe0) 也 属于 3 才 ， 改 又 可 设 


8,77 A am)» av € S^, 


进一步 设 ay Cz, fg.) -— 5R Bos 0o 为 一 常数 而 相差 一 个 f x 
T 


阶 象征 。 因 此 
uy = (24) f e Pan, Ti LGE) qu dndr (modI *), 
Kt 


EAE, pm mir ['o(g— È) dn 所 以 C, 由 
方程 


; j ôH _ 
Poa = x — E —r fr) = e Ən 0 
is boc H mO 
Por Br 
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决定 ,如 果 在 TRER 上 以 u= hr, phs qi 为 新 的 
坐标 , 则 5(C。) 应 相应 以 下 的 DELIS 


Dilista Pons Por) 


-+ —- /—— 
dÀ,dÀ, == 4/ dadr. 
Dstt) " 1643 Vdn 


S fA 全 各 十 (V(x) 一) 9 得 到 


8 


Q7 | Jaaa alala) Lr! + Y C) 一 Er] 


+ 2iqa' (x) + a" (x) }drndr. 
因为 在 4 上 
w +H CV (x) — Eji — Cpu)! (V(x) — E) gu)! — 0, 
所 以 在 AE 


Fu — py 9. 
dt OG) — E) TR 


的 主 象征 是 


$ — 2iay (XX (1) —— y dgdr. (9.4.44) 
Js 
在 AG = 1,2) 中 ， := f(x)， 所 以 除 相差 一 项 D (RS A) 

之 元 以 外 可 设 a 与 + 无关、 而 作 必 要 的 截断 后 


u; = (2x)! | ene r)a;(x)dv (mod 17), 
这 里 XCr) 5m ZAMR, aE C7 Er 关 0 时 为 4， 
o; — cte VE— Y Gs — 1), 
从 而 C, 由 
Pem t ( VE —VG)ds —:—0 
定义 。 作 变量 变换 d 一 re, hom r， 则 相应 于 5(Cw) P8 2- 
度 是 
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PCaren) |t A ds = 大 latzs)de 2x47 ddr. 
Al T 


DCx,1,7) 
现在 求 6 (CC 一 2 Čti, 因为 Tt ~ 0, 可 知 


c T OG) - E) A2 = (2x) ef ETEEN 


[0p + C G) — EX i1 + (2 a; 


1 


+ 22e d+ ay } xCrar (mod 175), 


因此 在 A; 上 M + (V(x) — E) es 的 主 象征 是 
s ixG) [2e a;l) + 2 PL Pi od| V ded: 


— kiX(G)ripua;(x) + 2p(2)2]] / dxdr, 
p=N E — V(x). 
a dato E) D* 的 主 象征 是 


ANA E: 5 十 UM = s F ss 
在 ANA E: sH Fos s — is 
在 Aj 之 互 不 相交 RON s (j — 0,10,2). 
最 后 计算 wx,+) 的 主 部 , 并 由 Fourier 道 变换 得 出 整体 的 
euis. 
直接 计算 ， PE ER MEE 
Ze + (V(x) — E)Z% 99 € RA), 
而 县 由 此 得 型 了 它 的 主 象 征 。 NE PRA 中 ,应 令 上 
面 算出 的 主 象征 为 0。 因此 
19 在 而 的 不 与 A A, 相交 处 ， 有 alx) 一 1， 从 而 自动 有 
S = 0, 
2° 在 AN A 上 上 应 有 54790, BH efe 
ix (aripa Qo) 十 2pai(3)] * V dxdt 


(9.4.45) 


” 总 之 ， 
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一 Zia XC) 7 v/dudr, 


但 在 山上 g= c E— V() rpl), BETA 


Din.) 
zu PR 


《注意 plx) 是 下 降 的 )。 于 是 可 得 


p Goa + 2p) o (X) = —2a Gp) V. Ip G2]. (9.4.46) 
在 ANA, E; alx) -0, 上 式 成 为 s= 0, Fifa db 37 程 运用 于 整 
个 4. 

3° 在 AN A 上 应 有 s2 — in 70, Bn 
ixl cp Goa.) + 2p(x) i G1 V ddr 


-—i2ínao (x)x(x) X M dydt, 
Ar 


dydr 一 


dxdt == |vp'(x) | dxdv 


但 在 履 上 3 一 一 rel, 从 而 
Ml dudr m y x WP Wardr， : 
于 是 


p GOaG) 十 21p(x)ai() — 2ia, a/GOpGOW/ Tp GO [ ~ (9.4.47) 
同样 这 个 方程 也 适用 于 整个 4. 
车 令 AC) — al) + ie, 则 由 上 面 两 个 方程 有 


z4 二 224 一 0， X * GA — 0. 


故 pA? 一 const。 但 因 在 * 一 0 附近 a2-0, BILL Ar) m 0, 
而 有 ale) 一 iale), BRIEF (9.4.46) AE ak) BP RT. 

(9.4.46) 是 一 个 常数 分 方程 ,连同 初始 条 件 a (0) 一 0， 可 以 
得 到 


as) —- LE — YGO1 N = VAAG Jrd: 


ii 


K - Ee : o (x) V/V. d. 
we ^ 
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Sen 


即 有 
alx) 一 a KE), 
alr) = ae” K(x). 


RA Mos His tH 欧式 子 即 有 
sas) m Qa) KG | Coa T rmn 


(9.4.48) 


+a LM ^[- Í H M E-V() -(j-ri^ xC r)dr 
+ 2x) 7^? (| ei[zs-i7- Jgeu- ette] ey Co) (ey 


- -29—. dndr (mod 17(R^,A)), (9.4.49) 
NA 


-— 


TREE 
dx, 7) ~ (2x) K (J {— ae SiV 8- Yer nin 
+ ave nie n [E rta in) XCr) 


十 QD”| el - Hoe v/a ae) t (9.4.50) 
Vr 


对 zz 的 Fourier 变换 ， 
这 样 我 们 得 出 了 上 述 问 题 的 同 禅 适用 于 和 焦 获 附 近 的 整体 
渐 近 解 。 微 分 方程 的 整体 渐 近 解 是 一 个 重要 的 数学 问题 。 过 去 如 
Birkboff 等 人 的 渐 近 解法 都 是 局 部 的 , 而 在 焦 散 情况 下 有 一 
些 不 能 解释 的 现象 。 对 这 个 问题 最早 的 工作 应 妆 于 Maslov?, 他 
并 且 出 此 提出 了 与 FIO 理论 很 相近 的 典 则 算 子 理论 《 见 Maslov 
和 Fedoryuk [1]， 特 别 是 Maslov [2]， 这 是 他 的 新 著 .)， 近 年 
来 Leray [1] 的 工作 又 向 前 推进 了 一 步 。 以 上 我 们 看 到 FIO 的 
整体 理论 是 怎 祥 从 数学 上 回答 了 这 个 问题 ， 而 从 这 里 又 引出 了 多 
' 少 重要 而 深刻 的 数学 概念 。 


$5. 具有 实 主 象征 的 主 型 PsDO 
1, Egorov 相似 性 定理 与 PsDO 的 微 局 部 化 简 FIO 理 论 的 
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磋 接 来 源 之 一 是 求 严格 双 曲 算 子 的 拟 基 本 解 。 本 节 中 ， 我 们 将 落 
虑 更 广泛 的 一 类 问题 , 即 主 型 算 子 问题 。 在 这 里 ，PsDO 的 微 局 
部 化 简 起 了 关键 的 作用 。 微 局 部 化 简 的 基本 思想 为 : 在 微分 方程 
的 经 典 理 论 中 我 们 可 以 作 变量 变 痪 ， 即 一 个 微分 同 且 rt» — 
yGO, Wat PG, DOw m HLD POD, E = F, Oula); 
并 且 认 为 这 两 个 方程 是 等 价 的 ,现在 移 到 T*X 中 考虑 ps E) 
可 以 作 一 个 典 则 变换 (x, £) 9 Cy 将 它 化 为 go». P 这 样 
仍 认为 PG, Du 一 了 与 My,D))Z 一 了 是 等 价 的 。 于 是 在 经 募 
理论 中 我 们 只 允许 在 底 空 闻 X 作 微分 同 不 ,而 在 微 局 部 理论 中 , 则 
Sb YF YE X V) JA T*X 上 作 变 换 xt— y y(x), Ear = 
[y'G)] 5, Xo RE HR RUPES R, DEDI ERATES e YE IE — 
般 的 典 则 变 狱 。 这 祥 作 ,由 于 活动 的 余地 更 大 ,所 以 P(x,D) 可 以 
徽 局 部 地 化 为 很 简单 的 檬 型 形式 ， 问题 在 于 : 在 象征 空间 
$"(X X R=") (我 们 只 看 PsDO) 中 的 典 风 变换 在 算 于 空间 L"(X) 
中 相应 于 什么 ? FRE: 相应 于 用 FIO 作 相位 变 换 ( 或 称 为 共 斩 
(conjugation)), 实际 上 第 八 章 $3 中 讲 的 Darboux 定理 《定理 
8.3.9; 定理 8.3.12) BELEAK p(x,) 为 模型 形式 中 所 以 
相应 于 每 一 个 辛 几何 的 化 为 模型 形式 的 定理 都 应 有 FIO 理论 中 
一 个 相应 的 定理 。EgoroY 定理 就 是 其 中 最 基本 的 一 个 。 这 个 结 
果 最 初 以 摘要 形式 发 表 在 Egorov [1] 中 ,证 明 全 文 可 以 参看 
Egorov[2]。 关于 辛 几何 中 的 标准 形 问 题 可 以 参看 Hirmander 
[5] 第 三 卷 第 二 十 一 章 。 

在 介绍 著名 的 Egorov EEM, REE X A FiO: 25 
A€ IP(X XY, AJE (T*XNO) X CT*Y x 0) 中 某 个 开 锥 形 集 
M X) 中 主 象征 在 4 ERHO, Dia E n m Em gu mi 
FIO; 或 者 若 4( 微 ) 局 部 地 表 为 


(24) 8 € | e Y,95(x,9,0)40, 


则 假设 条 件 表 为 
la(x,5,0)| > CLO 《16| 充 分 大 ) 《95.1) 
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《这 里 路 去 了 Wdzdy)。 WEHA LEBER Go, WA 


lor 6G, / [Bme]! > ciue 
In 35. (9.5.2) 


XO AAA FIO 时 ,可 以 作出 它 的 近似 逆 B, 事实 上 ， 这 时 
A*A 与 AA* 都 是 TX I$ hD 2m BER EL PPDO， 因 而 有 所 
基本 解 4*4) RI AANT 令 

B; = (4* Ay A*, B, = A* CAA*y', 
则 容易 看 到 , 因为 4*4 和 44* 都 是 PsDO, ik 
BA~ AB, ~ I mod 1* F I$ H, 
由 BA~1 有 B,AB, ~ B, [p] 38 B,AB, ~ Bi, 所 以 B: ~ B,, 
记 它 的 等 价 类 为 妃 ， 则 好 是 4 的 近似 送 。 所 有 这 一 切 均 为 mod 
一 个 微 局 部 光滑 化 算 子 而 言 的 。 
现 设 X 一 Y， 若 FIO 4 是 零 阶 覃 圆 的 ,和 而且 
AA* ~ 了 (这 时 请 然 有 4*4 ~ D, (9.5.3) 
就 说 4 是 一 个 西 FIO. 由 有 界 性 定理 (例如 定理 9.4.10) 稍 加 修改 
可 知 
A: Hiel X04) — Hi&(X,94), SER, 
是 有 界 的 。 西 FIO 的 概念 也 可 以 微 局 部 化 ,这 一 点 留待 读者 自行 
完成 。 关 于 它 的 主 象征 应 有 
lacs 61 / eng wis (9.5.5) 

设 Pe L"(X), EX Bi (9.5.3) 4* — A ,可 以 认为 APA 
即 是 相似 变换 APA. Egorov 定理 是 说 ， 微 局 部 地 看 一 定 可 以 
找到 椭圆 的 本 FIO 4 使 4*PA ~ D,。 这 个 定理 形式 上 很 象 线 
Harz — 30 R 上 的 线性 算 子 一 一 化 为 对 角形 的 定理 ， 
例如 本 矩阵 P 一 定 可 以 用 本 矩阵 4 经 相似 变换 ( 亦 邯 共 移 ?化 为 对 
角形 。 从 这 个 角度 来 看 ，Egoroy 定理 是 一 种 量子 化 的 化 对 角形 
定理 。 这 个 想法 在 现代 的 偏 微分 算 子 理论 中 是 有 很 大 法 力 的 ， 例 
如 可 以 参看 Fefferman[1]。 我 们 提 到 "量子 化 "一 词 , 是 因为 经 典 
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Jj E rh 9 3E REEF PERRO PAPRURURRU, Imp T 726 USE 
子 表示 。 这 里 的 对 应 关系 就 是 所 谓 景 子 化 。 这 个 想法 风 在 及 本 佐 
茧 学 派 的 工作 中 有 了 发 展 。 

现在 给 出 并 证 明 著 名 的 Egorov 定理 。 

定理 9.5.1 (Egorov 相似 性 定理 ) 设 A 是 一 SEE HR. WI n Y 


大，T*YN0 -> TIX 的 图 象 ，AE Im (XX Y, A; Our), BE 


ICY x x, ATY; ob.) 均 为 适当 的 。 若 PEL) 是 一 适 
XO A Bp PDO, W BPA € LCY) 也 是 适当 的 PsDO 若 记 了 为 
PERIE, eX BAERE, H BPA 的 主 象征 是 clor). 

证 ， 因 为 所 论 及 的 算 子 都 是 适当 的 ， 所 以 定理 中 所 涉及 的 算 
子 的 复合 都 是 有 意义 的 。 出 定理 9.1.5 和 定理 9.4.9, 两 个 FIO. 的 
复合 相当 于 上 典 则 关系 的 复合 ， 其 阶 数 为 各 因子 阶 数 之 和 。  PsDO 
作为 一 个 FIO 对 应 的 典 则 变换 是 恒 等 变换 .所 以 PAL C IX X 


Y, A, OÈ). 又 因 了 对 应 的 典 则 变换 是 x, 所 以 BPAE 
I"(Y,CA,4)D, 进而 BPAE L"(Y) 仍 是 m 阶 PsDO。 出 定理 
9.4.9,PA 的 主 象征 是 4 的 主 象征 乘 以 如 的 主 象征 上 升 到 T*X\0 
上 (通过 {Crs 0, pem 0) (x, 9.2 € T*XNO 3X —TÀ Y FL BR), 
亦 即 AWER ERA pex. 后 者 定义 在 TYE, 现在 作 
REPY) 以 poX XERE W PA — AR eI, MAREM 
以 8 即 得 BPA 一 BAR€ Le! 而 定理 得 证 

注 。 我 们 证 明 的 实际 上 比 定理 前 说 的 稍 少 一 点 。 若 取 4 为 零 
MRE FIO, B= 4*, WA BA 一 A4*A~1,， 所 以 BA 的 主 
象征 是 laele, y, 09] DCg)1 1 — 1. 因此 有 A*PAE LY) 而 
且 主 象征 苑 pex. 

现在 就 可 以 给 出 适当 的 PsDO P(x, D) E L'CX) 的 徽 局 部 化 
简 了 。 这 时 我 们 先 用 一 个 1 一 gp 阶 椭 贺 PsDO 与 P 复 合 , 得 出 一 
个 一 阶 PsDO， 因 此 我 们 以 下 和 惜 设 P 是 一 阶 的 ， 

定理 9.5.2 设 Pe LX(X) 是 一 个 适当 的 PsDO, KEREP, 
是 实 值 的 一 次 正 齐 性 的 ， 今 pa &) - 0, (25, Eo) € T*XN0, 而 
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H PRY Hamilton 场 H, 在 (s E) 点 与 锥 轴线 性 元 关 ; Ae X: 


T*XN0— 了 *R\0 Bk (0,6,) 的 某 个 锥 邻 域 为 (x,， 50) ET*XN0 的 
一 个 锥 邻 域 ,而 且 pex — 点。 于 是 对 任意 的 ne R 恒 可 找到 两 个 
适当 的 FIO Ae I"(X x Re, A) 与 Ber*(R* x X, (Ay) 
使 得 
BPA — D, = 0 (mod L^7) 

E (0,6,) 的 某 个 锥 邻 瑾 中 成 立 , 而 且 关 于 波 前 集 有 以 下 的 结论 ; 

1. WF'CA),WF'CB)2) Sl AF. (x, 550,6,) 55 (0,5,5 tos E) 
的 适当 的 锥 邻 域 中 ; 

2. (55,5 555,0) & WF'CLAB— 1), (0,6,:0,£,5 & WF'(BA— 
D; 

3. (x, Eos Xos 58) & WF'(ADB — P), (0, 8,5; 0, £) & 
W F'( BPA — D). 
BAE, e, = C0,0,---,1). 

证 ， 关 于 主 象征 ”与 H, 不 平行 《 即 线性 无 关 ) 的 条 件 是 很 重 
要 的 ， 次 为 关于 锥 形 典 则 变换 的 定理 8.3.12 要 求 它 ， 由 它 得 知 确 
实 存在 定理 条 件 中 的 Xir E) (y,7) 使 poX — p, TERE 
H 9.5.1 知 对 任意 keER 存在 4€ IPOXXR*; A) 使 WF CAO 
位 于 (54550, En) B9 $e 453 en, 而 且 4 在 该 锥 邻 域 中 是 M 
区 的 ， 同样 存在 Bere X X. (AYD AnA A R A 
D,E AB, = BA = I(mod L™)) 在 C0,5,:x,» Eo) 的 某 个 
锥 邻 域 中 是 档 贺 的 ,和 且 WFO) 含 于 该 锥 邻 域 , 使 得 按 定理 9.5.1 
BPA= D +0, QEL’. 

HATES 4A,» 吾 ， 关 于 波 前 集 的 论断 1,2 SRA» 
而 余下 的 问题 只 在 于 我 们 有 

BPA D+O modL^^, Qe L^ (9.5.5) 


而 需要 去 掉 Q@8。 这 里 的 方法 仍 是 求 PDO 的 拟 基 本 解 的 方法 .我 


们 的 目的 是 要 再 作出 两 个 零 阶 的 于 相应 锥 令 域 中 为 精 圆 的 PsDO 
4, 与 B, 使 AB, = 了:4 = l (nod L 7) ,ifü B. BLD: +04: — 


| D, = 0 (modL 7). & EREK FA: RORIS ES EN 
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oj， 则 我 们 的 目的 是 《Di + Q)4, — AD, = 0 (mod L^) 或 
[Di 4;] + QA; = 0(modL 7), XET 3: EBD 2S 
i(qa?) 十 gat = O, (9.5.6) ` 
这 是 关于 s 的 常 微分 方程 , 取 其 一 解 i 
g'(y,m) = exp (=f q Cyan) 2r 8. (9.5.7) 
于 是 可 以 作出 VeL’, RAR REE Ae LIR) 使 
[D,, 4? t A dM eee A] 
HOLE + Att eee ue Lo, 
为 比 又 要 解 一 个 类 似 于 《9.5.6) 的 常 微分 方程 
i{noai} F gal m r^, (9.5.8) 
a! 是 待 求 的 A ERE, rr 是 a",… ,oi 让! 的 已 知 表 达 式 . 作 
A~ A p UP Ree ode MEER eese 
4& B,— 4; 即 得 4; 与 BJ。 最 后 令 B= BaBy, Am Aif 由 
《9.5.5) 有 
BPA m D, modL' "^, 
P wm AD,B modL' ^, 


它们 都 在 相应 的 锥 邻 域 中 成 立 , 因 还 关于 波 前 集 的 论断 3 成 立 .将 
4,, Bi 改 为 4,B 显然 不 影响 关于 波 前 集 的 论断 1,2, EMER. 

PsDO 的 徽 局 部 化 简 是 一 个 十 分 有 力 的 工具 ， 现 在 我 们 简单 
叙述 一 下 有 关 的 进一步 的 重要 结果 ， 其 证 明 请 读者 查阅 有 关 的 文 
HR, 

P 的 主 象征 取 复 值 的 情况 与 上 面 的 结果 完全 不 同 。 这 首先 是 
因为 Char P= p “(0) 的 几何 特性 与 2 取 实 值 时 完全 不 同 了 . 现 
在 它 是 由 Rep 一 0，Imp 一 0 所 决定 的 余 维 数 2 AR, 因而 可 能 
不 是 一 个 流 形 。 如 果 当 = 二 0 时 (Reps, imp) 一 0, W P 可 以 向 
局 部 地 化 为 Cauchy-Riemann 算 子 D,--iD, 如 果 当 户 二 0 时 
ÍRep, Imp) 5c 0 (Lewy 算 子 Di 十 iD, 十 xi 十 ix2)D 就 是 一 
MATY RI—AT BUNTE T RS Di 十 ix.D;。 这 一 类 算 子 D, 十 ix{D， 
是 很 有 意义 的 。 当天 为 偶 时 ， 它 的 性 质 与 Cauchy-Riemann 算 
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(9.5.9) 


子 相近 ;而 当天 为 奇 时 则 与 Lewy 算 子 相近 。 这 类 算 子 首先 是 由 
江 烟 区 中 提出 的 ， 关 于 这 些 癌 题 的 详尽 的 讨论 可 以 参看 Hörna- 
nder[5] 第 四 卷 第 26 章 , 那 里 有 详尽 的 文献 。 

2 具 实 主 象 征 的 PsDO 的 奇 性 传播 定理 。 解 的 奇 性 的 研究 
是 偏 微分 算 子 理论 的 根本 问题 之 一 。 对 于 构图 算 子 P, Puce 
C=, HRH we C=， 这 个 性 质 称 为 亚 构 现 性 ,而 具有 亚 椭圆 性 的 
算 子 也 就 称 为 亚 桩 圆 算 子 。 这 可 以 算 作 是 奇 性 传播 问题 的 一 个 极 
MES 因为 当 Px PARN, w CRATE MARENE REE 
播 问 题 ， 另 一 类 算 子 如 双 曲 算 子 ， 经 典 理 论 中 有 大 量 的 结果 一 一 
关于 有 限 传播 速度 的 种 种 结论 一 说 明 解 的 否 福 沿 特征 传播 ， 然 
布 进一步 的 讨论 必须 在 徽 局 部 的 框架 里 进行 。 只 要 看 一 个 例子 就 
明白 这 个 理由 了 .例如 考虑 平面 波 # 一 fQo .xz)( 这 里 我 们 略 去 了 
时 间 ,如 上 一 节 我 们 讨论 定 态 Schrödinger 方程 时 就 指出 过 怎样 
EE t), ZERIE 2 x const 上 ,并 没有 任何 奇 性 ， 因 为 平 


击 波 是 沿 营 波 向 量 9-—(9,.-.9),9:z:— D; “wi 方向 


jimi 

传播 的 ， 所 以 说 ， 音 性 传播 应 有 一 定 的 方向 ,很 容易 者 出 ,到 是 与 
x 对 偶 的 变量 ,也 就 是 T*X 中 的 纤维 变量 5。， 正 因为 这 个 原因 ， 
上 类 第 外 章 $5 指出 ， 刻 划 波 的 传播 应 该 在 余 切 从 内 壕 行 ,并 且 提 
出 波 前 集 的 概念 。 所 以 ， 下 面 要 讲 的 奇 狂 传播 定理 都 是 关于 波 前 
集 的 ， 这 是 关于 奇 性 传播 的 研究 进一步 精确 化 的 表现 。 从 物理 上 
者 , 交 的 传播 有 光线 的 概念 ,在 数学 上 ， 我 们 要 证 明 的 可 以 说 就 是 
再 性 沿 次 特征 传播 。 具 体 说 ， 设 4 是 一 个 PDO, u 是 Au 一 了 的 
(X) B. ARIER CharAC T*XNO. 即 适 合 plr, g) = 0 的 
Ces E), E56 0 ZZ E, px, E) 是 4 的 主 象 征 。 所 谓 次 特征 带 即 
Hamilton 场 H, Æ T*X 中 的 积分 曲线 。 

H;: E = x A - 2. (9.5.10) 
我 们 设想 的 结果 是 ; GP (x. E) E€ WFQONWFCAs), NDT (x, 
&) BUE DUREE: {r= xp: E= E), re 有 是 《9.5.10) 的 

D». 


积分 曲线 ,而 且 {rals E) = O9CWFGONW ECA). 用 
pO, EG) 一 0 这 样 的 条 件 是 因为 Pe, iE (9.5.10) 的 初 积 
分 ,因此 若 Ci) E Char 4， 则 该 次 特征 带 原 在 Char 4 内 。 以 
下 若 无 特 殊 声 明 ， 次 特征 带 恒 指 零 次 特征 带 。 总 之 ， 在 数学 上 我 
们 想 证 明 的 结果 就 说 威 是 WOFQONWEFCGAw) 在 Hamilton 流 
(9.5.10) FRÆ, 

但 是 有 两 种 情况 使 这 个 性 质 乎 凡 地 成 立 . 其 一 是 (xo, ED 为 
H AJTAK HCE) 一 0。 这 财 , 次 特征 带 即 

aC) = x, EG = (Vie R), 

PRA HRR CBE WEUNW FLAw) 内 。 另 一 情况 


是 Hrs E) 与 过 该 点 的 锥 轴 忆 二 平行 , BOO POM E dd d, 
所 以 在 过 该 点 的 纤维 8 一 Er, re R 上 二 者 也 平行 : 


H, a KDS i 


若 选 用 参数 +, 易 见 * 一 xo Em Soexp (| Mr)dr ) 一 et 满足 方程 


dx ds 
一 - mm Q m A T " 
Y NS (125 


E p= exo (| rdr) > 0， 从 而 Ca 655) ( 即 过 (xm, E0) 的 纤 


维 ) 是 Hanilton 场 的 积分 曲线 ， 而 因为 W FGONW F(Aw) 是 锥 
形 集 ， 这 一 积分 曲线 全 含 于 其 中 。 转 此 在 下 面 将 要 讨论 的 一 类 
PsDO 中 将 把 这 两 种 平凡 的 情况 排除 《合并 起 来 说 成 是 H, 与 锥 轴 
RETS). 

至 此 ,我 们 可 以 各 名 本 节 的 主要 结果 了 ， 

定理 95.3 4 X26 —1 ME, Pe L*CX) 为 一 适当 的 
PsDO， 其 主 象征 PrE) AXÉN, HEX m yE F HRI DR 
Ek. X ue DX) 使 天 一 WWFEFGONW FG CChaiP, 而 且 
在 Hamilton 场 H, FRÆ, 

证 。 击 上 贡 第 五 章 定理 5.4.9(p.296) 可 知 
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W F()cW FCf)U Char, 
所 以 只 融 证 明 W PGONW FCF) EH, FRE., WR Cros E)E 
W FCONW PCI), 则 当 H,Coa 5) 与 该 点 锥 轴线 性 相关 时 ,结论 已 
BHA ANE Hos 0) 与 该 点 锥 轴线 性 无 关 ， 从 而 可 以 应 
用 定理 9.5.2 将 了 微 局 部 地 化 为 D,( 先 需 用 一 个 补 D PDO Ae 
L!' ”与 P 复 合 将 P 了 化 为 一 阶 , 这 样 作 不 会 影响 T O 与 HZ 
分 曲线) ,二 是 我 们 先 讨论 特例 


Diu = f, ue D(X). (9.5.11) 
现在 我 们 要 应 用 D. 的 拟 基 本 解 ， 
E*(x,y) = +iH(x; — y)8(x — y), 
并 且 讨论 它们 作为 D'R" x R) 的 元 之 波 前 集 。 这 里 得 到 的 结 
果 , 都 将 在 本 节 第 4 段 中 详细 证 明 ( 见 728—730 页 )， 其 基本 的 结 
果 即 下 面 的 定理 9.5.9， 


WF(E*)-— CENAY 


这 里 4* & (T*(R*)N0) X CT*(R')N0). HAR 
g 一 CEARA È £ 0j. 


Cf 是 以 下 典 列 关系 中 nc» 5 ay 的 部 分 : 
Ct = {Cr Eyan) my hmmm 0 70). 
现在 回 到 方程 Due f. 先 看 ECCO), ES Dw-z. 
于 是 v= Etg = Eg, 而 有 


WF(v)CUV FC) UC? WFG) 
n DW F(GDUCCoW ERCE) (9.5.12) 


《 详 见 第 一 卷 第 四 章 定理 4.5.16,242 Ui), RAAD (9.5.11). 
D, 的 次 特征 带 是 {(xo,50) "Fre, ei ER 方向 的 单位 疝 量 ， 设 
CoE D € WF(GONW RCI), WA Jel 充分 小 时 (xo, £o) 十 tei 
WFC). 取 p(x) EC 使 之 在 xo 附近 9 9 1， 而 且 在 Supp e 
中 |x 一 xo| <8 (8 Ah) 令 vou, Dir 一 g 一 pf 十 «Di o. 
WFCpf) 中 也 不 含 (xe £o) 十 to， 形 之 点 ;但 《x0,50) € WFO 
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WFCg), kp (9.5.12), (9, &) 二 te € WRCw)。 详 细 的 讨论 可 
Hj Duistermaat and Hormander [1], p. 230. 因此 定理 之 特 
例 得 证 。 

在 一 般 情况 下 ;有 4 和 B 合 D,— BPA€e L" & 


& — Buc P(X), 
因为 


D, — (D, — BPA)Bu + BPCAB — Iut Bf, 

由 定理 9.5.2 KTERO Br 2 13 A1 CO, e, )'7& W FCD). 05 
—Jiiü, HTF Crot) E WF», uw—(1—4AB)u + Av, C rosë) É 
WF((I 一 A4B)uY0,e,) € WFE) ZAAT DA ga EN SER E 
定理 4.5.16, p. 242 得 出 。 于 是 由 上 述 特 例 , 对 充分 小 的 |x1| oa， . 
0,5,5€ WFO), Egi WF(9)CX WF) 可 知 WF(w) 含有 
上 述 曲 线 在 XxX 下 的 象 ， 但 ((,0,6,).. [m| 充分 小 } 是 D. 的 经 过 
(0,8, ) ARRIER., AHERE F, Hamilton 场 不 变 ,所 
以 这 一 段 次 特征 带 在 XxX 下 的 象 就 是 HH; 的 一 小 段 次 特征 带 。 证 
HB, 

在 应 用 上 ,了 时常 需 要 考虑 Sobolev 空间 H 中 奇 性 传播 定理 . 
这 时 先 需 介绍 * 在 (xo, Ea) 微 局 部 地 属于 Ha - X, WIF we 
H'(x),£9). 

定义 9.5.4 uc H'Cn,£,) 或 记 作 uE W Fx, Eo) BITS w 8] 
以 表 为 u= o +m, EH € Hu 而 CS EO RW FCa). 

定理 95.5 车 ue (X), I EEM 9.53 cnAUCT PBRI— ER 
连通 的 次 特征 带 ,而且 LOW F Puj, Wis ICW Fult) 
或 者 IOW Fa) - d, 

这 个 定理 的 证 只 并 不 困难 ， 而 可 以 完全 仿照 定理 95.3, Ai 
应 用 PsDO 及 其 拟 基本 解 在 Sobolev 空间 中 的 有 界 性 、 但 在 下 一 
章 讲 非 线性 微 局 部 分 析 时 ， 我 们 将 用 另 一 个 方法 证 明 这 个 定理 ， 

3. 主 型 算 子 的 存在 性 定理 ， 坷 性 传 播 定理 不 但 本 身 是 重要 
的 ， 而 且 在 解决 线 尘 念 微分 算 子 的 基本 问题 一 一 解 的 存在 问题 上 
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也 是 基本 的 工具 。 现 在 我 们 划分 出 一 类 重要 的 算 于 一 一 主 型 算 于 
来 ， 从 它 的 定义 中 可 以 看 到 在 前 面 的 讨论 中 已 将 不 符合 此 定义 的 
算 子 作为 平凡 情况 排除 了 . 

' 定义 95.6 4P ERORE X ERER mit PsDO; Pc 
L"(X)， 而 且 其 主 象征 p(x,5) 取 实 值 , HE GmKERE, H 


在 CharPCT*X\0 E H,, 555E E 5 JE ER PEE IER P 29 X 


我 们 来 看 一 些 例 子 ， 首 先 椭 画 算 子 是 主 型 的 , 因为 CharP 是 
空 集 。 严 格 双 曲 算 子 也 是 主 型 的 ,因为 它们 都 具 单 特 征 , 即 
Bes EQ) = 0, E, E 0 => dep (xs, ES) v D. 
EE 


H, (x95) 45, 3r £50, n€X 


CHRE 20, d 加 (xz E) = 0)， 则 由 关于 齐 性 函数 的 
Euler 恒等式 
ii, 一 Ede Pal xu 59) 一 mp, n, 5.) 77 0, 
而 与 5&0 ZB. 
下 面 看 一 个 著名 的 例子 一 一 Tricomi AF P= yh + 85, dE 
Y > 0 处 它 是 酉 圆 型 的 , y < 0 处 是 严格 双 曲 的 ,所 以 称 为 泥 合 型 
的 。 它 的 主 象征 是 一 《983 十 E. MAE Y 一 0 处 
p,0; HEP E) - 一 名 
相应 的 Hamilton 场 量 《0, 一 站 /830,5385 )， 若 票 它 与 5864. 十 
Eyð 平行 就 要 8: 一 $8, 一 0， 而 这 是 排除 了 的 所 以 Tricomi 
算 子 荐 主 迎 算 子 。 但 它 却 让》 = 0 处 有 重 特征 ; 《x,0; £:，0) 是 
píG0;2.,5,) 一 0 的 二 重 零 点 。 
但 是 热泪 子 不 是 主 型 算 子 ， 因 为 8 — 01 的 主 象征 是 p, = 
:3， 在 特征 点 ((x,y; 0, 去 )? Š, = 0) 4b, Hamilton 1279 0, 它 
自然 与 锥 四 线性 相关 ， 
由 于 通过 辛 形式 @ dps Hon EK dp, £O, 变 为 基本 1 一 
。733 。 


形式 go 一 &dx， 所 以 主 型 定义 的 条 件 可 改 述 为 dp, 5 dr 线性 
无 关 。 以 下 ,由 于 我 们 主要 解决 存在 问题 , 主 型 算 子 的 定义 还 要 稍 
加 改变 ,出 定 义 9.5.8。 下 面 是 关于 存在 性 的 主要 结果 ， 

定理 3.5.7 W PcL"(X) 是 适当 的 , HERE plr) BU 
ÍB HOP So5muiEJREE. 令 KEX 是 一 紧 集 使 ?的 任 一 完全 的 
次 特征 带 都 不 会 完全 停留 在 民 的 上 方 。 则 

NCK) = {v € 8'(K),P*v = 0} (9.5.13) 

是 Ce(KK) 的 有 限 维 子 空间 而 且 正 交 于 P 了 Pg)。 若 fe HiX) 
sER GE fec") RH FiEXT NCK), 则 必 可 找到 we Hiz7 (X) 
(或 »€ C^) 使 在 下 的 某 邻 域 中 Py — f. 

定理 的 叙述 中 提 到 完全 的 次 特征 带 是 指 : Hamilton 方程 组 
是 自治 方程 组 , 故 其 积分 蛙 线 (x(t)，5( 驴 ) 恒定 义 于 R 上 ,完全 
次 特征 带 即 人 {x(r), EG) ER 定理 中 关于 完全 次 特征 带 的 
RES H, 与 锥 轴线 性 无 关 条 件 是 有 关系 的 。 六 若 Hok) 与 


E ar 平行 , 则 过 Cros Eo) 的 纤维 (Gn obo), o > 0) 就 是 一 条 完全 


停留 于 紧 集 Kis 上 的 完全 次 特征 带 ， 

定理 的 证 明 。 由 .上 面 的 说 明 H, 与 锥 轴 必 线性 无 关 ， 而 对 于 
具有 实 主 象征 的 PsDO, P 的 主 象 征 与 了 的 主 象 征 完全 相同 .由 
此 容易 看 到 , ve NCK)C C7, 因为 车 WEFO) 非 空 , 则 aW F(z)CC 
suppeC K 而 完全 次 特征 带 必 停 留 在 KK 上， 由 闭 图 象 定理 , NCK) 
中 的 L! 拓扑 与 C” 拓扑 等 价 。 但 这 意味 着 NCK) 中 在 工 意义 下 
的 单位 球 必 为 紧 集 ,因此 dimN(K) < oo. 

若 将 定理 改 述 为 完全 次 特征 带 不 能 永远 停留 在 天 的 任 普 小 紧 
JRK 上 , 定 埋 中 的 假设 仍 将 成 立 .为 此 ,不 妨 设 m 一 1, 并 将 完全 
次 特征 带 看 作 余 切 球 丛 SIX) 上 的 曲线 .如 果 对 王 的 任 一 紧邻 域 
K 此 完全 次 特征 带 均 在 K 上方, 则 此 曲线 必 为 S KE) 上 的 紧 集 ， 
从 而 次 特征 带 完 全 位 于 有 上 .又 因 dimN(OK) B8 K 减少 , 且 只 能 取 
正 整数 值 , 故 从 某 个 充分 接近 天 的 天 ' 3, dimNCK') -dimNCK), 

N(K) 5 Peg CA) EXEPT, 
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AI: d, TREE x ZO libe UC PUES ARR HIR 
数 (如果 该 范 数 存在 的 话 ) ， 因 为 由 定理 95.5, v € 4" (K), P*v€ 
H eve Hit* 1 再 由 闭 图 象 定理 知 , 必 存 在 常数 C > 0 使 
lolita- SS CCIP* vll E helu- € CICK), (9.5.14) 
4 V 7j NKVE H'*"" Yd" (Kg N , & EAA Re XC Ci>0 
使 


holim- < CIP*vll, ve VNC). (9.5.15) 
” 设 若 不 然 必 有 一 串 vjE TV 使 上 ?oi 一 0, leiles 一 1。 由 此 可 
VA v XE HU hika. 但 由 此 有 vi 在 HUC 中 强 收敛 于 
£€V,mnÀig(..4) 有 
18 Clv|44 4. P*v = 0, 
这 样 得 到 下 站 NGCK) rh — 3E 3G v, 这 当然 是 不 可 能 的 . 
Zif€cHi. IER T N(K),4&:—1— m — s, 并 用 (9.5.15) 
有 
[C272] xz C||P*v ||, vE Cs CK), 
由 Hahn-Banach 定理 知 , 必 存在 «€ Hic = Hi" 使 
(fv) = (u,P*v) v € CICK), (9.5.16) 
因此 知 在 天 内 有 Px 一 f. o 将 此 结果 用 于 KK' 则 知 上 式 在 KK 内 成 
X. 
为 证 明 C^ 情况 ， 记 CUCOK) 29 COO 对 于 在 六 上 无 限 阶 
29 o 的 函数 空间 的 商 空 间 , 其 上 贼 以 商 拓扑 ，C”(CK) 的 对 偶 空间 
即 4 (K) ,为 证 明 P C"CX) — C~(K) 的 象 正 交 于 NCK), 只 需 证 
88 PEKRE 4" CX) hgs IBI] ,ZRBIUEDS P*eP(K)5 H' OP (Ki) 
中 的 单位 球 的 交 对 任意 *e R 与 任意 紧 集 KEX 均 为 弱 闭 即 可 . 
[HE reg (K), P*ve H 可 得 v€ Ht, 再 用 (9.5.15), 将 v 
DRA v s t vine N KY), Ioas C. 因为 这 些 vc 
UK) 之 集 为 强 紧 且 Pry 一 Prs,， 即 知 定理 得 征 ， 
. 由 于 这 个 定理 的 条 件 中 对 主 型 条 件 略 有 修改 ， 因 此 在 许多 文 
献 中 使 用 了 以 下 的 定义 。 
定义 9.5,8 $ PEL” 是 适当 的 ,其 主 象 征 六 x, E) 取 实 值 且 


» 727 9 


X Em RER, XXPDXIDAdE— KK, PEE—SES REPE 
带 部 不 会 永远 停留 在 K 上 , 则 称 P 是 xX 上 的 实 主 型 算 子 。 

4. 实 主 型 算 子 的 氨基 本 解 ， 应 用 PsDO 的 微 局 部 化 简 可 D 
求 出 具有 实 主 象征 的 PsDO 的 双 侧 拟 基 本 和 解 。 TERRA 
型 算 子 D. 作 详 细 的 讨论 ,对 一 般 情 况 只 给 出 结果 ， 

D。 的 基本 解 即 D, E -—5(x— y) RIR, dd rm (x 0) 
y — Gu, 7)， 我 们 将 区 别 其 前 向 与 后 向 基本 解 , 即 支 集 分 别 位 于 
z >j 5 aSa wth. HT 

dx y) = 8(x, — X.) 98€ 一 也》 
所 以 容易 看 到 其 前 向 与 后 向 基本 解 分 别 为 
E*(x,y) = iH(x — yil — y), 
E Cry) = —iH(yi — adel — y). 
HÆ Heaviside HR, 而 上 面 的 积 既 可 了 解 为 直 积 又 可 了 解 为 广 
义 函 数 的 乘积 ,因为 它 符合 上 册 第 匹 章 定理 4.5.14(p. 238) 的 条 件 ， 
下 面 我 们 着 重 讨论 E*(x,y) 作为 D (Rt x R) 之 元 的 波 前 集 ， 

我 们 的 讨论 分 两 个 情况 进行 。 对 于 E'G.y) (或 者 对 于 

E (x,y), 5 xy QE xy), 


E*(x,y) = (23) "i | eXs'7 Y 0gg' (9.5.18) 


XE Ce, y) 也 有 相似 的 结果 。 (9.5.18) 除 一 个 常数 因子 外 是 
R* x Re 的 子 空间 #* 一 y 一 0《 余 维 数 为 4 一 1) 上 的 Dirac 分 
布 , 记 T(R' x RY 之 元 即 切 向 量 为 
(8x,8y) = (8x,,0x 8y 8Y ), 
则 x—y-0 的 声 向 量 叶 上述 各 元 中 之 适合 5x 一 ey 者 ， 所 
以 二 一 六 一 0 的 余 法 向 量 是 T*(R* X R"NN0 之 元 ik’ Mms 
m). £960, 10 中 之 适合 
Ebe o E'Ox c q8y, E p Ox D 
者 , 亦 即 E = —-,.£5,-m—0. ERRE $5 例 3Cp. 225) 
Al E Bi RRS — BD s 
Ci 一 人 xy) x —yy,£57—73—90, 


(9.5.17) 
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E'- g A d, «7 y). 
再 看 n= y Am. KAA E* 作为 iH(G 790 与 8 —y) 
ZEE PIRE DR x R) 之 元 , 波 前 集 
W F(H(x, — ))C A, = lx, 2i y» 0, 
z= ya, hn 0}. 
HMHE, WF(S(x' — yE — (Gn Eiyom), x —y, £m 
0,£'— —4 9 0). IHSEBUEBITEBS A XX. CEBEZSPU Xt $5 定理 
4.5.14, p.238), 因为 
A + Am ((xE;x,—5), 5 + 0), 
所 以 
W FCE*)|4-, TACE, mE) E v OF}U (Co, 5i y m» 
E= —5 50,7 — 3 — 0, — UICE x m», 
TT 0, m —m A 0). 
M x y Bb, E+ — 0, 所 以 上 式 可 以 化 为 
WF'(E*)ls-, C (x85, E), E A 0). (9.5.19) 
但 是 另 一 方面 
WF(E*)2WF(D,E*) = WFC — y) 
= {(x,E; 2, —Ẹ) E v 0}. 
£3 (9.5.19) 比较 即 有 
W F'CE*)|s-,, == {Cx ) 0j. 
连同 前 面 所 得 ,有 
WF(E*)-— C*U( x 5ix,5), b = 0), 
但 后 一 项 妇 CT*R'NO) x (TIRAN 的 对 角 集 AT, 所 以 


WF'(E*)— CftUA*, (9.5.20,) 
[zip 3 
WF(E)-CiUA*. (9.5.20) 
这 里 我 们 特别 注意 的 是 


CIUC; = C= {Cx Es yn), x = y, 
Qm g = 0,8 — y x 0j, 
WER x yv 询 为 夯 定 , 它 就 是 D SUCRE 
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Xe X i'll Y. £2 0. 
HER. 因为 Hamilton HÆ T"H'"W0— T*RA\0 的 典 则 变换 ， 


我 们 还 要 注意 ， 
(E* ca: E-YXx,») "k (22) (7? | ei 93439, 


这 是 一 个 Fourier 积分 分 布 ， 其 相 函 数 是 p 一 《x' 一 # 97。 因 
此 Ce = {Cx,y,0), r — y', 0 2 0}, 相应 的 锥 形 Lagrange 子 流 
形 是 (C£: yx); xt y, Ej m g = 0, E! Cy x 0), RB Ci. 
出 于 其 振幅 函数 的 增长 阶 为 0, 8 EREK N = n — 1, (x,y) Z 
维 数 为 2n, dx Fourier 积分 分 布 之 阶 坟 适合 
m + (2s — 2(5 — 1))/4 — 0 
E om--— I 所 以 
(E+ — E(x,y)€ [HR x R*,C). 
如 果 作 YE C"C(R* x R")， 而 且 在 对 角 集 附近 为 0, 有 
XE* € 了 -ERe X R*,C0)), 

因为 在 suppX E E* — 0g E^ — 0. 

总 结 起 来 ,有 

定理 9.5.9. R° 中 的 D, 的 前 向 与 后 向 基本 解 E+ 的 波 前 集 
WF'(E*) = Ct 站 A*， 这 里 Ct 是 次 特征 关系 ( 即 次 特征 带 图 象 》 

C, — [(x, 5y mx m y, EL = m m0 E — 0) 
之 前 向 《2 0 与 后 向 i <y) 84, A* 是 《T*R*\0) x 
(T*R'A0) 的 对 角 集 ， (E+ 一 E Xa, y) € 130 x R5, C, 
XE* € I (R* X R,C)), 3X H xe C*(R* x R*) 在 对 角 集 附近 为 
9, 

对 于 一 般 的 实 主 增 PsDO Pe L"， 也 可 以 定义 其 次 特征 关系 
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€ — (siye) Grm) € Char, 
ERD) 5 (yo) 在 同一 次 特征 带 上 in 

3H—ARSEIR 1-—— m BpxEGARS PsDO 与 P 复 合 , 对 了 的 主 象征 只 
是 乘 上 了 一 个 非 零 函 数 , 氏 而 不 影响 其 次 特征 带 , 所 以 这 时 不 妨 设 
m 一 1，C 也 是 一 个 典 则 关系 ,而且 在 《7T*ReA0) x CT*R'AO) 中 
为 闭 。 作 一 个 典 则 变换 ,可 以 在 次 特征 关系 附近 将 了 化 为 D,. 但 
是 还 融和 要 对 了 加 上 所 谓 “ 拟 凸 " 条 件 才能 对 次 特征 带 得 到 我 们 所 需 
的 性 质 ,这 种 拟 凸 条 件 就 是 关于 次 特征 带 整 体 性 态 的 一 种 条 件 ， 

关于 前 向 与 后 向 基本 解 也 需要 作 一 些 说 明 ， 在 D 的 特例 下 ， 
EL z > y Ran < ya RDR M a m y Æ C LAET 

Cia = {C(x rE) ,8 — 0,5° v0) 

是 CharP x CharP 的 对 角 集 Ar. 现在 ,次 特征 关系 C 也 将 被 A 
分 为 不 相交 的 两 部 分 C+ 53 C7, 而 可 以 得 到 两 个 相应 的 所 基本 解 
E+ 与 8 .只 能 得 到 氮 基 本 解 是 因为 在 作 微 局 部 化 简 寺 会 出 现 一 
ALTRI. 

总 之 ,我 们 可 以 证 明 : Æ Pe 2 是 和 中 的 实 主 型 PsDO 而 且 
XX 对 了 为 氢 严 的 , 则 必 有 了 的 拟 基 本 解 B+ 使 

WEE) 一 A*UC*, 

A* Kk (T* X0) X (T* X0). 的 对 角 集 。 任 意 波 前 集 适 合 以 上 条 
件 的 拟 基 本 解 modC” 必 为 Et, HEX 5E R, E*: Hi X) 
Hii" (X) 是 连续 的 , ma Et- EE ri- xX, C) H 
E*'— E i£ C' EERE. 

这 个 重要 结果 的 证 明 可 以 参看 Hérmander [5] 第 四 卷 第 26 
t. 至 此 ， 我 们 讨论 的 中 心 是 主 型 算 子 的 可 解 性 问题 。 1946 年 
Petrowsky 在 一 篇 痊 名 的 总 结 文 章 帆 中 写 道 ; “一 般 说 来 ， 甚 至 对 
最 简单 的 非 解析 方程 ， 我 们 还 不 知道 它 是 否 有 和 解 。 研 究 这 个 问题 
是 很 重要 的 . “上 自 那 时 起 有 了 许多 重要 的 结果 , 首先 是 有 了 Hans 
Lewy 的 反例 使 这 个 问题 更 加 鲜明 、 人 尖锐 。 对 具有 实 主 象征 的 情 
况 已 经 有 很 完满 的 结果 ， 然 而 对 一 般 情 况 ， 我 们 虽 有 很 好 的 关于 
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局 部 可 解 的 必要 条 件 或 充分 条 件 ， 问 题 一 直 没 有 完全 解决 。 关 于 
这 个 问题 除 上 述 Hirmander [5] 第 四 卷 第 26 章 外 ， 最 详尽 的 总 
结 是 Hirmander [3] GI: E41) ,其 中 附 有 详细 的 文献 。 Egorov 
(Eropos) 的 专著 [3] 对 此 问题 作 了 从 基本 知识 开始 的 介绍 。 
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第 十 章 “” 非 线性 微 局 部 分 析 


自 60 年 代 和 70 年 代 出 现 了 PsDO 理论 和 FIO 理论 以 来 , 线 
性 偏 微分 算 子 理论 已 经 成 熟 ， 人 们 自然 地 想到 把 这 一 套 理论 用 于 
处 理 非 线性 问题 ， 因 为 在 非 线性 偏 微分 方程 理论 的 研究 中 ， 人 们 
使 用 的 最 广泛 的 方法 就 是 所 谓 线 性 化 技巧 ， 现 在 ， 在 线性 理论 中 
既然 已 经 有 了 十 分 有 力 的 微 局 部 分 析 的 方法 ， 人 们 自然 也 就 希望 
建立 非 线 性 的 微 局 部 分 析 。 非 线性 偏 微 分 方程 是 一 个 极为 广泛 的 
领域 ， 因 为 它们 所 反映 和 表现 的 物理 和 几何 问题 是 如 此 的 多 种 多 
样 ,所 以 至 今 谈 不 上 有 系统 的 非 线性 偏 微分 方程 理论 ， 比 较 完 整 、 
成 熟 的 是 非 线性 往 呵 型 方程 。 研 究 非 线 性 枉 锅 型 方程 在 许多 时 候 
是 研究 它们 的 线性 化 算 子 ， 但 是 古典 的 线性 化 方法 所 给 出 的 线性 
算 子 的 系数 只 有 有 限 的 光滑 性 ， 而 现 有 的 所 微分 算 子 理 论 及 其 象 
征 计算 都 是 以 C” 范 数理 论 为 基础 的 ， 为 了 克服 这 个 困难 ，J. M. 
Bony [1] 在 1981 年 建立 了 非 线性 方程 的 仿 线 性 化 以 及 相应 的 仿 
微分 算 子 理论 ， 它 使 我 们 得 到 一 个 与 之 相应 的 线性 方程 对 仿 微 
分 算 子 也 有 相应 的 象征 计算 。 这 个 理论 可 以 说 是 以 有 限 光 滑 政 数 
理论 为 基础 的 。 本 章 的 目的 就 是 简单 介绍 这 一 非 线性 方程 研究 中 
的 线性 化 理论 .这 一 理论 的 最 新 发 展 可 以 参看 S Alinhac [21, J. 
M. Bony [5], J. Y. Chemin [4] 和 M. Sablé-Tougeron [1]i& 
X. 


$ 1. Littlewood-Paley 分 解 


1. 记号， 我 们 首先 引进 Holder 空间 CR”) 的 定义 。 对 于 
0<a < 1， 我 们 定义 
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C*(R*) 一 fu € L"(R*); [u], 一 sup mri < o}, 
(10.1.1) 
CR) 上 赋 以 范 数 lelem lulre + Del, 后 成 一 Banach Z 
间 。 对 于 ERAN, Ho o= tp, k| [e], 0c 8« 1, 我 
们 定义 
C*(R*) 一 {x € COCR"); 


D'ue C*(R, hal & k}, (10.1.2) 
这 时 我 们 赋 CR) 以 范 数 
lule 一 >) Dulles, (10.1.3) 
Iet 


BLES ll 一己 Dwie + spo THODE 
it, CR") 是 Banach 空间 。 

但 对 a 一 1，C* 并 非 通常 的 C《R")。 这 时 的 Holder 空间 
记 作 Chk, RA Zygmund 空间 ,其 定义 是 

一 [u(z) € CR”); 3c 2-0, 使 Vh,x € R^ 有 
jule + 5) + «(x — 5) —24| «&clhl). | (101.4) 
CV 中 的 范 数 是 ili 使 上 式 成 立 的 最 小 的 ec。 CL 也 是 一 个 
Banach 空间 。 同样 地 可 以 对 正 整 数 避 定义 Zygmund 空间 CZ 
及 其 范 数 ,它们 都 是 Banach 空间 。 以 后 在 不 发 生 混 请 时 ,我 们 对 
Zygmund 毅 数 空间 也 记 作 5C*。 

Zi OCR" 是 一 开 集 ,如 上 册 第 三 章 一 样 ,我 们 可 自然 地 定义 
CLQ)， Sobolev 空间 H'CR*) 的 定义 也 如 上 册 第 三 章 一 样 ， 
现在 我 们 考 孝 这 两 类 空间 的 Littlewood-Paley 分 解 。 

首先 考 藻 了 空间 的 一 个 环形 覆盖 ， 设 天 > 1 是 一 常数 ， 对 
PEN, 

C,— (£€ R'; KOX « |El « K2”, (10.1.5) 
{c} 将 添 上 一 个 适当 的 球 B(0,K) 一 {5 ER",，|#| « K} (此 
球 以 后 也 记 作 C), 构成 Rs 的 余 切 空间 R 的 覆盖 ， RIEA 
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用 它 去 分 解 Z 欧元 素 。 轨 此 ,我 们 首先 研究 这 一 覆盖 的 性 质 ,并 
作出 相应 于 它 的 一 的 C” 分割 ， 
引 理 10.1.1 存在 一 个 仅 依 赖 于 民 BOE SEXE Nis WE (C, 1-2 
中 每 一 个 环 C， 至 多 与 Ni 个 其 它 的 C, +B. 
这 个 引 理 表明 {C} RE Rt 的 一 个 一 致 局 部 有 限 的 覆 盖 ， 
XE. Bios P， 并 设 C,O C, 8. A q29 p. 也 有 可 能 
qp. RAAEN RR, PTELET]RÁIUL RR 4 s PESE, 
不 妨 先 设 p#—l, XH. 5E C,n C,, Wiz 475 —1, 
Kir «KkK2", 
从 而 2^*«2K, BD 
p— qg <S [l + 2log;K]. 
所 以 不 大 于 ?而 与 6, 相交 的 9 —1, 最 多 1 十 2logzK 4e, W 
其 整数 部 分 ， 并 令 ， 
Ñ = [1 + 2log;K] + 1, 
Xe edEmNA. AREAIS CNC A 的 Cs 也 不 
HINT. 令 N= 20, E p 过 一 1 时 引 理 得 证 。 p 一 一 1 
时 与 C. = {ER*,|8| < K) 相交 的 C, Ais i K 721 « 15| 气 
K 或 24 E, 这样 的 9 也 最 多 只 有 六 个 。 
2, C'(R*) 和 A(R") 的 Littlewood-Paley 人 分解。 现在 作 
Ri 上 从 属于 覆盖 [Ca 的 一 的 C” 分 割 如 下 : 
引 理 10.1.2 存在 p, 9 € CCR), tE suppé C C, ,supppC 
C, 而 且 对 一 切 5 € R*"、 以 及 任意 NE 


$65) + 5 p28) — 1, (10.1.6) 
P=y 
$9 + S ert 一 中 (2 6, (10.1.6) 


证 。 首 先 作 oec) E 0-08-luppóCÓC, 而 且 在 
1«&|5]«2 上, 6 一 1, 令 


K) 一 » 0(2 7*5), g ERAO, 
PT-— 
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因为 对 每 一 点 5 到 <， 上 述 级 数 至 多 有 上 有限 项 不 为 0, 所 以 它 是 
BRAI. E) 9 0, H s(5) EC~CR"\0)、 因 此 可 以 定义 
P(E) = 60550), 
pp 显然 适合 引 理 的 要 求 ,而 且 , 若 Jg: =K, psl, m 
2 | 上 | -2'|£; 22'"K 22K, 
因此 272E £ C, 而 6(2 *£) 一 0。 由 此 得 出 , 当 IE] >K 时 


2» eG) 一 a t6 7^5) Q7) 
= b &(2-*£) T $ eae) m 
这 里 我 们 用 到 (27 = 3 ege) = P eni) = 
XE. 会 下 的 是 要 作 0). & (2 DWO, WI 


$ € C; CR), suppé CC as 而且 (10.1.6) 成 立 ， 故 
PTE) + S pQ t NE) 
Pp) 


= 1-—9)-- 91 9(2772) + 2 pl2 ^£). 
PT Na 
4 p 十 No 一 多 ， 则 得 
$Q7^E) 十 S e(t) 


- $C) + 3 Q7 31 o7. 


双方 消去 >; prg) BUGGCI0.1.6), 


因为 p.p ECR), PIE pse € S1, (实际 上 Cr 函数 属于 
Sm 站 Sci 以 它们 为 象征 可 作出 拟 微分 算 子 pCD)， 


5(D)， 于 是 我 们 给 出 
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定义 10.1.3 对 于 ue (R), 8 41538 XX Littlewood- 
Paley 分 解 (或 称 环 形 分 解 ) 为 {x。}?--1， 这 里 
2 ax) 一 PLD) u(x), 
u, (x) = p22 Dula). 
它们 部 是 有 意义 的 ,因为 8E) 一 PEE, 8E) 一 p(2 ?8) 
£(E) 均 为 FRY 之 元 ， 它 们 分 别称 为 wa) 与 v, CO) ZZ. 
所 以 Littlewood-Paley 分 解 ( 以 下 简 记 为 L-P 分 解 ) 就 是 将 
u(x)€ S" 分 为 具有 紧 支 的 谱 的 成 分 supp 4 4C C a, supp 8,C 
C,。 对 于 这 种 分 解 ,我 们 有 
定理 10.1.4 # seS R), WWE S7 3& X. T Ux sx BS £R 
数 表达 式 


(10.1.7) 


u(x) = S u,(x). (10.1.8) 

证 。 由 于 {C,} 是 Ri DARA RAK, HERI GE) ER), 

有 KO [6 + sc] ko - L6 + io. 
而 且 这 个 级 数 在 SR) 中 收敛 于 IG), di Parseval 等 式 


Ge 用 = Qx)*(G,D = (Ga 3 GI) 
= (2x) ( «56 十 5 TOLLED 
- Gxy* (ta 318,4) 


- («60 + 3s) 0). 


3 (10.1.8) 8 üt. 

上 面 我 们 将 we 997” 分解 为 具有 紧 支 集 谱 的 成 分 。#,(5) R 
ARZE, 4,00 则 不 一 定 ， 而 上 只 能 由 Paley-Wiener-Schwartz 
定理 (上 册 第 二 章 MA w,GO 在 ce 附近 的 增长 阶 受 一 定 的 限制 ， 
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市 且 是 CUBE. AMERS- AREE 10.1.4 成 为 很 有 用 处 的 
IR. 现在 我 们 要 把 它 应 用 在 CR) 5 HR 《它们 都 是 
SR 的 子 空间 ) 上 并 得 到 更 精确 的 结果 。 这 些 结果 将 是 本 章 
的 基础 。 它们 利用 谱 的 分 解 刻 划 了 这 两 类 空间 。 首先 , 关于 
H'(R") 空间 有 

定理 10.1.5 令 > 0， 以 下 各 命题 是 等 价 的 ， 

(a) u EHR"); 


(b) u= 5» 4,» 这 里 «€ C" BH supp £,CC,, 满足 
T oMles ern, Ce en 
(O &-— Y «. XH nEs? B. supp 4,C B(0, Ka), 
满足 dar e2, CEP 
TS Xe 这 里 we C" RIH a € Ne, Dou, le 


c, 2 909, B. Lepap EP. 
WE. (a) <> (b)。 证 明 这 一 部 分 时 并 不 需 设 * o 0 Us 可 以 


是 任意 实数 ， 设 scH'CoU, 作 其 L-P 分 解 。 先 证 È nih 


at. B5 10.1.1,24 (p — qal >N, t CNC D. 9E 
在 记 


a 
$,4 一 D We kN, 
iut 


由 于 Raw, SERAK RTEZ, HUMOR fos 是 有 
意义 的 ， 而 且 
TTE fa FEDZDND. 


一 | 《1 十 LED 2 au, CO 2E 
kr0 


a 738 + 


Tt Dugan ire (10.1.9) 
k-0 


但 是 当 s 实时 ， 
PATER | Q + EPY IRE) PaE 


— {C+ [EIo ENCE) lag 


= f, CE IiePrteGo ra as 


2G KOPY [CEACE tag 


> KY bu, is, 
s 之 0 时 , 则 由 于 C, 上 [5| « K27*, 用 上 法 又 有 
lupe Ze C1 + KEP ulla > KP lb, Hs 
同样 ,对 一 切 s€ R 也 可 以 证 明 存 在 常数 Ka 使 
lapli S Kluli (10.1.10) 
ARAD. 1.9) BD B 


D KAN un li < Souls lei 
k=0 


因此 ， 

* K,2' |n, dix b» Sgela < Niella < +o. 

pani 4-9 
这 就 是 说 , 若 记 fp T 2? |u,llzs, Alep) Eer, Ihi Japle. -— £,2 ?', 
Cep) € P, 3X RAS E Ca) > Cb), 

反 过 来 , 若 (b) 成 立 , 也 (10.1.10) 有 
le, die Kiel, (es) €F. 

六 此 


Ni1—l N,-1 EI ' 
lale < $ Iso = 23 (Xe) 


« K, $e « e, 
fap 
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这 就是 4a)。 总 之 对 一 切 :€R, (a) (b). 
(b)- (c) ETRA, Bio C,C B(0,2K25, & K,—2K 
BI 4. 


(c) (d)。 利用 Ce》 中 的 分 解 u= 了 1 wo, HOO, € C^ B. 
p=D 


f, 有 紧 支 集 , 所 以 VaeN 有 
[Dusil 一 TAR 一 l2 Eliz 
< K2 ha, lu 一 KIZ uplat 
< K|*e, 2" ?+pto! -— Chad Per, 
这 里 cpa m Kl"e,. PART PME Ce, € P. 
(c) — (a)。 这 时 我 们 要 应 用 二 > 0 T. Ho 立即 有 “一 


Sl we LA. Ih AX supp&,C B(0,K,2^), 1 Ayo (2^*D), 


Pe-—IÓ 


v, = Api g(27 Du — A, S, s, (注意 当 | 一 k >N, 
Ip—-khiN, 


HEC, AC — d, Au, = IE) QC EQ) 一 0)。 我 们 有 
ltr |, I RE 1 =S Ass) | dx 


< 人 x Hra Gras, 27 1e ye 


pat— 


CE ^» PP[A,lli. (10.1.11) 
P-—I 


这 里 我 们 本 质地 应 用 了 £0 D 27€ <c, 如 辐 


Pak-N, 


由 (a) = 《b》 的 证 明 一 样 ,可 以 得 到 一 个 与 ?无 关 的 常数 C 使 得 


235 larli < Clis, lits. 
4=-1 


$--i 


Bi, BaT D rauli 4 $1ü«c $3 2 
pe-i &-9 


EIE 


iai 


luli < oo, 即 (e epP。 RAULI 我 们 得 到 一 个 分 解 


u= My, wi 5 w,€ C", supp 24CC, H 
Ip kN, 


DAT P S Cer2 (Ce) EP, 

BUXX EIE (5), Ale (e) => (b) => (a)。 

余下 的 只 需 证 明 (d)- (a) 首先 司 样 有 u= Diu, € L’ 
现在 令 lai = 275270, UE pE) = CTE, MAIES 
C2? 时 有 WCE) 一 1 以 及 supp d4C B0021), ik 

supp pill 一 pCR ER”; C2* & |El « C424], 
id 4,0) — 4,004,0) 十 《1 — (G0) — RCE) + 4), 
RJ 


Iuli — 1 GTI — [1i + e Goat 
- acra 2 [o0 — eoincores 
+ 1A) ag, 


BS 0«po«l, A | HC — dale CO IdE 2 0, Afi 


lad 十 | < n < e327, 
同样 地 
Nas 2 libns < bu Hos < el 27870, 


令 #! = A uks w 一 » d, NA int EECC) ETA s! € H', 
k $ 


APa^, WOBBUERUEE A,—q(7D) 有 
lapi - | 31 aval. = (| 5 ava a 


k«PNe 
<( I ree D memora sape) 
k&? Ng TEX 
am > paika) 。 b PRUs Apli 
<P Ng tP +No 
1— TUPEN HI tp) E 
ed T 27185 2 22k67 A si ||, 


L2 6 
)-2 7w TET 
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也 于 os:20, 我 们 有 
2705(] "x 2 XPENSHXE Q»y /C1 — 27674») 

« C272 NREN H «c C275, 

这 里 的 C 与 ?无 关 , oc-— D 2UDbAQdhe, B 
AxP+No 
216-2) 2*9 SA dis 
? 是 Li 
< D 2507olu < oo, 
Li 
BEA Ce) € P, 由 上 式 得 好 一 >) AQ eH, 定理 证 毕 ， 
P 


下 面 的 定理 将 给 出 C* 函数 用 L-P 分 解 后 的 微 局 部 刻 划 ， 为 
此 先 证 明 一 个 引 理 。 
5]2210.1.8 若 ac L"(R*), supp 4C B(0, R), Jl] a€ 
C"(R, 而 且 对 一 切 xcN*， 存 在 常数 C(n,o) 使 
Delra s C(n,«) Rallies. (10.1.12) 
WE. 设 p€CT(R?), supp gCB(C0,2) 且 当 |£| s 时 
9i. 令 pgG) = oG/R), id prl) 为 prl) 的 Fourier 
逆 变 换 ， 则 pr) 一 RARI), 因为 ACE) 一 pa GOD), Xx 
alx) = (iasa)(x) € C"(R*), 
而 且 D'ale) = (D'o4)*a(). 但 D'ba(x) = Rta Dg) 
(Rx), Alt 
Dd rile 一 Re Drs, 
由 此 见得 
| D*ellz« < liDegalliillellrs < CC o) R'!|lallr s. 
XT. C* 函数 空间 可 以 得 到 与 定理 10.1.5 相应 的 结果 。 
定理 10.1.7 ibo0,Ho-—l-f,I€N, 0cg«l, 
则 以 下 各 命题 等 价 : 
(3) u€ Co; 


(b) w 一 EJ u,, pE C^ HR supp $,CC,, ap 人 rw s 
r=- 


TE 


Ci r: 


(c) x 一 2 Hs u,€ C^ H WR supp £,C BU, Kj2*), 


p--1 


lupis s C2**; 


(d) # = 5 ups Ho C" 且 对 一 切 4€Ns, [3] xil 


p=—l 
有 Dupli Col tv, 


证 ，(a) 全 (b). 取 »— > s, 即 为 # 的 L-P 分 解 ,于 是 


Cp | 
u, = pC2D)u， u= 60D)u 《以 下 用 oa SS 40, H. supp 
,CC Xi REOR Fourier HAER, MH pE) 一 C275) 其 
Fourier 逆 变 换 p, 应 适合 pE) 一 27$ Q0. 此 外 ， 由 于 当 
[EL e K 时 gpl) 一 0， 所 以 对 一 切 1€ Nh, 
| x$(x)dx m n e ip(x)dx|,-. = Dip) = 0, 
注意 到 
uam PFU, Hp = 人 
因为 e6-—2]a€Cti. 所 以 
8.0 = Quy" | entocpas e LR), 
用 Hausdorff-Young 不 等 式 即 有 
lule S Clslizs. (10.1.13) 
为 了 作 ups P > —1 的 估计 ,对 于 了 应 用 Taylor 公式 


TOLD? T Bf (Xx — y» 


daret 


" ifa — y S1 e iG y) 


DEI 
La — ya 
A 


= $9 losfGXxs-yry 


idat 
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1 TREE 
ka (ecu e Py 
e D, [Ofly + eCa ») Dde, 
i=} 


可 得 
HORDI TENDS — »»| < Cila — yelfe 


e CPUS € C* 来 计算 u, 一 ppu, FHEAR 
| x $Gds = 0, 
对 任意 重 指标 1€ Nt 均 成 立 , 故 有 
mla) m [i (e — yuy 


^ foc E »|[«o -5 工 (zx 一 yat us, 


me 41 


ls) < Clujefig, — y)| lz — yl*dy 


= Cule?’ fisol MD 


s C,liulics2 t". 
因此 Cb) 得 证 ， 
(b) => (c) 是 显然 的 ， 
(c) = (d) 可 由 引 理 10.1.6 导出 ， 
(d) > (a) 求 和 汶 后 可 知 «€ CCR), 对 于 lil - 1, 
[8^u,(x) 一 O'u, Cy) | & M22 |x — yl. 


对 一 切 p,x,y 均 成 立 。 若 zx 天 y,35 po 使 2^ x 


因此 
Bule) — 0*u(y) 一 S [O^u,(x) — On, C1 
?repo 


L x25, 
Ix — y] 


+ 2D) [Ou,Cx) — 9*2, 0] 
> pe 


而 对 第 一 项 有 


744 8 


$3 40*4,(5) — Ow ON & Mlz— 7| 2r 


PX Paro 
& Mix yl2 * 2700 
< 2M |z — yi^. 
对 于 第 二 项 则 有 


I; Laima) — OIE Da 


t>pi 


POHERAA E22M B27 


4M2 ?8 8M x — yl’, 
总 之 对 14| 一 ! 我 们 证 明了 
[8?u(x) — O*«CGDOI s Clr — yl? 
Q4 x 一 时 它 自然 成 立 )。 因 此 se CAR) 而 (a) 得 证 ， 
注 1。 在 定理 10.1.4 中 我 们 对 一 般 的 we S7, 证 明了 它 的 
L-P 分 解 所 成 的 级 数 在 975 ELFA. EE 10.1.5 和 20.1.7 则 


HF 的 子 空间 HR 与 CUR 进一步 指出 ,级 数 «4 
pul 


BE H' 5 ct? 中 收敛 。 

2. 定理 10.1.5 rH. (a) > (5) 的 部 分 对 一 切 :ER 均 成 立 ， 
而 不 要 求 *>> 4。 对 于 C"、 我 们 也 可 以 适当 地 定义 C™" 使 
G) (b) AE Ri H 

定义 10.1.8 设 o € B, 车 对 分 布 ws€ SR 可 以 作出 以 下 


的 分 解 x 一 D u, 使 它 在 SU 意义 下 收 S, BH. supp £,CC,, 


jz= < C27, 则 称 nec, 

这 样 ,定理 10.1.7 中 可 以 得 到 ,对 一 切 e € R (3) > Cb). 

这 样 扩大 了 的 C? 空间 是 很 有 用 的 ,因为 我 们 有 

定理 10.1.9 设 PCD) ES BL ZR (E P(58)€ S 的 PsDO, 
则 己 :C" 一 C 

W, KARETU PE) M lgl >A 时 是 天 次 正 齐 性 


s 149 * 


的 . 取 N 充分 大 使 得 KK 2 之 4、 Re C^, 并 令 v, — Pu, 
W) 2,05) 一 PEALE), P(E) 是 POOIER EA supp?, 
(ECC, WD €C7(R*) 适合 : 在 Co 上 0 — 1, supp OC) 是 
一 个 比 Co 稍 大 的 环 , 则 2,00 - 09(27*2)8,0) , 2,0) -- PLGD 
O6(275)8,(Q). P VE) m= PLODQU) 是 h(x) 的 Fourier 
变换 ， 则 FE) 一 PQ(D)O(2 E) 一 27'P.C27£)0 (2*6) 是 
20*?5(2^3) 的 Fourier Æ% M 
yox) 一 2t HQ nu.) n) 


- annu — T8. 


由 于 AG = (ay | epar EECSJe CPCR"))， 故 由 


Hausdorff-Young 不 等 式 
jie & Cluses S C2 re, 
故 由 C“ Ca eR 不 一 定 为 正 ) 的 定义 
v= Dr, = P(D)u€ C", 
L-P 分 解 担 供 了 微 局 部 地 讨论 Sobolev 空间 的 重要 方法 . 许 
多 重要 的 结果 都 可 得 到 另外 的 证 法 。 下 面 是 特别 重要 Sobolev 
举人 定理 (上 册 第 三 章 $ 3 定理 3.3.6, p.159) 的 推广 形式 、 


定理 10.1.10 对 任意 :ER, Heci 
证 , 设 seH, u= S u, 是 其 L-P 分解。 RoE) 如 
定理 10.1.9 的 证 明 , 且 设 一 W 


&,(5) — OLTENA C), 
uy (x) 一 2"? [527 tup] (x) 


r 


=? OLTE — nir, 


所 以 由 Schwarz 不 等 式 
[eze SS ostzs。||2228C28z7za 


= luis ( [12a (2n 2 
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一 2i f rh llo. 
her 是 很 容易 证 明 的 ， HT EH, 改 田 定理 10.1.5 的 (b)， 
luz. < peN Cp” (9M s. 
E Cell) € P, i supt{csilhles} < co。 所 以 由 定理 10.1.7 知 


WEC YE 


这 个 推广 形式 的 优点 在 于 ;不必 为 正 ,更 不 论 :一 Z, m4 


:> m 时 这 个 结果 不 是 最 好 的 。 


3. 微 局 部 的 讨论 。 涵 数 空间 的 局 部 化 如 Hio。， C$ 的 作法 者 
是 标准 的 ,而 局 部 化 到 一 点 x, ER: EA mw 的 邻 域 了 7。。 使 得 对 
一 切 pE CO an) 均 有 oue H (R C), RFK «€ Hz, (CRCR). 
但 是 以 下 我 们 时 常 需 要 将 函数 空间 在 余 切 欠 T*R'ND 一 R x 
CRANO) 中 局 部 化 , 亦 即 微 局 部 化 。 它 的 定义 是 
定义 10111 没 (x0,50)ET*R"\0。 称 x EHu GE € 
Cte) 是 指 存在 x, ÆR 中 的 邻 域 Va 与 名 在 RNO 中 的 锥 
邻 域 了 ,使 得 对 一 切 ge CE) 与 $8EC™T) 对 为 零 次 正章 
性 , 且 con supp $CT HA 
gD}Y(gpuyE H* (或 C, (10.1.14) 
Cisco» Hisp 可 以 说 成 是 微 局 部 C^ 或 Sobolev ZE Xİ 
于 它们 有 
定理 10.1.12 »€ Hi, co 《或 Cu) EB. DUA EE x HIW 
RF URE V. EBD EX 
u = u, PA (10.1.15) 
其 中 me HR) GR CRD, 而 Ceo) &W FGaz), 
AE. BR HiQ450 5 Chato 的 定义 ,可 以 找到 z 的 邻 域 PLC 
V, 以 及 5 的 锥 邻 域 了 CT 使 定义 中 的 gl%) 与 pg(5) 适合 
piu — 1, glr= 1, 而且 2(D)(gu)E HR.) (或 C"(R*)), 
但 是 
.747* 


u = PD pH) + (1 — &(D)X os) + (1— 9)», 
第 一 项 属于 HR) (或 CR) BE mm， 由 波 前 集 的 定义 第 二 
项 属于 Crzssn。 第 三 项 则 显然 属于 CIO 将 第 二 、 三 项 之 和 记 作 
m DW] Cenë Ds wF) C0.1.15) 成 立 。 

反 过 来 , 若 (10.1.15) 成 立 , 取 了 。。 积 工 使 
CV, x D)(nW FG) = D, 
则 对 一 切 pE CIV) 和 pec 对 5 为 零 次 正 齐 性 且 
con supp 4Cr 都 有 
dC D pu) = dC D)Gpu) + pD Xon), 
但 第 一 项 属于 HR (或 C"(R')) 8 — Us T. HRN c7 (BR*) 
(或 C~(R*))。 定理 得 证 ， 
现在 用 L-P 分 解 来 刻 划 Choo 与 HG. RIITA 
定理 10.1.13 设 ar ER, 24 or >a 时 下 面 的 命题 等 价 : 
Ca) uE CLÜ CE, o 
(b) 存在 o € Cg 使 在 x, ARERR V... E 9 — 1 而且 在 名 的 
某 一 锥 邻 域 了 中 
px 一 0_1 十 Dir, 十 vp》 


pg 


vae c”, 
llo, d," C27, suppé; cC NCT, 
legie? S C2 7", supp£? C C,. 

WE. (a) > Cb), & o € CECV a AEE COUR E DERE 
FE, con suppé CT H E g Aeh ERT 上 p= 
1,8 «€ C Chu, MWE é(DXgos)€ C”, — é(D)Xqu)€ 
C"。 对 这 两 个 函数 分 别 作 L-P 分 解 ， 


KDP — vt 90 vy 
p=0 


满足 supp cC, 和 ejl," < C2 '", BA 
789 


(1— $CDN pH — v, Ys» 


这 里 llel S C2T.  HUPO(,— pE — eG) 
而 supp g(27*£)C C,, supp(1 — 6C(£)) C CT;,. 3X FÉ supp £,C 
C,h CT. 于 是 (b) 成 立 ， 

EZ AOR. K ete, Wu H, = s, 十 vp， 则 Hp ii 
f luli” < C27" 以 及 supp $,CC,, Hit S HB ewe C", BD 
«€ Cs,。 男 一 方面 ,将 ps 5529 

qu— m+ m= (vat > Ms, 

则 s. € C". M. AF TAWE) 一 2, BIA € C^. un, 
由 定理 10.1.12 有 pue C& es BE uE Ceu. 

完全 类 似 地 ,对 于 Sobolev 空间 Hieno 我 们 有 

定理 10.114. 设 ”>*， 则 下 述 两 个 命题 等 价 。 

(a) ue Hs MN HG aos 

(b) 存在 € Co. 使 在 xo 的 茶 个 邻 域 V:, 上 9 一 1， 同时 存 
在 总 的 一 个 锥 邻 域 了, 使 # 可 以 写 为 


pu = u, + 2 Cu, + up), 
而 县 «ec, 
les lz & co2 ^, — supp 7,C C, CT, 
josle < c72, supp CC,» 
ZEEF. 

这 个 定理 的 证 明 与 定理 10.1.13 完全 一 样 ,所 以 在 此 略 去 。 

4. 函数 空间 的 代数 。 我 们 已 经 在 引言 中 指出 ， 我 们 的 目的 是 
研究 非 线性 偏 微分 方程 解 的 特性 。 因 此 ， 需 要 在 那些 在 非 线性 映 
射 下 不 变 的 函数 空间 中 工作 。 最 重要 的 非 线 性 映射 是 溢 积 。 所 以 
我 们 要 求 这 些 空间 不 但 有 线性 空间 构造 ， 还 有 对 适 常 弱 积 的 代数 
的 构造 。 当 然 我 们 还 是 考虑 前 面 提 到 的 几 个 空 闻 ， 
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定理 10.1.15 
(a) 车 dirt 则 天 是 一 个 代数 。 
(b) Ë 0-o «2e, W CNCE. 是 一 个 代数 。 
O 若 :> Z, r & 2s — Zu HNA Hinto 是 一 个 代数 。 
. 为 简单 起 见 , 我 们 只 证 明 微 局 部 的 情况 Cb)， 其 余 两 种 傅 况 的 
证 明 是 类 伏 的 ， 我 们 的 基本 工具 仍 是 L-P 分 解 。 在 L-P 分 解 


中 指定 了 一 族 环形 C。,， 在 讨论 微 局 部 空间 时 又 指定 了 一 个 锥 邻 
域 T， 在 下 面 的 讨论 中 需要 适当 改变 它们 .其 作法 是 作 一 个 半径 


BO 4K3?) 


充分 小 的 球 BCO,AK27 9), 34 Ne 充分 大 时 , 它 是 很 小 的 球 . 于 是 


令 
C, = Co 十 BCO,4K277), 
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这 是 一 个 比 Co 稍 大 的 环 ， 又 令 "CT， 使 得 
EC, Cr + B(0,4K27)]n P — e, 
亦 即 
CaN CT + B(C0,4K27 9) CC C0) CT", 

由 图 可 知道 它们 的 意义 。 

现在 来 看 * 和 ”的 乘积 ,因为 它们 的 L-P 分 解 是 # 一 2, 
o= vy。 形式 上 看 可 以 定义 

uv = ug, (10.1.16) 


[Bii inde REeXBONCRONSCSUHENXE. — 这 里 的 基本 思想 是 supp 
&,CC,, supp 9CCr， 当 吕 与 4 距离 相当 大 例如 [p al SN, 
his, CANC e D, Zi 马 w,4， 中 相应 项 的 正则 性 依赖 于 w 和 
v 的 微 局 部 正则 性 ， 而 当 p 与 4 比较 接近 时 情况 则 不 相同 。 产 生 
这 一 情况 的 原因 在 于 wo, 一 2,0, 而 其 支 集 的 情况 与 p， 9 之 
距离 有 关 。 因 此 ,我 们 定义 

St 一 D, ue (10.1.17) 


它 是 Ct 本数 sp 的 有 限 和 ,因此 是 5C” PRG A 
Tuv = SG, (10.1.18) 


R(w,v)-—- 2 AU (10.1.19) 


1p—a! <N; 


T,v, R(u,v) 的 性 质 将 由 下 面 的 引 理 决定 。 
引 理 10.1.16 
(3) Zi a-c- 8770, 则 R: C* X C^3Cu, v) RC, ») € 
Cete, 


(b) X sb Z, 则 R: H: X H'3(u, v)t— RG, v)€ 
-i 
证 ，(a) 取 了 使 一 No E PENA 
Rv) 一 > M 


H 
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则 
00 

suppCa, jv,) = supp(f, ;* 2,) 
Csupp£,.; 十 suppé,C B(0,K24*71*) 十 BC0, K291) 
C B(0,K'2*), 

loe, alle Sans Lille" lo, llc" 

< C276 i27 tf e C,2 et 
(27^ RE — 53 4 无 关 的 常数 , 故 并 和 作 C HO) .由 定理 10.1.7 K G) 
No—! 
(c) 知 RiCuyv)E C, 最 后 Ruw) = D Ri(w,v)€ C, 


(b) 应 用 与 (a) 相 同 的 记号 ,现在 只 需 估计 
| psp < loslle ged, 
由 Sobolev $ A SER GER 10.1.10) HESS «€ R, H'C C77, A 
此 lugal & C2797097 9, — dig BR 10.15, llo, Tor cg2 t, 
(eer, BEI 
lu, ell < Cie 1779 


BT ski 0, (Ge) € P, 由 定理 10.1.5 OLIOE 
:十 一 全 > 时 成 立 ) 知 Rí(u.e)e Hr. IRE RC) 


)3 Rj(u,»)€ H, 
j Nti 

这 个 引 理 说 明 RGes) 的 正则 性 取 决 于 xy > 的 局 部 正则 性 . 
但 To 则 不 同 。 CEH u 很 绕 的 条 件 下 保持 ”的 微 局 部 正则 性 


不 变 , 其 原因 仍 在 谱 的 支 集 的 形状 。 
引 理 10.1.17 


(a) E u€ L”; 则 
Ts: CO CE uo 3» —9 To € CL CE: 


(b) Zi ne€ L*, Wl 
Ta: Hi N Hinto 2v I— T uv € HL HG, 
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征 ， 我 们 来 证 (a》) 《b) 的 证 明 是 一 样 的 。 
我 们 有 


Ts 一 S Suv, toz) = GS t ft). 


^M 47 
因为 Sox 一 i 如， 所 以 supp Suc U supp 2,C B(0, 


—l«&P «4—N, -icseq—Ne 
K29 5), supp 44CC,O CT， 办 此 由 前 面 的 图 8, 当 No 充分 大 
时 有 
supp 7^ - supp Spa 4,)C B(0,K2t7Ne1) 
+ C, crcc;ncr, 
而 且 
los eR Souls nulla Clu, 227 t, 
同样 地 有 supp 大 CC 以 及 
leire < Sore log los & C llul, 

因此 由 定理 10.1.13 Xi T e € CEN CE. 

当然 ,在 这 里 我 们 为 简单 起 见 部 假设 函数 已 经 局 部 化 了 ,例如 
u 实际 上 表示 pup € CoV n) 

定理 10.1.15 的 证 明 。 h F eS 2e, u, vé Cis H5 E 
10.1.16 R(#,v)E A Cu 此 外 ， 由 于 a2 0, 因此 v, v€ 
C*, Mil] wn,v € L” QE, * 和 v 都 已 局 部 化 , 否则 得 不 到 Cc 
工 ”])， 所 以 由 引 理 10.1.17 有 

Tuv t T,u € CE Chun. 

于 是 定理 得 证 。 

回 到 引 理 10.1.17 ER. 由 于 supp frs supp f。 都 包含 在 
荣 个 环形 内 ,所 议事 实 上 我 们 还 可 以 得 到 下 面 的 推论 ， 

推论 10.1.18 

(a) Ei a 0u€E Cr wE CE Cua, M Tue CHEN 
Cs 

(b) di 5:0, «€ Hi, ve Hp OHG WW Ture HEN 
He» 
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它 可 以 由 下 面 的 事实 导出 : 
e-N, 


lS,u[," «C DY 2 «C2. 


?=—] 


4-N, fa-N, Y E] -Na A 
lS quls < 2j urne a (s zw) 
x 62, 
"Pii DL—A $8: PR Rz FS ROCA S. 
考虑 半 线 性 方程 


Pule DT F(x,u, Vu,---,V" n) 0, (10.1.20) 

这 里 Ps 是 RH" 上 的 具有 C 系数 的 加 w 阶 线性 仿 微 分 算 子 ， 而 F 则 
是 关于 {Vu} 的 具有 C 系数 的 多 项 式 。 

定理 10.1.19 若 se H 是 方程 (10.1.20) 的 一 个 解 , E * > 


mm 一 1 十 E (5,5) € R* X (RAO). 车 PLC E) 70, BI 
ué Hagn (cm $5 m-—14- s 4- 路 
证 . 因为 对 一 切 labem — i, D'uc H3, ii diss S 
10.1.15, HI 是 一 个 代数 ， 所 以 fO m Fs us Vis os 
V*u)e HI, Ps DYE Gu E). ABURRE MRR, 因此 


wx 作为 P, Dyu £6 H? 的 解 应 有 neH ABER 


Bg ERE IET ES. Due Hha lil <m 1 今 
取 œ= min(2e, «-1-1), W% |a[«m— 1, D'ueg 


H inniti, CREARA. Bb fe Hel Mdü x 
得 出 weHolo ,如 果 还 有 « «2o, 则 又 可 以 重复 这 一 过 程 ， 
这 样 一 直 可 以 作 到 we HM 为 小 。 因 为 定理 10.1.15 只 告诉 我 
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们 当 rL 7 时 HN HG, 是 一 代数 ,现在 fe Hi n 
HE PK scle 上 面 的 过 程 中 止 。 再 用 椭 贺 算 子 的 微 局 部 


stat? 


FJ ,至 多 可 以 做 到 LS Hao! " 


完全 同样 ,我 们 有 
定理 10.1.20 设 4€ C4, o7 m— 1 是 方程 (10.1.20) 的 一 
个 解 , 则 在 Palto) 26 0 时 可 以 得 到 


ue Cun, XB p= m— lta, 


本 节 读 的 L-P 分 解 《 环 形 分 解 ) 是 一 个 基本 的 工具 。 它 还 可 
VL PRESE 2E 44g HR) 以 及 Besov 空间 上 。 人 参见 R. Coifman 
和 Y. Meyer[1], Chen Shuxing[2] 和 M. Sablé-Tougeron(1] 
关于 余 法 分 布 和 Besov 空间 可 以 参 才 Hirmander[5] WHAE 
S 2 利 附 录 。 


$2. (5 9 0r RT 


LRR. 设 olx) € L” 具有 紧 支 集 ,我 们 知道 ,以 a 为 
乘 子 的 函数 空间 (即使 al): L> L, Lfe) alf GO € L 
为 一 连续 颇 射 的 线性 空间 工 ) 是 很 少 的 。 然而 乘法 运算 是 最 常见 
的 非 线性 运算 ， 所 以 有 必要 定义 空间 上 的 仿 乘积 作为 乘法 运算 
的 推广 而 使 a) 成 为 仿 乘积 的 乘 子 。 

定义 10.21 设 olw)€ L" HEX aces. SEXO 
乘积 算 子 Ta S" S, un) Tos WF: 没 dej {u} 
分 别 是 4 和 # 的 L-P 分 解 , 则 


Tu - 2. (Soya)Wes (10.2.1) 
So- > ap (10.2.2) 
-lpg —Ns 


注音 , 作 L-P 分 解 要 依赖 于 环形 分 解 CX 它 取决 于 常数 天) 与 
。7535 。 


(C, hi8 — 85 4 i (p, cs E d LAAR a 2E, (10.2.1) XL lk 
赖 于 No 的 选取 。 所 以 ,定义 10.2.1 并 非典 则 的 , 以 后 我 们 要 分 析 
T, 5CK,o,N,) 的 关系 
定理 10.2.2 若 oc L* 具有 紧 支 集 ， 则 对 一 切 5, oc R, 
T,: H>H, T,.: C" C^ 是 连续 的 而 且 其 算 子 范 数 适合 
IT slean S C.llallz", (10.2.3) 
UT Lecce & Cellallz*. (10.2.4) 
证 ， 我 们 只 证 T,: C^— C" 的 情况 五 :的 情况 证 法 完全 入 
Fl. 因为 a€ L” 具有 紧 支 集 ,所 以 a€ F, gH T 一 2 
有 意义 ， 现 进一步 证 明 T:Ct— C", TEG se C^, 作 其 L-P 
Diah ELEN TH No 改 为 wo 一 9 有 


Ny-4-i 


PUTNE) 一 e) + zi q(27*£), 


Ny-4-1 


HA Saco [ato D octo ]aco 一 sac e«co ox 


(10.1.17) (E3B Ei fS No 现在 写成 Ar — 1), FA 
supp( Sea Jug m suppl S,a * £,) 
Csupp $a 十 supp 4,C BCO,K2Pi*) + CCC 
4 he S^, ii B. AE) = dE), Bil 
(Sea) Ca) 一 24 N* [A(277 9) k a] (a), 
因此 
ICS GO z^ < lalz. lliz 
ICs os, lc" < Mèle lala" tell" 
< M2 t, 
这 样 已 经 知道 了。 贞 Ct C“， 余 于 的 是 要 考 玫 了。 的 算 子 范 数 . 
4E x—y50, WFE p， 使 得 20m le y TS 2n, 
于 是 
Taula) — T, 一 2, [C$,0), Ce) — CS,a), Q21 
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S IG G) — Guys G)1. 


$79 


Pd 0a 1 时 ,由 定理 10.1.7 rh (d) = Ca) 的 证 明 有 
2 CSa Juel) — CS,e i GO | « M|Is — y| 2079 
P3, Ix — 9|25279? < Milx — yl*, ud 
D Ga, G) — 6$,4)u, EM BD) E 


2796 47? 
< Ml — yl^, 
这 里 M1,M， 都 表示 Clblinlel" lelen BA 
IT alles se Cll#lr halle" la ico. 
2$ a 之 1 时 利用 Taylor 展开 式 也 可 以 得 到 同样 的 结果 ， 只 是 党 
数 C 由 定理 10.1.7 (d)—(a) 的 证 明 依赖 于 [ea], 间 样 的 方法 可 
LE T, {A H — H 的 算 子 。 王 是 定理 得 证 。 
MEHE T, 依赖 于 天 ,ps 的 程度 。 为 此 先 要 证 明 
定理 10.2.3 ib po>0， aE Cr,wE C*, (Kp, N) 确定 一 
环形 分 解 C， RATT., AK) 确定 另 一 环形 分 解 C7 AE 
C” 在 一 致 收敛 意义 下 满足 a= m4, la 一 A^ SKI", 
supp 4,C BCO,C21), 最 后 设 # 有 另 一 个 分 解 x 一 Dv, WE 
supp (.CC,, lele? s Ky2 #0, 
则 对 于 任意 we 有 
T,4— 之 A, were CI (10.2.5) 
T s 一 A, ovelet < CKK,, (10.2.6) 


q-N, 
证 ， 由 T.» 的 定义 
T,«— D) A, wt. 一 M apg 一 Pos 8,0, 


gd- No 


十 oA) ap 25 4 Ns 
4 


- 2i LX. (s, 一 «| 
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十 £ [ 5 a, 一 ad L^ 


SY > apt, + Sile 
不 失 一 般 竹 , 设 天 ' >K, WA 


supp Z,C Chana li” < C275, 
如 果 有 必要 , 取 一 个 更 大 的 N 可 使 
supp aj C Cz, laiph? < 27notn, 
再 看 Fs 当 N, 充分 大 了 时 有 supp hc, UR 
Wut «b D s — Acai 
P«q-N, 
«(|s— E sl t le — anh). 
d p&g- Np 
< C2 Keto 
这 样 可 知 Tuw 一 9, dam. € C, 关于 范 数 的 估计 
《10.2.6) 是 显然 的 。 定 理 证 毕 、 
同样 ,对 空间 HH' 有 : 若 x 的 另 一 分 解 x 一 >， v， 适合 
lp, liis e, 27t, Cep e, 
W) T.» — $,4«-Nw,€ H** B 
| T,“ Eg > Aa- Nw, ls < C Kl ell, 
在 上 面 的 证 明 中 ,有 限 和 的 估计 总 是 十 分 容易 的 ,因此 我 们 都 


不 去 作 它 、 以 后 也 作 类 似 的 处 理 。 现 在 我 们 就 用 这 个 定理 直接 推 
出 


fiib 1024 Ur 了 ,是 由 环形 分 解 〈No, 天 9) 给 出 的 仿 乘积 

EE. ae C’, eol T,— Te Z(C^,C^7) 或 了 一 
Tae '(H',H**) 对 一 切 asse R* 成 立 ,而 且 

ir,— T illoa crt * Ca lell,» (10.2.7) 

IT, — Tollara < Culte. (10.2.8) 
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这 个 推论 可 以 直接 应 用 定理 10.2.3 T 4, D ap 而 得 。 
exe-N, 

{a2} 是 a 相当 于 KE. 的 L-P 分 解 。 

eFI I, 

T,» T (mod (C, Ct) 或 
mod Z(H, H***)), 

以 下 我 们 称 L (Co, Ce), (m, H+) 的 算 子 为 p 正则 化 算 
子 ， 并 记 其 集合 为 $ ^, 53€ SUX-T- mod5-*《 即 入 差 一 个 P 正 
则 化 算 子 ) 由 。 唯一 决定 。 这 里 的 情况 和 拟 微分 算 子 理论 中 可 以 
略 去 一 个 co 正则 化 算 子 (到 S-” 算 子 ) 是 相应 的 ， 事 实 上 以 后 我 们 
会 看 到 仿 微分 算 子 ( 仿 乘积 算 子 是 它 的 最 简单 的 情况 ) 与 拟 微分 算 
子 最 明显 的 区 别 就 在 于 比 。 

仿 乘积 算 子 有 一 个 很 明确 的 算 子 演算 ， 即 可 以 定义 其 复合 与 
伴 算 子 。 关 于 它 的 复合 很 容易 想到 ， 应 该 与 和 通常 溢 积 的 复合 即 函 
数 的 积 是 相应 的 . 

定理 10.25 设 o,5ée Cr,P >>0 且 都 具有 紧 支 集 则 

T, T, —T,4€3$*, 

且 其 范 数 不 大 于 Cllal;l5l. 

证 。 我 们 只 对 C^ 空 阿 情 况 给 出 证 明 . 对 H'， 证 明 是 一 样 的 ， 

设 se Co, (a) (b), {up} IIR a, b, u 的 L-P 分 解 , 则 
我 们 已 有 Tane C*, 而 县 

TTu= D) > aQbQ57- RO uw). 


PE- No P2«&4—No 
这 是 由 定理 102.3 得 出 的 。 因 为 车 令 
4, 一 > a, Tu Dives 


Pra -Ne 
当 有 supp 用 CB(0,C29) 以 及 supp 4,C C, 以 及 lla — 4S 
C|all,27** 和 lo 有” S CL T,vl,2 f" 它们 适合 定理 10.2.3 的 条 
件 , 所 以 RES”, Su 


cr 一 D 2 46) 
PISq—Ne $1«4—N. 
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NI supp $,C 8(0,C29, 以 及 ab — c= 2: 2, by, 


pi79—N$, E p722—N, 
但 la, b, llo < AA lr S C lal, 1,2 ^^:**», 因此 
Jab — lt. < M C2 "nn x C2, 


fit gaz» a— Ny 
Wow Diu, 满足 supp 4,CC,, luel S C2 2， 因 此 ,再 一 次 
应 用 定理 10.2.3, 有 


| Tau 一 2j € 4M 
L4 


E < Cliail,lel,lwl.. 
这 就 导出 
ITa — T oT swlleote < Clallellllllul. 
定理 证 毕 。 
H'f&—^- Hillert 空间 ,所 以 对 其 上 的 算 子 了 ,: Hi: 一 HH: 可 
以 定义 华 算 子 TS HERTA ; 
定理 10.2.6 ib ok C*，p>> 0， 具 有 紧 支 集 , 则 TT 也 是 仿 
SREUET,UHTI—T:ES", H : 
IT: — T learnt < Cllall;. " (10.2.9) 
证 。 首 洛 由 定义 ,到 6€ CQCH', ve CCCH * ^, 有 
(T25,v) = (u, Taw) 一 b» 21 | waszar， 


? p&r—N, 


(Tous)— A | meds. 


fo p&g—Ni 


因此 存在 一 个 相当 大 的 正 整 数 N, 使 得 
(THw 0) — (Tup) = D>) ( 2 | ud D dx 


I4—6I&N, Sp&r—No 
— » | auzas). 
P&9—N, 


这 时 D e, 的 谱 含 于 一 个 环 C; 中 ,而 u 的 谱 含 于 环 C, 中 ， 


Per—Np 
C, 则 只 能 与 有 限 多 个 CL 相交 ,从 而 存在 Ni 使 19 一 ri 之 和 NL 时， 
C, 与 Cr 不 相交 。 但 对 这 祥 的 项 


D (e)la) dx 一 f eu aapt) (x)dx 
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= u(a,7,)(0) = Ci, ap, )(0) 
一 DOO 一 0， 
六 为 也 有 supp 44( 一 DC C,, 同 理 , 当 19 一 ?| 之 NL CT) 
中 的 相应 项 也 会 消失 ,所 以 
Gmo-3X X D bas 


a — q-N,&r«q* N, p&r—N, 


Tune » M ipsias. 


4 Q-N,&rXqt N, p&q—Na 
将 两 项 对 的 求 和 均 分 为 9 一 N, m rg B qur qN, 两 
部 分 再 相 减 ， 则 余下 的 项 或 者 适合 r 一 No 一 z 扫 9 一 No 或 者 适 
合 9 一 No<ps 委 一 No， 所 以 必 有 正 整数 N, f$ 

ICT 29,0) umi QE an,v)| < > 
9 4—Ni&r&q44N, 4 Na? aat Na 
[last lun lions. 
令 p 一 9 十 ,+r 一 9 十 有 则 上 式 不 大 于 
> > lassi lie ln, alio uei ez, 


HU&Nà? bH«N, g 


对 固定 的 六 与 产 上 式 每 一 项 不 大 于 
C M ilal] Q2 *?c42 d 2, 
4 


Cc 依赖 于 hh) € P EeP BH 

Iele < Chulas Cd le < C livla, 
代入 上 式 再 对 六 ,二 求 有 限 和 并 注意 到 | Zegda, < C lululloa-r- 
即 有 |(T¥w,v) — (Twn)| S Cllellzslillarlola-7- ^. 

以 上 我 们 是 对 x, v€ C? 证 明 的 ， 但 因 Cr TE H',H hi 
稠密 ,所 以 这 个 不 等 式 对 se H' ve H7* 也 成 立 ， 而 由 此 不 等 
式 即 可 得 定理 之 和 证 。 

2. Sm 类 算 子 ， 上 而 对 具有 紧 支 集 的 有 限 光 滑 的 函数 € C^, 
害 义 了 仿 乘 积 , 但 是 一 个 偏 微 分 算 子 eD) 的 作用 , 微 局 部 地 与 
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乘积 相同 ,因为 在 PDO MEH KeD)u = 7" | sx, 


站 (5)d# ,而 上 面 仿 乘积 计算 实质 上 也 是 化 为 谱 的 计算 .因此 ,很 乌 
然 地 应 该 考虑 Tua. 的 定义 。 ` 

ze M. 19.2.7 

(43) H m€R, o7 0 id 

B= {1(x,5); DIXEEEmDOEGCEEBJRT CR), XE 
则 对 一致 地 属于 C^, HARZ). 

O) 对 于 1€, id SU, E)) 一 以 2 D), E), W 
Sala EN) € So， 因 而 对 于 € S 可 定义 

(Tiu) Cx) -— 之 San Ux D) G), 


3b 1x,5) 一 XlíG,£) 是 一 个 有 限 和 ,我 们 记 Ti 一 D) Ty 


这 里 要 注意 S0.) = Qay* | eana, ds 


是 仿照 PsDO 来 定义 的 ，i 表示 I,E) 对 xz 的 部 分 Fourier 变 
换 。 很 容易 证 明 UED 对 三 求 导 时 其 增长 阶 为 Smo, 但 对 * 
求 导 时 ， 其 增长 阶 仍 与 Sc. 正 是 在 这 个 意义 上 我 们 在 上 述 
定义 中 用 到 San (7, D) 即 以 34 y, GG, E)) 为 象征 的 通常 的 
PsDO。 一 个 最 重要 的 特例 是 1(x,5) 一 aQ)B(), «G0 € C^ B. 
*bPecHUEGESE, kE 对 5 属于 CORANO 且 为 刀 次 正 齐 性 。 这 


时 S«(aGOAGD) = Qu È emeGo tanda ,hs)， 应 用 
《10.1.6') 和 (10.2.2) 有 
因此 So a GC ,D)) — Saa) (D), 

(Tuy) 一 Xi G)G(4), 

(GD)w) = Qa)7* | ete 7 CE A dE 

一 (D) ua, 
因此 ,这 时 
(Tu) = T,.o&(D)u, (10.2.10) 
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因此 ,为 了 讨论 Ti 我 们 考虑 如 何 将 e,i) 写成 Pai GO iG). 


这 就 要 用 到 妨 的 球面 调和 分 解 。 

所 请 球面 调和 分 解 的 定义 是 : 设 和 是 球面 3*… 上 的 Laplace- 
Beltrami 算 子 《A 一 dë + öd), A 是 它 的 特征 信 , 如是 相应 的 
特征 函数 ， 即 有 A$ 一 iu. M (b 是 一 就 范 正 交 系 ， 而 且 在 
L'(5*7) 中 是 完全 的 , 且 Au 有 以 下 的 渐 近 性 质 ， 存 在 党 数 M > 0 
使 ij CP. 令 x,8) 对 * 有 紧 支 集 , 对 5 属于 CORNEA 
斑 次 正章 性 ,而 且 对 一 切 &,， DECx ,5) 对 x (对 一致 地 ) 属 于 C?， 
077 0p& N, 因为 Kroje LCSD, co € S"*, AAA Fourier 
展开 式 

Kzoo) 一 M as (x), (0) , (10.2.11) 


alx) 一 [ie o), (o da (10.2.12) 
因为 Laplace-Beltrami 算 子 是 自 翌 的 ,所 以 
Ala GO — 2,02] 一 Tis læsa) — 3, 0)1A3 S Yd 


= | EAU) — AG so) HG, 
因为 已 设 Df, D) 对 zx 一致 属于 C*,， 所 以 a) € C^, ifi B. 
EMLIMP E es LAG so) doo. (10.2.13) 


4 EAO 时 对 A0) fEmUGEEERUR, BU ACD len 
AGED, £I] e S7, WIR (x, E) 对 5 为 吉 次 正章 性 ,所 以 


Kx ,8) HMNICIT S > asla) | E| th. Qo) 


= J) aledh E. (10.2.14) 


5g dBC10.2.13) 8 
[lasie s C,» M, Vk, 
Ba 对 5» AAR. ikih E NOG— ER, h Sobolev KAEH, 


* 763 * 


MUERE (m T EN 而 有 
lA, | cNcen-2; < € | Asil gran- 


p Pi 
«C» ABl C lah, 
j=0 j=0 


所 以 lleven es Cu»? CTED ， 即 是 说 4hlex 对 > 是 缓 增 的 . 
总 之 我 们 有 
引 理 10.2.8 1e 1? 存在 如 下 的 球面 调和 分 解 


Ie, E) 一 D) aGOR C). (10.2.14) 


REA a,€ C^ Rp» —EERE ROS RZE, lale <1 Hr REG 
的 ; MACE ev p» 是 缓 增 的 《YN). 
芭 上 引 理 较 详 细 药 证 有 明 可 以 参看 R. Coifman 和 Y. Meyer 
[1]. 
现在 因为 《h(D)w)s — h(D)us, MARTA 
Tu= S T,oh(D)u, (10.2.15) 


因为 了 。; 的 算 子 范 数 对 1 是 急 减 的 ， 而 A(D)u 的 范 数 则 对 ; 是 
缓 增 的 ,所 以 上 面 的 级 数 是 下 伍 的 。 的 基本 性 质 是 
定理 60.2.9 HF iem, T, HD— H7" (R Ct ca”) 
对 一 切 :gcE& 均 为 有 界线 性 算 子 。 
证 。 因 为 
Tu= 24 »EXOLODT 


而 supp hi Dy C, supp a) c BO K2), 因此 , 取 Na, 
充分 大 以 后 有 PS 
supp $4,(a;j) 5;(D)us = supp S«Capyok hj Dus 
CC, t B(0,K2: ^) c C; 
Sx, D) Ju 的 谱 也 含 于 C。 中 。 对 于 «em 8, 


0 | e'sa rE) JEJE 


* 764 * 


一 之 SaCa;) 5j Dna, 


因此 
li$4CIGe  DY)usG lc < DlSalo) BCD) nal 


< > lSaCan) lle el D) uallr:, 
i 


但 我 们 已 知 ( 见 定理 10.2.2 的 证 明 ) 
SoCo) lc» S Cllail s C (与 i 无关), 
lb; CD) wellzs = iC CEDE eo m 1C 1510181724 €D Iz 
< lZillcns5K20* "quelle 
s llilctsn716427*^ 7, Cea) EP, 
因此 
[Seles D))sell i: < ca2 979, 
€ EP B Wele < Clwla. WAEA 10.15 的 (5) > (2) 
Xi T, € H”, MH ll Tilgor a7") C. 
用 类 似 方 法 也 可 证 明 T: C> CU ROHOURWERT. 
与 前 面 的 了。 一样，7 也 依 束 于 环形 分 解 天 ,9 以 及 N 的 选 
取 ， 车 给 出 男 一 组 K',o' ,No 作出 T NE 


T,— Tr = 2, (74 — Ta), 


由 于 e€Ct, o0 且 有 紧 支 集 以 及 lalle i, 我 们 已 经 
证 明了 TQ—T4€$*, H ESTEE IT,—Tk-« 
Clajle < €; 而 (OD) RJ B 8I H7 B5 HON P LORD A 
F. 所 以 我 们 有 T,— Tres, 所 以 在 mod$"7^ LFT, 
由 Kx 多 唯一 决定 。T, 的 运算 也 可 以 由 eE) 的 运算 决定 。 
这 就 是 说 T, 也 有 一 个 象征 计算 ,这 是 与 PDO 相 类 的 . 

E 10.20 i ACE) € CORANO) Em KERER, o€ C^, 
o>0, p&N, a 具有 紧 支 集 ， 则 R—A(D.T,— 5; 二 


DEDE 
Tg, oh (D) € $7**7, 这 里 KCE) 一 OG). ER TEIM 
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有 Rise x C | allcll Al] cMcso- s. 

WE. SQ). 的 谱 已 包含 于 环 Cs 内, 作 一 个 较 大 的 环 C; 
C, 以 及 po ECCI) 使 得 在 C, 上 ps 一 1， dE £—0 附近 
po= 0, 4 EE) = à eG, WB EEC, 时 

BCE) = 27*A(27*8), 
& ECE) m= ACE), WIE] EOE, rE. Mone? 
则 
lC. Red zr GO esr < Cllae, (10.2.16) 


事实 上 
"m (EA IARA 
ja+ lelle ar « [CD ineo lds 
(5 是 适当 正 数 ) 
< cmax[G + 121r GO EI. 
但 是 


GF lz Qao] ee + 1PMAECE)aE 


A 
一 万 | 8llcatcss 一 by 


从 而 (10.2.16) 得 证 。 
现 设 ue H 并 估计 Ra, RITS 


R= 2 [527 D)5«G) 一 5 


laj LP] 

£ S Q*a)iPQ7*D)| uo, 

a! 
这 里 FCE) 一 ACE 是 《一 ix)"r (x) 的 Fourier ÆR, BT 以 
R, 也 可 以 用 卷 积 形式 表 为 

R,— Fl 2" | r| Sela) — 2746) 
— 5 L Sa (DaX) C-ia-«y ugl x 一 2^*:)dt 
asier a] 
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x 24 EN 
很 容易 看 到 ，supp 和 CC4， 现 在 估计 fala. 为 此 注意 到 对 于 
Ac C^ 《现在 e— [o] -- 8, 08 —1) 和 he Re, 

| AGE b) D Luce 


sal «te T 
<| 5 lo14G H rh 
9 lal=tpl 
— OA | à] "(1 — c) /(Lo] — 1) rdr 
< Cilek] 1219 « Cl Adce| hi^. 
现在 令 A= Sla), M 
OIE -Tig (e | ilSsCa) lco27*^ | el^ | us (x 一 2721) ] ds 


e C27" allee firir luaCx — 2772) | dz, 


所 以 由 Hausdorff-Young 不 等 式 
1follas < C2"-ohaleol latir Chaualse 
€; C29" dalleel ell cien i leta 
一 dn 
这 里 ds — Cllallcelhlleiss-oluiges€ PH. 
Dle x C haberli kicsi well ue. 
所 以 由 定理 30.1.5 的 (b) (2), Rue H'*?7" 而 且 
IR iset” < Cllallceilll esce n7n. 
对 于 w€ C"， 则 可 以 得 到 
| folo S C2* 9 ? | allcelisellz etiel ress 
因此 也 有 邮 样 的 结论 。 定 理 证 毕 ， 
现在 考虑 两 个 算 子 的 复合 . 
定理 10.2.11 # LG,DelmiG-1,2),9 
Kee) = De Dass) 


一 (hie, (10.2.17) 
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则 有 TQoT,— Te mtt, 这 里 T, 的 定义 是 显然 的 。 
证 ， 作 球面 调和 分 解 Le, D 一 D eO), l(x,£)- 
i f 


È bC), 则 


T,oT,, m M T, oh; (D) o T, o, CD) m bx Aia. 
ik hà 


s 10.2.10 有 
-= Ta D — L Tus (YR) ) + Ta Ra 
laale] 1 


这 里 mes. € $m*^7*, qi B. 
IT Rau ACD)" nnn * 
x cC lla;lleell balicelli rcm ll Ra ctc te 
由 定理 10.2.5 又 有 
T, Toss, (DiD) 一 T ipi h D )A D) 
+ RARI CDAD). 
这 里 R} E gm aD, 以 及 
(REl eie € C lasle D rlc- 
因此 RARICD)A CD) E smtm e B 
IRA (DAD) S Cl|a;liceli bleh illes- leans 
WEEZE, E 


ToT, ~ Tagan ls ito 


«cC by loiterli Billced rl cric mt lia ll cat he 
[PL 


定理 10.212 设 MEE id 
Il € 219 一 了 工 - OID DCs, E), (10.2.18)^ 


1e Lo] € 
pW 了 一 了 mmodS” Tt H HT", 


证 ， 作 球面 调和 分 解 Kz,5) 一 D OGE) 


1 


ue CE CH, ve CECH" "*, 
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(Tu, v) — (u, Tiv) 一 > G5, T, oh;(D)v) 
x 之 (Thu, hC D)o) 


一 XI qe ho) + (Rin, hD) 


这 里 RES, [Riula < Claleelula, E36 
[Gun hi9) < Cllaillceliule lb CDe lae 


« C lajllcell hilesi ssl dando amo. 


局 时 还 有 
(Tauhi D)e) = (ACD) Tau) 
e- r (T 495; (D) ,v) 
fal «toi T! 
+ (Rr), 
EE 10.2.10 有 


[GR v); « Cllailcel billets llla lo Lame 
级 数 D lailleellailenhn7ts 则 因 lasle OH Pm 减 ， Mullen. 


Xd; 组 增 , 故 而 收敛 。 这 样 最 后 有 
[T£ — Tuv) s C lalalo lure 
上 式 是 对 #,v€ C? 证 明 的 ,但 因 Cy 在 FF 与 Hee hhi o» 
所 以 上 式 对 we H, ve He 也 成 立 ， 这样 证 明了 
Tf = T,*(modS ^*^, 
H T: H'- H7, 
以 上 两 个 定理 表明 T, 与 PsDO 是 很 租 似 的 、 而 最 大 的 差别 
在 于 用 有 限 展 开 式 与 5-* 正则 性 代替 了 渐 近 展开 式 与 S” 正则 
i. 事实 上 还 有 
定理 10.2.13 设 lei, p> m, WHARA s m—»e 
I(x,D) — T,€ S£ CH! ,H'), 
这 里 I(x,D) 是 具有 非 光滑 象征 Kx , E) 的 PsDO, s< minle, 
sc pe—mj. 


证 。 用 球面 调 积分 解 后 不 妨 设 Hx, E) m alh. 对 于 
seH, 4 v= kK(D)uce H 有 
Tin = T,oh(D)nu = Tw, 


lola 一 | CL + 181D" ACE) dE 
一 | Q + JEP LACE) ACE) | dE 
-[a- igiocnisPn Ii LE DACE) ldg 


« ct [ Gr Il ane-ol As) 5 
= C?|[[A[ 50 ss- liuli, 
RE Ti 一 Kr, Dju = T, — aC) e" 55(E)a(E)dE — 


T, 一 Pla, 一 Twa 十 R(a,v), 这 时 
Pi 


N5-1 


R(a,e»)—- Dl arpe 一 >, Rj(a,v), 


ip-al «Ng + 一 一 NO+1 
Rí(a,v) 一 Pi Gg..jUg Si as 
a 1 


容易 看 到 supp 加 CB(0,C297， 而 且 
felz < Naa-illz wvells: < Cllallce2 Bd 
+ olge 
< Clalleel hllenxss- sla 2 te nea, 
这 里 (ca) € ,因此 当 :十 pp 一 zw 这 0 Ej, R(a, v») EH "ti? 以 
及 |RCe,») [asm « C [alcol Allen elss, 
对 于 了 ,a 则 有 
T,a -— 5 Salv)ae — M f. 
t € 
这 里 supp hC, UK 
ifall < hael” ls Co Hz: 
« Cllalcelelu,s-727* D) 27e, 


—bep«q— Np 
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re see em D 


若 s 一 mw 之 0; 则 D 2—7""e«C, AMIER e>0 


iSp 9 一 RD 
有 T€ H?*; Xis— m0, Bil 
D 2ieme, & c2, 
—bE&p&g-N 
REIER 870, T, ae He; i ;—m—o0, Wi f, 
V2 v, 25, 这 里 Pan CEJ m Q7 * "ED. 4 eC) 是 $l) 
的 Fourier 变换 ， 则 有 
V, (x) = vi 2*4 "0$ (227 (x), 
因此 由 Hausdorff-Young 不 等 式 
liel m jaalls oly a-n lz? 
x 27?*]allcell glivlr: « C27 «27979, 
因此 T,ae Hr”* 对 任意 s > 0 成 立 。 定 理 证 毕 。 
为 以 后 应 用 方便 ， 我 们 将 这 一 定理 的 几 种 特殊 情况 列 为 以 下 
的 推论 ， 
推论 10.2.14 
(2) Æ leiz, W I(x,D) — T, 是 57” 算 子 ， 从 而 对 任意 
5€ RB, I(x,D) — Ti; H — Hh. 
(b) Zi o2 m, ll (x,D): L L, 
(2 E pmm, WA EX 8620, Ke, D) TEZ, 
L7). 
AE, Ca), ÆR AA BU, (c) 可 由 定理 10.2.13 中 令 s= 8 > 
m-—p—0,;-—0- minís,o]) 而 得 
Hit 10.2.15 设 7€ I2, u€ Hi, ,,, UCR^ X (R0) 是 一 
个 开 锥 形 集 , 
{a》 若 在 U 上 1(x,5) — 0, JJ Time H' "*"(U), 
(b) Æ ue H"(U), W Tue F'(U), t= min{s + o — m, 
f — m). 
WE. WE AC, E)E COR X RAO) 对 5 是 零 次 正 齐 性 89, 
HfEUZR 天 一 0。 我 们 先 讨论 kK UT. 的 正则 狂 : 
9 7 了 II * 


k(x, D)T u = T,T,u + Ru, 
由 于 Xx,5)& 及， 所 以 由 上 述 推论 RE 5S。 此 外 
Ti D LT u+ R'u— Ru 


lacia) O1 opt Dl 
《因为 supp & 与 supp! 不 相交 故 azk» DH = 0), R'E So， ii 
K(s,D)T,ue Hete ifj (a) 得 汪 。 

为 证 (b)。 设 k(x,5) 和 (a) 中 一 样 ,再 令 KG EG 一 1,2) 
HUN E REKER EN C 函数 , 且 对 * 有 紧 支 集 , 而 且 当 x€ 
supp # bf &(x,£) + &(x,£) = 1, supp &CU URH (x,£)€ 
supp £(x,£) Bj k =1, TE 

Ria, D)T iu = Tiik, Dyu + TT, (x,D)u + Ru 
— T.TR,D)u A T,T,T,u t Ru 
R,R'e57^, Wet 


TIT € g^, 


d. 8:1 » D*&, 


lai To] 01 
而 且 k=0 T supp&k b. MAHO 有 T,T,T,,ue Hr", 

另 一 方面 &(x,D)ue 下， 因此 T,T;k(x, D)ue H”, 这 
就 证 明了 R&(x,D)T,«€ HH， 从 而 Tine HU) ONE, 

上 面 几 个 结果 说 明了 五 的 运算 与 eE) 的 运算 之 间 的 关 
fu PsDO 及 其 象征 的 相应 关系 一 样 而 主要 的 区 别 在 于 无 穷 可 
微 性 代 之 以 C? 可 微 性 以 及 祖 应 的 浙 近 展开 式 代 之 以 有 限 展 开 
式 。 实 际 上 Ti 也 是 一 个 PsDO， 即 有 

定理 10.2.16 3E 1€, o0 H pkN, 则 Tié Ln H 


oTD) 一 S] S40 229 (7*2). (10.2.19) 
证 ， 我 们 要 验证 e(T0 € SF。 为 此 应 用 球面 调和 分 解 , 不 妨 
设 iCx,5) = alh), ac Ce 且 对 * 有 紧 支 集 。 这样 (10.2.19》 


所 定义 的 (T) RA 
PLT) = S Salak EPOE), 


显然 是 C” RREN E 有 紧 支 集 于 C4 内 ,我 们 有 
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01076 (T;) 一 $3 02$,(a) - BACE 927425). 


由 于 ae CCL”, wE 

[8286Ca) Gor» «& C Cn, 8)229? lla c. (10.2.20) 
另 一 方面 ， 再 作 pE) e Cr) 使 supp £C Co ifü Æ supp p 上 
$C) — 1, SEL RË 


VARG P LTE] « C, > 1 m(E)27 40: p20F) 


x C.l|hlcMsn- 527 * 9] £|"70:9(27*85 

L C,249-^Dg(2725. (10.2.21) 
由 于 在 supp pT) 上 K'72:« |E| s K'27", d 29 ~ ël, 
合并 (C10.2.20) 和 《10.2.21) 知 当 [| 之 K'2 时 有 

j820:c(TO)| & Call 之 PE) 
g No 
< Cealsl™ it, 

所 以 e(TO € Su. Tin 可 以 写成 (2r) "| e" 50(T AEE 是 显然 
Hh EHU, 

我 们 在 上 册 第 五 章 即 已 指出 SZ. e,9 不 满足 某 些 关系 时 
是 * 坏 类 ”。 例 如 要 想 利 用 渐 近 展开 作 和 象征 计算 就 需要 p 之 5， 所 
以 5? 是 一 个 “ 坏 类 *， 而 且 对 一 般 的 Le LNA smm >00 时 
Le g(H',H'") (M L-P 分 解 很 容易 证 明 )。 但 我 们 的 T, 虽 
ART IRE” Li 却 有 有 限 展 开 , 因 此 有 相应 的 象征 运算 ,此 外 ， 
对 一 切 ;之 0 (不 一 定 s— m — 0), BE Tie gg" GP, H”). 
所 以 Ti 又 构成 “ 坏 类 ”中 一 个 好 的 子 类 。 上 其 第 五 章 指 出 SD 
很 有 用 处 的 , 即 是 指 此 而 言 。 此 外 $1, 也 是 很 有 用 的 类 。 

为 了 次 重 从 PsDO 的 角度 来 讨论 T1!， 我 们 再 用 奇异 积分 算 
子 来 定义 它 。 

给 定 0<<si 过 8， 充分 小 ,并 设 xec x R")\(0,0)) 是 
零 次 正 放 性 函数 ， 满 号 
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teou saana am u eane a ae Mae n —' 


X(0,9) — 1, ZE8| S silaml, 
X(0,) 一 0， 若 19| Ze &ilnl. 


又 设 KEJE CBR") E Ie] « — 时 一 0， 上 1 >1 时 * 一 1， 


于 是 对 1617, 8 (0,2) 为 R 对 于 z 的 部 分 Fourier 3E 
换 并 定义 
ER 
CFAE) 一 (2z) | XC — 201 — ns G8 4n. 
(10.2.23) 
这 样 定 义 的 算 子 T, 与 前 面 定义 的 T: EMA, "ESSET S La 
类 算 子 ,其 象征 为 
oT) = Qxy* | eX E) 0 EN Edn. 
对 eE) PERE ARNA, TUR Ke, E) = aQOAGO), 于 是 
(102.23) 
(Pu) = Qz)* | XE CO— ,nas — n) 


(10.2.22) 


-—U UM 
* [ACDYs DY Cr) ds. 
因此 ， 我 们 不 妨 只 讨论 
zo 
(E.G) 一 2z È XCE — 4G — 802. 
(10.2.24) 
XH 10217 若 oe C*，p > 0 具有 紧 支 集 , 则 算 子 T, 一 
和 .e 3S-*， 而 且 其 筑 子 范 数 不 大 于 Claler 
证 ， 对 (10.2.24) 中 的 "和 x 作 L-P 分 解 ,有 


GE) 一 Cry” xj WE ROI CERO OTT 


HR N, 充分 大 使 A Kt Se, WE supp AE = 1 dan) E; 
当 p&g— N 时 ， 因 supp 4,(£ —3) C B(0, KY c BO, 
K2*775*, supp fem)CCs， 因此 有 15 一 7| £ KTH 一 
KTMHRK 21 «ums. AA XG-—33-—1. 同样 地 车 适当 
KN dE ea KM, W p >a N 时 也 可 得 知 在 supp 
一 bk) E XG — 2,0 一 0。 这 里 NL 1270, 因此 
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一 
aa 


Qua) P» e«t > Qe) 


5 Ne €—Ng&p«4q—N, 
R [e«t 124,8) fi (n) d8dn 
= Tu Ru, 


以 下 讨论 Ru, JEUEBH R 是 P 正则 化 自 子 。 R 的 积分 区 域 不 超过 
K^ « 27*|0| & 2K, K^ « 2*|z| 所 2K， 因 为 4,00)8,Q) 的 
支 集 含 于 其 内 , 故 可 作出 一 个 rls, Der Quo, 使 716, 
2704) e X(8,0)m(8,n). m me CECR”) BE (08,355 KE 
T*j|0|« 2K, K” laj 2K} Emal, FË 

(Ru) x) m M (2x )"* [erem 


Q-Ng«&pcaq—-N, 


d F(27*0,2715)4,(0)8,(9) dodn 
A ( fps ) -— bx fae 
Li 4—No& pcq- N, Li 


fs | r(s,r)a, (x — 2745) u(x — 2 -38705d7。 
显然 supp A R 而 对 于 seH', di Hausdorff- Young 不 等 式 
lu fuller P lf pull c: 


4—Ng€p«aq—N, 


«C D,  lefzel«llz: 


a-Ngc?«a—N, 
« C ljolice27*7c,27* Ce.) € P, 
因此 有 Rue H+, i uec, Wi 


lf — 25 — dle 


e-Nay« pa—N, 


«C » LAPS ls l= 


< C274979 | ull cat alice, 
因此 有 Rue cre, EREE, 
从 这 个 定义 也 可 看 到 ， 改 变 X 和 只 对 各 加 了 一 个 pg 一 m 
正则 化 算 子 ， 这 是 因为 TR XO X. 无关, M AEX, s JA 
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T, 一 T,€ c^ PRAMA T, modta 由 (x, E) 唯一 决定 ， 
B Taeg(Qr, HR ELC, cc, €ex0- 
Èr hi-ren) 9. G), In T,= Ti. 


用 积分 形式 (10.2.23) 定 义 T, 与 T, 有 时 比较 方便 。 例如 可 
以 更 直接 地 应 用 PsDO 的 各 种 技巧 ,并 且 扩大 函数 大 的 类 而 取消 
对 上 改 齐 性 的 限制 等 等 。 
3. 仿 微 分 算 子 。 现在 可 以 研究 优 微分 算 子 了 。 先 讨论 其 象征 
的 类 。 
定义 19.2.18 
(a) X OCR 是 开 集 ,对 me HW, o0, 定义 EO 为 
定义 在 Q Xx (R0) 上 的 形 如 
Ias E) 一 Cn, E) 十 Ian E) e 
十 aux) (10.2.25) 
BOXER ZH, LoQ(x, E) 对 点 属于 CORAN) 且 为 mo — kR 
正 济 狂 的 ,对 于 * 则 (对 二 一 致 地 ) 属 于 C^. 
(b) Zi je 5XAQ)CG 一 1,2) 定义 dk € DZ 0(9)28 
L= $1313) b opha DYL a (10.2.26) 


PITT TE 


(6) 若 1€ 2770), 定义 MEE) 为 


P= Loi, ,. (10.2.27) 
tabea«rer el 


2 CO) 就 是 我 们 要 讨论 的 象征 类 ,而 其 相应 的 算 子 类 则 定义 

为 

定义 10.2.19 设 QCR” ERE, L: Z' (00 Z'(0) 为 
一 适当 支 的 算 子 。 工 称 为 8 上 的 严 阶 2 类 仿 微 分 算 子 是 指 存在 
Ie Dela) 使 家 对 任 一 紧 党 KEO 以 及 任 一 在 KK 附近 恒 为 1 的 
CoCo) EAr X, WA 

L 一 XT: Hisap K) — Hir” 

是 连续 上 映射 (Ys € R. 这 样 的 算 子 集合 记 作 Opr) LI 
为 工 的 象征 , 记 作 eCL), 
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X L—XT4: CWKK)—cCi"**, Wi! LeÓpCEzCo)). 
显然 ,车 L€ Op( ?C0))， 则 寺 任 意 的 ER 均 有 
Lili (Q2) Hiz"(Q). 
下 面 的 定理 是 关于 仿 微分 算 子 的 基本 定理 。 
定理 10.2.20 设 OCR" 是 开 案 ，mcE 有 及，p>>0，、 则 
G) L € OpC92(0)) 有 唯一 象征 o(L) € 22260), 而 且 
go: OpC 222(9)) — Erla) 
是 满 射 ,其 核 kero Hik Hí.CO0) £) Hin" (0) 的 算 子 构成 。 
(b) 25 Lie Op ZK2D 6 = 1,2), WIE 
Lie L, € OpC 372095), 
olL L) = alL Yll). 
( Æ LeOp(2776(0)), RJ L*€OpC22C0)), H. 
s(L*) = oCL)*. (10.2.29) 


(d) 着 LELT, eL) ~ D laila) 是 一 适当 支 PsDO 


(10.2.28) 


(e, 表示 工作 为 一 个 PsDO 的 象征 ) , 则 对 于 任意 的 p 均 有 
LEOKE 且 olL) 一 p2 E 
证 。 (a) 的 证 明 放 在 最 后 , 先 从 (b) 的 证 明 开 始 。 事 实 上 只 需 
证 明 eCL))dke(L,) — hth 一 e(L,2L)), SERRA LoLe 
Op( 22:1 (9)), 
TARE KEO 以 及 «e HOO, B xecceco) 使 得 
在 天 附近 Xr) — 1, hj 
LioLw = L(XTuu t Ra) 
一 XTugoXTa4uctXTaoRcdc RioXT us 
+ RoR, 
这 里 R p— m 正则 化 算 子 : Ri Hom K) > Him” 
G= 1,2). 
将 上 一 段 关于 T, 的 讨论 用 于 Tas 8 
XT u oR Hom K) —> Hemp “te(K), 
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RoXT y, Haml K) 一 Hz mto, 
RoR: Hiapl K) > Hi "Ue, 
合并 以 上 各 项 得 R Hion K) > Hie mte, MA 
LoL, = XT 4, o XT u,“ 十 Ru, (10.2.30) 
BUE XT. Xec cie 所 以 由 推论 10.2.14(a)，X 一 TxES 9, 
H dE" BUE X IEX = X'L, MA 
XT u XT uu = XTuoTg uc Rou 
一 XTyyueus 十 Rau, (10.2.31) 
这 里 由 定理 10.2.11, RH om (K) o Hoy th, 
SUE UE 3H 
XT x "7 XT ai) T Ras (10.2.32) 
Ra HG) 一 Hag mt OK). 7 
然后 合并 以 上 结果 即 有 
LoL = XTx ipie t (QR 十 R; 十 Ra). 
jg, HAERERE PE, X dBL) — (XL 38D). 作 
XE Ce(Q) 使 得 在 supp X 附近 X, 7 1， 则 在 suppu 的 一 邻 域 
上 xX 一 Xl 一 0。 故 由 推论 10.2.15 有 2 
Tu, TA Ty: Hus K) 一 Home s 
从 而 
Ty, sx," = Tu Ty, 十 Ryu 
一 Ta Tap, + Rus 
- Ty ax iH + Rix, 
Ra Heal K) — HESS mt?。 直接 由 定义 可 以 算出 Xh Xh = 
Xh = Uth), HAA 
Ty orit = Tagana, T Ru = Taage + Ru 
一 Tangun 十 Ru 一 T sg min + Ru, 
这 里 三 个 及 不 全 相同 ， 但 都 是 HK) Hom te, 由 此 
(10.2.32) fd iE , JA rg Cb) uE BS. 
(c) 的 证 阴 与 Ab) 类 似 , 只 是 要 用 定 理 10.2.12 和 推论 10.2.15, 
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(d) Ek Le L5, 则 olL) ~ 9] l.i. 对 任意 p 2 0, dd 
t2] 
l(x,5) = Ži L,i(n,E),. 1E K,X n 的 意义 和 (b) 一 样 , 有 


1e] 
XTuu — X S dL D)u + XLT — Xa, D)]u, 


;j-0 


因为 JE 下， 故 Tw — Xil, D) 是 co 正则 化 算 子 ， 又 由 于 当 XE 
Km O — 2r, E) = 0, ue HK), MA 
(1 一 r Due H*^, 
因此 我 们 有 
Lu — XT uu = Lu-— l(x,D)u + Ru 


= M p_iKxD)u + Ru, 


i=te j+ 


- 


RES, 由 于 D leale D) E LEUD, Wy 


jetena 
L — XT, Hua CK) 2 Hitt, 

(2) 我 们 先 证 明 5 是 满 射 , 即 任 给 1€ 2:22), 要 求 作 出 一 个 
LeOp(C2:2C0)) 使 了 是 它 的 一 个 象征 。 作 92 的 一 个 局 部 有 限 履 
zio). 这 里 GES HARR, (i) 是 从 属于 {Qi} 的 一 的 C” 
分 市 。 令 Gec) RE supp Wi 附近 X; 一 1， 于 是 我 们 定义 

Lu = 之 XT virium). 
显然 这 样 定义 的 LL 是 Z) C0) 的 线性 算 子 。 今 证 工 是 
适当 支 的 ， 

TARR KE, $ K = |] supp Xi, Ix — G.K1Q; ve 


b}. AXO EBREA, I AV TBEE,. Puy K 仍 是 8 的 
紧 子 集 。 若 suppscK, W4 j&Ik 时 oq 一 0， 队 而 
Lu = M XT pit)» 


TIM 
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于 是 supp Luck’, 
另 一 方面 , 若 supps()K 一 p, NER j€Ik 有 piw — 0， 
因此 Lu 一 BD) ŅGTyalpiu), supp LuC 9, supp XjC CK, 这 样 
ilg Tr» 


证 明了 工 是 适当 支 的 。 再 证 i 是 工 的 一 个 象征 ， 
TARR KEG, 作 Xe Cr(0) HEKRA X = 
1, # supp wxCK， 则 


Lau— XT yu = bF XiT yiGpi) — XT ut. 
TM 


由 1x 的 定义 ， 知 当 XeK 时 DP) pi 一 1， 所 以 XTuw 一 


it! 


2XT ulom). 所 以 有 
ME: 
Ly 一 XT yu - 区 XE Ty UT XT u| Com) 
jéig 


= [3165 — 0T. XT nru om). 
jek 


因为 在 supp oji 上 Xi — X4 = 0, 因此 由 挫 论 10.2.15 知 
Tu xa9pi; His K) —> Hip ^. 
再 由 PF EARRA 
2i To Hion K) — Hisp ^. 
Elx 


另 一 方面 , 加 一 XE C2, AE G~ X) — Tus 是 一 个 无 
穷 正则 化 算 子 ， 这 就 导出 


Lu — XT yu 一 M T y, x97 yi Pin) + Ru 
jelig 


x 21 T oj oxi pi) + Ru, 


TID 
再 一 次 利用 在 supp; 上 X; — X — 0 RA I 是 工 的 一 个 象征 ， 
除 象 征 的 叭 一 性 外 ， 定 理 至 此 证 毕 ， 
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证 组 象征 的 唯一 性 即 证 明 若 一 个 仿 微分 算 子 二 < Op C2 (2) 
Bk H'— Ht 则 其 象征 必 为 0。 这 一 事实 是 下 述 命题 的 简 单 
准 论 ， 

定理 10.2.21 设 LeOpCErCa)), I= iu trte t inio 
为 其 一 个 象征 , 若 有 *<R 和 >o LH a H, WEE 

I, 0. 

在 证 明 这 个 定理 之 前 先 证明 关 于 象征 计算 的 另 一 命题 ， 它 是 
PE PsDO 必 有 拟 逆 这 一 事实 在 仿 微 分 算 子 理 论 中 的 对 应 物 。 

定理 10.2.22 设 lerla), ke 2207 (Q9) HE supp & BJ 
ARRE Kr EA 0， 则 必 存 在 hsh € 277 "COD, EA 

ld h = b Him X. 
证 。 先 证 4 的 存在 性 。 设 
I(x,8) 一 lx, E) T(r), 
RCE) 一 KG, E) b oro cuins E). 
设 得 求 的 h(x,5) = humla E) 十 … b bur cu api E) XR 
ha-a ilt E) 均 为 未 知 的 。 我 们 依次 来 求 出 它们， 首先 令 
hu ux, E) = Rr Gn E) Lux 8). 
由 于 在 supp & E 1a(z) 关 0, 在 补充 定义 supp & 网 外 和 ms 二) 一 
0 后 知 上 式 是 有 音义 的 且 对 是 om 一 m 次 正 齐 性 的 。 现在 归 
纳 地 设 Awas’ Bwni BEH, RIIK IE Bur uci. 
我 们 知道 当 Ag; 时 
Dfl w- Diu L1 
对 5 是 m — 六 一 和 一 |a] 次 正 齐 性 的 。 令 
me M g p2 D " 
， "RET 

这 样 作出 的 Ao uou, MANR. & 的 作法 相同 。 

定理 10.2.21 的 证 明 ， 设 有 一 点 On, Eo) 使 Ielts Eo) 天 0， 
于 是 作 一 个 霍 阶 PsDO KERERE Ans ED) #0 而且 supp 
AC(K)c(QuE)s Ix, E) A0). 由 定理 10.2.22 有 ke Dla) 
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Sob — 角 十 -二 此 Ip， 从 而 由 前 面 的 结论 存在 
H € OpC2i27(9)) 
使 得 
K — LoH + R. 
这 里 Res. TEKE H” — Hnt, IBBIK JEU HIC 
算 子 且 主 象征 非 0, 因此 这 是 不 可 能 的 ， 从 而 fa(z:5) 一 0 而 定 
HEH, 
对 于 空间 C* 中 的 算 子 ÕE 也 有 类 似 于 定理 10.2.20 


的 结论 成 立 , 我 们 在 此 不 再 重复 。 

下 面 我 们 把 有 关 象 征 计 算 的 其 它 一 些 有 用 的 结论 归纳 在 几 个 
推论 中 ， 

推论 10.2.23 


(a) 对 于 4 >>0 有 Op(27(9)) COpCZ2222C0)). 
(b) i& L€Op(22209)), o7 1, Ë o, CL) 一 0， 则 
L €OpC27z-iC0)). 
Ce) 设 Lic OpC222(C9)) G — 1,2), E oc 1, W 
ELL] € Op(Xiz2um^ H Q), 


eurn (LE L1) = T ie. (osos, (L2). 


X 0-—p«l, 则 tL. L3e Op 322110 !(9)), 但 其 象征 为 0, 
(d) ik Uca x (R'N0) 是 一 个 开 维 形 集 。 设 
L€Op(272(9Q)), we HiL) NHU), 
则 有 Lwe€H'(QU), XH 
r — min([t — m, s+ p— m). 
Zi cL) 在 U 上 为 8, 则 Lue H'*" *(U), 
(d) 的 结论 还 可 以 用 下 面 的 不 等 式 来 描述 : 即 对 任意 的 象征 
在 也 的 一 个 紧 锥 形 集 外 为 0 的 零 阶 PsDO M ， 者 存在 一 个 F RE 
类 型 的 零 阶 PsDO M, 以 及 一 个 函数 we Cos(Q)， 使 得 
İM Lull, s CIIM sull, + Esl} (10.2.33) 
这 个 推论 是 很 简单 的 ， 现 不 给 证 明 ， 


* 782 * 


此 外 ， 关 于 仿 殊 积 我 们 也 有 
推论 10.2.24 
(a) i& a€ Cf (OQ), p > 0, € CCO) 假设 A€ ÓpC 53005) 
使 得 cC4) = a, WA: 
di 07-0, au m Au + Ua, (modCÓ ^); 
Zi 一 p< 之 ao 所 0, au = Au, CmodCR Y; 
这 里 U €Óp(2:1X(0)), a(U) — u. 


(b) 设 a€ Hi CO), Leu uE HG), 令 


A € Op( Esel), 
H eC4) — c, WA 
* a: E 则 au m Au + Ua, (modHiz' "^; 


E 一 "十 T 一 去 Sa 则 aum Au (modh). 


XH UE Op(3 (0)), oU) = x. 

这 是 Sobolev HE A 5E EE 10.1.10, 引 理 10.1.16 和 推论 10.1.18 
的 直接 结论 。 

丙 为 后 面 我 们 效用 到 依赖 于 参数 的 算 子 族 ， 所 以 它们 的 一 致 
有 界 狂 将 是 一 个 重要 的 概念 。 现 在 我 们 给 出 其 定义 。 

定义 10.2.25 算 子 族 (Li jCOpC222C0)) 称 为 有 界 的 , 若 它 
们 满足 下 列 三 个 条 件 ; 

(a) 适当 支 条 件 一 致 成 立 ， 即 对 任意 紧 集 KEL, 必 有 男 一 
个 适用 于 族 中 参数 1 之 一 切 值 的 紧 集 KEO, 使 得 suppuc K => 
supp Li& C K,(V23); 以 及 supp uN Ki = Ø => supp Liu) K = Ø, 


(b) 象征 族 具 有 一 致 的 上 界 : 即 若 i 一 hs) 是 Li 


的 象征 , 则 对 任意 eeN’, DELL; 是 CI X 5*7) 的 有 界 集 
OX A 而 不 是 对 o AD. 
《c) 对 任 一 紧 集 KEQ9 和 Xe Cr(0) 《在 天 的 某 邻 域 上 X 宇 


1), 部 有 
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la 一 XT lotta) «e C. (10.2.34) 
这 里 C 与 和 无关。 

显然 ， 若 {L} 是 OKE) 的 一 族 有 界 算 于 , {LW} 是 
OpC27(0)) 的 另 一 族 有 界 算 子 , 则 (Lio Li Æ Op 222*7(05) 
的 一 族 有 界 算 子 ， 

最 后 我 们 以 一 个 简单 的 引 理 来 结束 这 一 节 ， 它 的 证 明 是 很 简 
单 的 。 

引 理 10.2.26 i» X€C;/(Q), A E R^ 上 的 Laplace 算 子 , 刚 
以 > 0 为 参数 的 算 子 族 {X(1 一 aA) "YX} 对 所 有 的 盖 0 是 
Op( 322(0)) 中 的 一 个 有 界 算 子 族 ， 而 算 子 族 {aX(1 一 eA) X) 
则 是 Op(22 COD) 内 的 有 界 算 于 族 . 


$ 3. 非 线 性 偏 微 分 方程 的 仿 线 性 化 


1. 优 线性 化 定理 。 现 在 我 们 在 前 而 预备 知识 的 基础 上 研究 非 
线性 偏 微分 方程 的 线性 化 理论 。 先 从 最 简单 的 情况 一 一 复合 邓 数 
开始 。 

定理 10.3.1 设 FECR), F(0)—0, di EPR, 


:> 5 是 实 信函 数 (或 fe CCR’), o > 0 是 实 信函 数 ), 则 复合 
函数 FO EHR) (或 FPO ECRY). 
证 。 记 s=s— 2>, I= D ji, 是 1 的 L-P 分 解 ， 


EN = fat o t fe 则 由 定理 10.15，10.1.7 和 Soboley f£ 
人 定理 10.1.10 有 
lf — Ele Cz? lflie. 
因此 EDER E— SUBCSICT. f. 而 在 经 典 的 意义 下 有 
FH) = > IP(L G 一 FÈ,- G. 


这 里 我 们 规定 2) = 0, W FCX,Q0)) = 0, 但 各 中 和 值 定理 ; 
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F(X,CO) ese PCZ, CF) 一 F( Blf) + h) 
— KZ, = hef rOLAO 


+ if Mt = mfp. (10.3.1) 
mela) = | FOZLCD + pas, 
p —1,0,:-:,00, (10,31) 


myCx) EAR DONC 户 ， 但 我 们 仍 称 下 式 为 第 一 线性 化 公式 : 


F = $i me 


一 J) mp2) 


= LÍ, (10.3.2) 
这 里 L= x mGDeQ7tD), 而 p= —1 时 pD) 理解 
为 $CD). 由 于 FEH, s> Tie Ct o OLRICER TL 
Li, WAAGE H, m7 GR Ct 20) 上 是 有 界 算 子 


CHEE 10.2.16 后 的 说 明 )， 那 么 定理 得 到 证 明 ， 但 这 一 事实 可 以 
由 下 面 的 引 理 得 到 验证 《也 可 由 定理 10.3.3 直接 证 明志 是 有 界线 
性 算 子 )。 
引 理 10.3.2 i$ F€C^(R), g,€ C'(R*) 为 实 值 函 数 ， 且 
对 任意 aN 存在 常数 C。> 0 使 得 
ll"g, il, < C27", (10.3.3) 
则 存在 Ca > o0 使 得 JFS Ca, 


du. HENT B*F(8p) 一 2 FX g,)0nig, --- O"eg,. 


六 为 由 《10.3.3) , | g, | Zc BL oU FS Am POG) 24 1 E | e, 185 
f LESE UR EE LII: 
* T5 ， 


FC le® S Co 
所 以 
nea lø! 
lle"F C le < (X E CC Ca) 
- C24. 
引 理 得 证 。 
定理 10.3. 小 证 明 的 完成 ， HERES a € N", 由 引 理 10.1.6, 因 
为 suppl 22,- ,全 十 1,1 B(0, C2?) h,i 0r mua 
lO"m,ll,., S C,2*", C, 与 上 无关， (10.3.4) 
现在 算 子 L 的 象征 是 


ollar E) 一 M] m.GO0g(275) 


(p = —1 时 pl) 理解 为 2(5)) 
TE xel) € CTCCS) 使 得 Oscx, 1 HAEC, 上 x, 1, Rl 
[020:cC L)(x,£) | = Elam, atp] 
< 25C,2t ^"? |o$(27*2)| 
S C,,222* ^ E) (IE CS EIEL ~ 25) 
S CiO21| 5|"! 7a (E) 
x Cu 十 gr, 
这 里 我 们 需要 用 到 以 下 事实 将 证 明 作 必要 的 修改 : dS 1al— i81 
0， 则 181 2 0， 从 而 在 点 一 0 的 某 个 邻 域 中 p(2 78) = const, 
于 是 Oto C2 72) 一 0。 因 此 可 知 L€ Li 而 定理 证 毕 。 
我 们 再 直接 证 明志 的 有 界 人 性 如 下 : 
定理 10.3.3 i$ {C}, e € N* J& —" REX FU, dm OE 
CAR) 是 一 个 满足 《10.3.4) 的 函数 序列 ， 则 算 子 L(x, D) 一 
$omQ,G20eQrtD) 可 由 ZR — SR 拓展 为 H H, 
s >o C^— C", e — 0 的 有 界 算 子 ， 
W. Lio $7 897 是 很 容易 证 明 的 只 要 注意 到 dtp) 对 
r -BWE ERREKETAN. AE neH, Lu 也 是 有 
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意义 的 。 事 实 上 
L(x, D)u = 之 m,(x)u,(x) = M ve x) 


是 在 HUE X BUE. dp ide aEN* 有 
APD? dnm ðu, 
amatay a 


«c M lO71m , c» lja, llre 
< CXC,26C, 2r io 
< EC, red, (Cup) EP, 
故 由 定理 10.1.5414 1 > 0i} Llr, Dje H', ifi Hid 
Gp) ohh & C lull 
中 得 定理 之 证 。 we C? 证 明 类 似 ， 
注 1. 定理 10.2.16 HER EE Le Lo, H9 H^" 为 有 界 ， 
其 证 明 与 此 大 体 相 同 . 
#2 这 个 证 明 当 然 适 用 于 定理 10.3.1 的 情况 ,因为 wm,(%) E 
C" 是 很 容易 证 明 的 。 
由 于 线性 化 公式 中 的 算 子 L € Li 而 对 后 者 不 能 进行 象征 计 
算 ， 所 以 我 们 希望 将 它 进一步 改进 得 到 一 个 仿 线 积 算 子 。 这 就 是 
下 面 的 第 二 线性 化 公式 或 称 仿 线 性 化 定理 ， 在 这 之 前 ， 我 们 先 指 


出 ,也 可 以 把 (10.3 DKEA 


FQ) — FG) + B2 m pD 


一 FG + Lj. (10.3.2) 
前 面 我 们 已 证 明了 ReC"， 可 以 完全 和 前 面 一 样 证 明 工 一 


S om,GOg(17tD); H — H (或 Co- C") 为 有 界 算 子 ,所 以 也 


有 FODEH (或 FYD EC) 
定理 10,3.4 4 Fcc-R) F(0)—0, f j&—3Sti& iE 
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28 一 


Q) E fe HR"), i 三 ， 则 存在 geH iCR:) 使 


Ff) — T pnf tg. (10.3.5) 
(b) É f€ C'(R), «2-0, MEE g € C"(R*) 使 
FCf) — T p pf +g. (10.3,5) 


证 ， 将 定理 10.3.1 用 于 FO) 一 F'(O, 4 F'G) — F'Co)e 
e(- iae) 因为 常数 P(0)e C"， 改 FO ect. 
WEBB PREET Trp, WRAZ FOO 对 * 具有 紧 支 
集 ， 但 现在 f€ H', 5 一 本 一 "> 0, 或 f€ C', 所 以 恒 有 je Ln, 
ilu" litlle < M。 作 函数 z(e cC? 使 f(0-0,]:1 Z2 M 
1; ji) -—1, E M, 则 (GF) = FC), 而 且 xF € C,, 
AUER FOECS m To 是 有 意义 的 ,而 且 Tee 
Ll。 再 由 第 一 线性 化 公式 

五 (四 LÍ, 
LEL. 我 们 只 需 研 究 工 与 了 pn 之 差 即 可 得 到 定理 的 证 明 . 
这 就 引导 我 们 去 证 明 下 面 更 精确 的 命题 。 
定理 10.3.5 ”用 前 面 的 记号 , 4 e> 0 (或 UR Ll 0) 


时 , 必 存 在 RE Li? 使 得 
L— T p -— R. (10.3.6) 


i HUE GO»e Y» Owti"D. e uu) e$ 


fac 


sG'GDoQ E) 一 D Een (EOE). i ii R= 


工 一 Treo 有 
«R)- 2, | mG — Z2 0) |E) 
OA) m,GOqQ' t£). (19.3.7) 
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因为 S) m Opl) XE 属于 C“， 对 上 属于 C2, 所 以 这 一 
PN, 


项 属于 S77, MERZDQUUCT ROCOHRIEDUMER Bd EG, 517338 UE FE RÉ 
a eN’ 和 pM 


jas m,Go — Ern C (2€) 
即 可 。 为 此 ,我 们 再 用 Taylor 公式 进一步 展开 m): 
mG) = È FCE- G) i 


l < C20 hatme) 


= FPE) e SE FAO 490—904 


- FOE Or 8,G) * f,0D. (10.3.8) 
$8.07) 和 m, O) ARMER EHS IRE 10.3.2 有 
Norm C) |l, < Carl 
A rh e s D Bn 
[8* CA, f, ) ll, « C. 260770, (10.3.9) 
36 (10.3.8) f A, (10.3.7) [1g ELE IE 
ll8£L FC, C0) — Ern GP OE x C207? (10.3.10) 
由 可。 现在 分 两 种 情况 来 证 明 ， 
首先 令 0 委 1c| «s. Bi? F U)E C, 所 以 
9: FC AQ) F 
= SY [FCU(X,Q40)0993,50) 
amat etag 
‘Ora E pa Q)) 一 FOGA- + ons. (10.3.11) 
由 于 
| F**»(Xi, 710) — FCD), 
< max] PE- — fll < Cep?” 


《这 里 我 们 又 一 次 用 到 F eC RY 以 及 定理 10.1.5; 
uf is Xi (DI, =F, life d fpr pes Jre 
< 5 Forla < C D ort < err, 
à-2 RS 
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这 当然 本 质地 用 到 了 07 0), UK 
[aE -a € — Pl xx 206070, 
[EEA E AS (OY RC. RAG RC, 
407755, OD S C. ltl C, 
C 与 ?无 关 , 将 这 些 结果 代 人 (10.3.11)，, 邑 知 当 Ja] < eR 
laci F'C25,100) 一 下 《月 ] x C277, (10.3.12) 
另 一 方面 ,由 于 EEC, aeF(pecs, 所 以 
la" FC) — O° yw PN « €,270979, (10.3.13) 
35 (10.3.12) 55 (10.3.13) 2E BET 4 Oslo] < g 时 (10.3.10) 成 立 . 
若 lal 兰 c， 了 由 于 FC) EC"， 我 们 一 方面 有 
lEn FC) < C257, 
同时 由 引 理 10.3.2 和 和 (jai| — e) «& 21lail — e 有 
[F CE- CDD ll. C207", 
这 里 我 们 也 应 用 了 a > 0。 所 以 当 lel > e EECIO.3.10) 48 Y. 
至 此 我 们 证 得 了 定理 10.3.5, 从 而 也 证 得 了 定理 10.3.4, 
最 后 我 们 把 仿 线性 化 定理 推广 到 多 元 函数 的 复合 函数 上 层 ， 
定理 10.3.6 ib F(x,y)€C"(R* X RY), F(x,0) 一 0。 若 
实 值 现 数 His*** HE CIR’), o0, 则 存在 ge CCR") TH 


x 
F(x,u,:*-7,uy) 一 > T pui — [^ (10.3.14) 
J71 


这 里 F;—OF[Oy( xm GO) o ,w(x))。 类 似 的 结论 对 H, s— 
林芝 0 也 成 立 , 这 时 g € Ht, 


这 个 定理 的 证 明 与 定理 10.3.4 ZRA 令 
unt) 一 xis ttu (n) = xus 
而 nkx) -— G4, uu) 为 # HN EE X eyele) E 
C” 而 不 属于 C"， 因 为 它们 在 R" 上 并 不 有 界 。 但 是 由 于 设 w， 
try 有 紧 支 集 , 故 有 某 个 紧 集 天 , EEK u= G= l, 
N)， 从 而 也 有 F 一 0， 因此 可 以 作 吸 数 v; € C? G m 3, m) 
使 得 在 天 的 其 个 领 瑾 中 n= s, 于 是 这 个 定理 就 完全 化 成 与 定 
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2810.24 平行 的 定理 。 再 注意 到 Toros; € C” 或 ER 
完全 得 证 ， 

我 们 时 常 要 用 到 定理 10.3.6 的 局 部 形式 ， 

定理 10.3.6 设 OCR” 为 一 开 集 ， ,wwE Ciusa >Ô 


(RE Hius Imo 0) ARARA Fly) s R, y € RU 

定义 在 Ln vn GO); x €Q0) 附近 且 为 C7 函数 , 则 有 

以 2E 为 象征 的 Aie OPEKO) 使 Fla, nGO) 一 D Ana 
uj jmi 


ECECO) GR EHT, s EEREN). 
事实 上 , 设 紧 集 KEA, 作 Xe CF(9) 使 得 在 的 某 邻 域 中 


F(xsulx)) = Flx,Xulx)), Tm diei 一 To ouo Xu; € C" FR 


附近 ,再 应 用 定理 00.3.6 外 得。 不 过 这 里 我 们 没有 设 Flx, 0) 一 
0, 这 是 因为 F(x, 人 一 IFCzy y) — Flx, 0)] + FC, 0) = 


Filey) + FG), Puy) 适合 Fla 的 一 0, 而 且 $c 
T, F(x, 0) 上 C” 因 而 自然 属于 Che 然后 对 Fi 应 用 此 定理 
即 可 ， 

这 个 定理 还 有 微 局 部 形式 ; 

定理 10.3.6” 对 w 和 了 的 假设 同上 , ERA uE C6 ,ss 《或 
His) » 则 F(x, u) € Cep »P - min(e', 2g) (或 € Hip »Y 


是 适合 rar 与 r«n—7 的 任意 实数 )。 


2. 仿 微分 方程 。 现 在 若 上 韦 如 下 的 所 阶 非 线性 候 微 分 方程 
F[u] = F(x,u,*:*,079,-* Dina, 0. (10.3.15) 
这 里 Fec"(Q x RV) 是 一 实 值 函数 ，9 是 R" 的 开 子 集 丸 是 适 
合 LEN, pl 委 m 的 6 之 个 数 ， Bu F I BEER SB E 
是 线性 的 , 即 设 可 以 写 为 
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Piu) = 3$, S) AG) 7,05) , uisa Dur) 


$ kum lamg 


UPNOUORES ORE ete (10,3.16) 
这 里 p) «fü REGE: 3 AL 仅 依赖 于 r, N p) 一 一 oo。 


d = & d PCR) 
max ( es 5 ) (10.3.17) 


则 当 是 完全 非 线 性 时 ，4 一 wm， 当 PERREN R-—m—1, 
pm) — m—1, &k— m, Miti d= m= 十. 当 方 程 为 半 线性 时 ， 


Kom — 1, k= m, p(m) —0, MT d —m—1, SHERR 
4 本 身 为 非 线性 时 ko = 0, plk) 一 —oo, Mj d—0. 对 于 线 
性 方程 则 规定 d 一 一 co。 
M os€ Chla), p > max(ho,p(x)) 时 ;由 定理 10.3.0 A。 和 
全 都 有 意义 ,而 对 于 乘积 ,由 推论 10.2.24 需要 以 下 条 件 ， 可 以 使 
它们 modCis。 《或 modHti), ei 和 #1 是 适当 的 数 , 有 以 下 意义 ; 
(à) X; «€ Ct. CO), 应 规定 oc d, 


O) Z ue Hil), NH OR max Cko, p(k)). 和 


pa, 
4 


定理 和 定义 10.3.7 设 4€Ch.(Q9) 是 实 值 函 数 ，p>> 
max(b,pG)). 2 
plr) = DD) Felel) GP, (10.3.18) 


181>24 


Fy = ÊE, W pCa, E) € Eee (0) , FRA F RTE, IA =m., 
B 


的 部 分 称 为 主 象征 。 
证 。 由 于 e> max(.p(x)), m > max, k), 所 以 em 
> 2d, Wie (10.3.18) 中 一 定 含 18| 一 m 的 项 。 于 是 主 象征 是 
有 意义 的 。 实 际 上 p(x£) 中 只 有 以 下 两 种 形式 的 项 : 
Agr un) ,* 2 GE), I8] > 24 — e, 


. 7925 


DA. (usn), 0n GE, MI > 24 — p, 
Ov, 


I8] & pel), 

第 一 类 的 项 应 属于 《不 9A009)。 因为 它 是 由 4,078 对 Grw 求 导 
而 来 ;所 以 18| 一 jel = k, m A 中 含 的 674 适合 Y «x p I 
p, Oue Ch? a), Br, A, e Cfzt PC, EXPE RE 18| 
次 正 齐 性 函数 , 故 它 属于 2202 ,u20 (9) .由 定义 202,00) 应 为 二 的 
|m| 一 天 次 正 齐 性 函数 之 和 ,现在 官 仅 有 一 项 , 齐 牌 次数 为 18|, 故 相 
应 于 k= mlll. AAN NARF Cfhs*， WEC AN rE TF 
CGU. BM e kmp C18, mi omame pUe 十 
k=p— pCI B) + m— |f| zo md, 因此 这 一 类 项 属于 
ze). 

第 二 类 项 由 Max uu. Ofu,- 907n E AL 内 的 B85w 求 导 


而 来 ， Ae e € C^", geue Cf. 因为 在 这 种 项 内 jela 


LA] 
plal), AA p~ lel 2o lal t CI] —pClal) 286 
8| — 242 0。 办 此 C" IR2S— OU, KAE pel) « 
lal, 所 以 e — pClal) 2 e— lal, m Cz" CCa, DR gb 


PL Ca， 第 二 类 项 对 专 也 是 18| 次 正 齐 性 的 , 所 以 可 以 


Hg 
认为 它 也 是 DO) 之 元 。 REK oi bU — RRENA 
由 可 取 为 

cg —p-d|gl—2d--m— ifl = ptm 247 0, 

合并 起 来 即 得 px， E) € Z2 (0). VERE. 

上 面 得 到 的 象征 更 准确 地 应 说 是 相应 于 w(x) 的 象征 ， 于 是 
我 们 对 一 个 C^ 方程 和 足够 光滑 的 u) 已 得 了 象征 pC, E) 和 


ERE abo ND g CD 下 面 的 定理 是 关于 非 线性 


向 局 部 分 析 的 主要 定理 CRUISE DAE MM 
联系 。 
定理 10.3.8 $ wecCfe(e)，p> maxzlki pR), x 取 实 
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M, PeOp(Xz.-4(0)) 以 上 述 a(p) — plr, E) 为 象征 ， 
(a) E p > ld，x 是 方程 (10.3.15) 之 解 ， 则 Preci”, 
(b) 若 RE p> 4——. u € Hi. (0) ÆA E (10.3.15) 
HIRM Pu c HRH), 
WS KoB F D056003.16)89 —35 
F[s»] = ER EPERE PLE PETRUM jal 一 天 
Un 的 省 明 更 为 容易 所 以 略 去 )。 下 面 分 包 种 请 况 来 考虑 . 
(1) ke 2d — p, Tt Ca) 的 秆 设 下 e — k > 2p—2d > 0. 出 
- Otu E CRETEI”, A, HB, * JE CREO c 
Mc 00), m Cit 成 为 一 个 代数 ， 所 以 FU € ci"). 
在 出 ) 沟 假设 下 ,0"% € Híz 5 Q9) , Aun, uy) € Hi! (90). 
出 推论 10.224, A,0*u€EHL(O), rs — k, ics kr — 
gU — n[2, füs-kmito—ilr—kti—40)—— 


十 p 一 2d。 因 此 F(x,u,:--)€ Hi^ 与 定理 的 结论 比较 ， 相 
应 于 这 种 情况 的 项 的 己 应 取 为 0。 

Q) 24-2 B oko (s< z), 4 R, 是 以 
ol Ra) m Ax, x). 为 象征 的 零 阶 仿 微分 算 子 . Ea 
下 ,由 推论 10.2.24 

A074 — R,O"u m v € Ct CQ), 

这 里 o o— pl) t o— Zo 12d 9, 

JORAILETI-MGEE ON 因为 ;一 十 :一 
pU 一生 > 十 p 一 24 之 0 于 是 以 ALGO? 为 象征 作出 的 仿 
WDT PE Gp( Epal) 或 OpC 322-4, (090) 中 ,但 因 

p — pO 2 p+ m — 2d (24 > max + p(&)) 
= mt pR), 

所 以 P € O4 512, (9)). AUETAN P 就 是 RO", 
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G) 1-6 H po 一 >0 (或 (am) HB 
A xu(x),--)€ C" FE Oru € CPt 
以 它们 为 象征 作 仿 微分 算 子 Re 与 5,.， 则 由 推论 10.2.24, 
Aau 一 Ru 十 S.A x au(x) --) H wu, (10.3.19) 
这 里 ;在 Ga) 之 下 weCh), o= oe — pl) Foe kZe 
2d; 在 CD 之 下 w,€ Hi, (CO), £9 5— pla) 十 二 一 天 一 PLAN 
p— 2d > 0, 
再 以 & OA , 为 象征 作 仿 徽 分 算 子 Tees MREZE 10.3.6 有 
PACICTOREZDEED E UTR (10.3.20) 


IBe) 

这 里 在 Ca) 之 下 ; wi E CIO), e= 2(o — p(À)) Z 20 — 2d; Æ 
ZF» w€ HU, 1 = 2G pA) — 7-2 rnt eid 
0, 

L1(10.3.20) 45A (10.3.19), RJA 

ALO* n 一 Rau 十 > ST agtu + wi 中 Sus, 

由 于 984 € CaP), W $6 Ta 均 为 零 阶 仿 微分 算 子 ， 因 此 
S,T,,0u€ Ct ^ (Q), dE |8! «2d — p， 这 一 项 属于 C” (或 
属于 OHSCU(QO), WEA ws, BS 

4,87. 一 Rs 十 IS SITu4O n 十 w, Saw; ws 


181224— 60 


一 Rob 十 BD) STogO tw, (10.3.21) 


uil»12—5 


这 里 weir”) (或 w eH (9). A 
AGER D e BuG) 
为 象征 作 仿 徽 分 算 子 PEOp (22-4 (9)). 〈 这 个 象征 即 
"ys 


OF(z QD, 
TIN 8u, GEY, 
有 

Au = Put w, weCh) (X w e Hi), 
于 是 定理 得 证 。 

3. 评注 。 对 于 一 个 非 线性 俯 微 分 方程 ， 经 过 前 面 的 仿 线性 化 
过 程 ,得 出 了 一 个 线性 方程 .这 当然 给 我 们 研究 非 线 狂 方程 提供 了 
一 个 有 力 的 工具 。 这 一 点 将 在 下 面 看 到 。 我 们 要 指出 的 是 ， 即 使 
对 于 线性 方程 ， 这 里 的 仿 微分 计算 也 是 很 有 用 的 . 

设 P, aG)0'€ 一 0 是 一 个 线性 伪 微 分 方程 ， 设 os(x) € 


ck.(9),9 是 RB" 的 一 个 开 集 ,此 外 , 设 定点 《x0,50) € X (R"\0) 
是 方程 的 非特 征 点 ， 即 D a.) GEN 0, XE 


ad) € Cio, sn, 
方程 的 解 x € Ci CO), BAFE C50). 的 向 局 部 正则 性 定 
理 可 知 , Zi pl» m, WA 4€ CQ — XH r= minimc g, 
pcà,m-241Z m—ài-«p-«m, WA scc. 
HX D. oc m, 设 4, 和 B. DIJE a Cx) 和 Ot) 
为 象征 的 仿 微分 算 子 ， 则 有 
b» A,O 十 S Bat d v= 0, 


ja | em jaf = 尖 
这 里 vec) 而 Bala EChLON CGn v = mings 
t+po— m} Ak 
> A 07u = w, 


lala 


这 里 WE Ct. CO) N Cist. 但 是 仿 微 分 算 子 
Y a8 € Op (X (2). 
à 


lalam 


由 于 D 40 E Cosi) ERR A. 


lal=m 


€ € Cisto» t = min(m 十 P5 P 十 A, m AR 
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: we ChQ) BH m—2a co m, Nh 10.2.24, 
BO 40u t n —0, «€ CRO 


taju ^n 
因此 nE C 

定理 10.3.8 YE kv Fd 008.2327 Erg — de RAKIRTEL ER, 3 — 
PER GER OP. iHe OE a FREEZER EL EE PUT TEST RIR EE 
«€ C“.《8)， 而 我 们 能 够 建立 的 先 验 估计 又 是 在 空间 H* 上 的 , 因 
此 我 们 必需 政 进 定理 10.3.8 以 便 建立 空间 CNAA 上 的 定理 。 

面 给 出 这 方面 的 一 个 结果 ,其 证 明 可 以 参看 C.J.Xu[1], (41. 
定理 10.39 i$ &«4ecct*(onmoo, p> max(h, pl, 
s> 0,5 是 方程 (10.3.157) 的 一 个 实 解 。 令 
P € Op( 2, 4(0)) , o(P) = p(x, x) 
由 定理 10.3.7 给 出 , 则 有 
Pu € Ci" (Q) Hi^ "* Qo, 

我 们 知道 、 仿 微分 算 子 P 只 是 非 线 性 方程 (10.3.15) 的 第 一 次 
逼近 ,而 Px 一 了 右 方 的 了 仍 是 # 的 一 个 非 线性 函数 , 国 而 可 以 再 
次 用 优 微分 技 污 处 理 下 去 ,正如 可 以 作 到 任意 向 阶 的 Taylor 展开 
式 而 使 余 项 有 任意 高 的 正则 性 、 这 样 得 到 的 当然 是 一 个 重 线性 算 
CT. 我 们 这 里 也 仅仅 指出 其 结果 ， 其 证 职 和 应 用 读者 可 以 参看 
J. Y. Chemin [1],[2] ,13],[4]。 

首先 给 出 一 些 记 号 。 这 里 使 用 的 环形 分 解 与 $1 一 样 。 

令 [Najan 是 一 个 上 上 开 的 整数 询 。 我 们 可 以 对 e 归纳 地 定义 
一 族 重 线 姓 算 子 (Mises 如 下 ， 鞭 中 a us 是 两 个 函数 

Mg Ca) 一 Sarn, Ca), 
Mge Ca) = CROP 
Mi^"(a) = Sen O D y uz" My^(a su) ). 


>4 Y-0 


定义 163.10 设 p €N, 定义 & 阶 外 近 算 子 为 
M’ a,u) 一 >) S ui My Cau), (10.3.22) 


4»9 reg 
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ZEILE x, 

于 是 我 们 有 下 新 的 精确 的 逼近 定理 , 

定理 10.3.11 存在 一 个 严格 上 升 的 整数 列 UN, sf: 

(a) Zi uec’, p> 0, u 是 一 个 实 值 函数 f € C"(R^ x R), 
f(x,0) 一 0， 则 


lC s) 一 Dy MPEP) u) luco < C jule, 
iml 


iX B C FLEBUE aA MIPA SIS WER M'^ RIRESSUN,) 
相应 的 由 定义 10.3.10 给 出 的 算 子 ， 
(b) zi u€ He*?, pO, f 与 人 a) 中 一 样 , 则 


a 


Uea) — DY MPEP C) ultro < Cellsgtey 
imt 

这 里 的 M^" 和 C 同人 a) 中 的 一 样 。 

首先 ， 当 #=1 时 

M'(a,u) = X, Mia) 一 DuSan, (a), 
竺 是 存在 REC” 使 得 
Ku) = MUF Cu) Qu) + R 
一 3 Sea Gs + R 


-— 2i S y Cf (Cu)) ue 
t 5 [Sern, CF Go) m Ss_n, f Cu)) lua +R, 
220 


因此 ， 这 个 定理 推广 了 定理 10.3.4, 关于 多 元 函数 和 关于 偏 微分 
方程 的 定理 10.3.6 和 定理 10.3.8 的 类 似 的 结果 是 显然 的 。 

在 研究 非 线性 偏 微分 方程 的 边 值 问题 对 ,我们 需 在 H 的 一 个 
E BRA H(A) 上 工作 。 这 空间 与 $5 讲 的 余 法 分 布 有 
关 。 因 此 有 所 谓 切 向 仿 线性 化 定理 。 请 参看 M. Sablé-Tougeron 
[1]。 
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$4. 非 线性 方程 的 解 的 正则 性 


1. 微 局 部 椭 加 正则 性 。 我 们 现在 研究 非 线 性 偏 微分 方程 
(10.3.15) 
F[u] 一 F(x,u(x) 9 ule), -) 


一 Ý, D, Almue), e ua) iep 


Lindos lalak 
+ Ay Cr n n) 和 Dux) 2^* Jch = (10.4. D 
〈 关 于 瑟 的 假设 均 与 43 相 同 ) 之 解 的 正则 性 。 
定义 10.4.1 j$ w& Ch.(9) 是 一 实 值 基数 ，o 77 max Ck, 
BOO) Palas E) Æ 8 35g VU FAT «EREC S 子 
的 主 象征 )， 若 点 (roč) EO X (RANO 适合 pL.) — 0, 则 
WR (x50 dE FATF € 的 特征 点 "非特 征 点 称 为 微 局 部 糊 圆 点 , 当 
P. 足够 光滑 时 其 Hamilton 场 的 特征 曲线 称 为 F 关 于 * 的 次 特 
征 带 。 
关于 非 线 性 方程 解 的 微 局 部 正则 性 ， 我 们 有 下 而 的 基本 的 定 
理 ， 
定理 10.4.2 i wt Chl8), p d (R wEHis(0), 1> 


+d, :> 十 max(l, pO). 是 方程 (10.4.1) 的 一 个 实 解 ， 
(x),&) EQ X (RND) 是 关于 * 的 非特 征 点 ， 因 (rs E) 56 0, XJ 


1 十 同一 24 一 外 
x€Ci QR wel 7). 


证 ， ios 10.3.8 的 条 件 满足 ,因此 存在 一 个 活 数 
€ Ciz (0) (或 Hiz**(0)) 
使 
Pu f. 
iu P € Op( Zi24, (9), 而 且 其 主 象征 即 Pe» 在 Gs; £o? 处 
不 为 0。 因 此 存在 (xm;5) 的 一 个 锥 邻 域 玉 使 得 在 了 中 pa 96 0. 设 
天 是 一 个 经 典 的 零 阶 PsDO, EREE (y, E 的 较 小 的 锥 邻 
域 V,€V 中 不 为 0， 但 其 全 象征 KG. E) 在 了 外 恒 为 0。 由 定 
:799 。 


理 10.2.22, (gg q(x,E) € EXIST. cu (0) Bi qup k. Wt Oe 
Op( E22, 4 (00)) 以 gCx, E) 为 象征 , 则 必 存 在 - 个 正则 化 算 子 
Re S o*35 使 得 QoP = K+ R, 双方 作用 到 # 上 有 
Ku = Qf — Ru € Ciz?" (Q) (GR Hi^" (05), 

于 是 定理 得 证 。 

对 于 一 般 的 方程 , 解 的 微 局 部 正则 性 就 只 能 到 此 为 止 .我 们 不 
能 把 所 得 的 解 再 代入 I 以 提高 了 的 光滑 性 ， 然 后 再 重复 使 用 这 个 
定理 (这 正 是 微 局 部 分 析 的 一 个 重要 方法 )， 这 是 因为 我 们 的 仿 线 
性 化 定理 只 是 局 部 的 而 不 是 微 局 部 的 。 这 个 定理 也 适用 于 一 些 相 
对 “ 弱 ? 的 解 , 因 为 我 们 实际 上 并 不 需要 n E o no m Dr SC m 
要 求 每 一 项 Mw GO -Ju 和 A Gn ur) 单独 地 属 
F ciil) 即 可 。 当 然 有 许多 弱 解 并 不 适合 这 个 条 件 。 对 于 某 
些 方程 (如 激 波 方程 ), 这 个 定理 并 不 适用 于 其 弱 解 ,但 是 非 线 性 微 
局 部 分 析 对 激 波 这 类 重要 的 物理 现象 也 是 有 用 的 。 

2 局 部 亚 椭 图 正则 性 ， 为 简单 起 见 , 我 们 只 考虑 二 阶 方程 

F(x,u,Vu,V^u) = 0, (10.4.2) 


这 里 F €C"(Q x R"), N= > (n + Dno 2) 是 x 的 不 高 于 


2 阶 的 导数 之 个 数 。 对 于 实 值 函数 we Ch), o7 2， 由 定理 
10.3.7 给 出 的 象征 所 确定 的 线性 化 算 子 是 


L(x,D)— » ai ()8;0, + >) bi()8i 十 eC). 
jmd i 


(10.4.3) 
这 里 


en (x) = ayle) = OF (x uu Vu, Vu) , ak = 1 st) 
Oui, 
OF 2 ; EP 
bile) m — (x,u,Vu, Viu), 1 10,*',, 
[o7 
elx) 一 2n (x,n, Vu, V'u), 
ĝu 


它们 都 是 Coola) RAIG. 
定义 10.4.3 称 《10.4.2) 关 于 * 的 线性 化 算 子 L (10.4.3) 是 
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次 椭圆 的 ， 若 对 任意 x € oA larl) 20, HXPOMTEE CK T 
RK, 存在 常数 £20,220 使 得 对 ER p € CS CK), TFE 
B OC DD f VR S: 
lelie < C{I Lpp) + Illi. (10.4.4) 
我 们 将 证 明 下 面 的 主要 定理 ， 
E 10.4.4 it wn€Ch.(9)，p 之 4 是 方程 《10.4.2) 的 实 
解 。 若 方程 关于 “ 的 线 性 化 算 子 车 是 次 椭圆 的 ， 则 *< CC2). 
若 工 可 写 为 自 伴 形式 : 
L= 8 Cau C)00) 


EE ESI 

eX (55 一 Pauta Ja, 4, 
fasc ESSE e 又 与 天 无 关 , 则 定理 只 需 设 p> 4—2, —T 
于 为 次 椭 贺 的 充分 条 件 很 多 ， 首 先 , 雌 工 是 顶 贺 的 , 则 它 是 次 椭 夯 
的 且 s 一 1, 这 时 我 们 又 得 到 了 经 典 的 络 果 。 若 工 是 晓 缩 精 贺 的 ， 
则 有 所 请 Hirmander 条 件 以 及 Oleinik-Radkevic 条 件 。 此 外 ， 


积 定理 10.3.8 中 的 指标 d 一样, 若 方程 是 拟 线性 的 , 则 只 要 求 oz 
3, 


定理 10.4.4 PUE TEE UH ESO — FRLECORU SERE, RAAHE 
于 线性 化 算 了 工 的 仿 微分 算 子 PeOop( QD, Em 


P= 5 aG tG Pi, (10.4.5) 
iw; 


这 里 Gx€ OpC23 ,CO)) (A -1,2,:**, n), Go € Op(Z 9)) > 
它们 的 象征 是 


-5 (x) TF 2e) Ys, 
gx , E) 2; (si ) 2 rm X Ši)» 


gi(x, E) 一 S aila) GE) , 1 — 1,7 3 区 3 (10.4.6) 


k-1 
ga, D= Jy [El MRE p, m duran, 
LL ši 
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由 于 ué Call) = C5. Q0 Hi,C9), hE 10.3.9 有 
P u = f E€ CoL) N HiL). (10.4.7) 
这 是 一 个 线性 方程 ， 我 们 现在 象 处 理 线 性 方程 那样 来 作 它 的 能 量 
估计 ， 
定理 10.4.5 设 P 是 算 子 (10.4.5)。 Æ Can) m0, WHE 
4 ONE TS KT s€R， 必 存在 常数 C > 0， 使 得 对 所 有 rE 
Ce) 有 


Zn 
By 1Gizl + UG? - 
j-1 uk 
< CllPvli + holit] (10.4.8) 
对 一 切 9 > 0 nir, 


象 对 线性 算 子 一 样 , 我 们 需要 有 关 非 负 函 数 的 一 个 引 理 , 其 证 
FHM O. A. Oleinik, E. D. Radkevich (1], 


3[88 10.4.6 设 在 OQ 上 (aj400) 2 0, 其 中 ar € CÓ COD , 0 
2, WH 8 的 任意 紧 子 集 和 到， 存在 仅 依赖 于 天 以 及 sup[ Oait 的 
常数 M， ad 

| > Crate Zi «M M aaGOvxv;, (10.4.9) 


fi i.s 


对 所 有 vix& CT a 成 立 ， 此 外 ,对 所 有 Cie xR A 


| 3) aut| < 22560 Dau Bb. (10.4.10) 
ks i kim 


定理 10.4.5 的 证 明 . 分 四 步 进 行 
G) 首先 估计 > lGasls, HEIE 10.4.6, 对 所 有 的 v€ 
CFCK)Y, HiC10.4. 10) 
> | au;8jv PC » ax (x)01Ojv, 
识 分 上 式 即 得 
» lgs, D)vli* « C > (CauOrv Â). 
因为 ei € Ce 2(0), p—2 22, 故 由 推论 10.2.14, FERE a > 0, 
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gile, D) — Gi: H* — L’, 
5 are 5 Brow0i: H — L? 
BERAMM BE 
2: eui < c {| Z ceo] + m]. 
此 外 ,由 于 e € EO) 并 且 有 实 系数 ,我 们 有 
[B00)| < CU Por) + le 


因此 有 
$1 IGivliie < CCICPo,v)| + lollie (10.4.11) 
j*-1 


为 了 估计 其 余 的 项 ,我 们 需要 估计 交换 子 P, E] 为 此 先 
TE 3H 

引 理 10.4.7. 设 B' 是 以 《1 十 181》 ARENE 
ST. 则 存在 拟 微分 算 子 EjE Li. 人 一 122) 以 及 R= 
Op(22,(0)) 使 得 

[P,E'] = D>, EG + Re (10.4.12) 

证 。 这 个 结论 可 以 直接 由 82 的 象征 计算 得 出 。 

定理 10.4.5 证 明 的 继续 。 我 们 再 来 作 第 二 步 ; 

O 现在 估计 “六 dGelle it L 是 以 


Wn) 22 D. aGOGEO GE 
为 象征 的 仿 微分 算 子 ， 由 引 理 10.4.6 有 
x. Djo < M 5 24501, P Lp, 
和 (a) 中 一 &. 由 此 我 们 得 到 了 dd 
$ lol « € t: Dra, E 


+ diens }. 
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另 一 方面 ， CH LE-t R. ( — 1,0, n), 这 里 R€ Op 
(EnC), Bik, HF 2E CI), $ v= E3, 并 记 E’ = 
(1— AXE", h3% 10.47 有 


| X eu, < C(GGO E, E'2)] + Hle) 
< c [IEPS E] + Mae 


+ 


D G'Gis,E'g i (10.4.13) 
i=l 


结合 估计 式 (10.4.11) 即 得 
S` iG < cO», 
4m1 


+ |(E’Py, E's)! + jeleh (10.4.14) 
(o 第 三 步 佑 计 | cool -g 现在 有 


` 


(Pv, E Á*E iG.) = 一 > (Au0,v ,OjE T E Gw) 


ixi 
+ |E Gallie + (Pw, E iE 3 Go). 
id Re = E` *E iG € Op(225a(0)), MA 
| Gwl? 3 < ICP e, Ro) | T lollis 


dp 
fei 
由 于 CeuG)) m0, EA aE 4 Geox n 有 
D auim « 二 D ay) + n). 
itm jt! 


再 由 推论 102.14 就 有 


D) CAuOir ,01Ro) 
HL 


«c t > Cbar, y] 


+ | F Gui 0 Ru) | + ivite}. 
jmi 
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最 后 ,由 引 理 10.4.7 和 (b) 我 们 得 到 
S Gielie + lawl} < CUO» 
P-1 
十 [CP»,Ru)! + ICORP»,Ro)l 


+ ,BPv, EW)| + lelike}. (10.4.15) 
(d) 最 后 井 对 于 *R， 有 


is 
25 leslie + Gweli, 


< c fS teile + Ivi. y+ Deli] 


< C(IOP E, ,E, v)] + IPE, RE, v)| 
+ | CRPE, w, RE w)| + 1CE'P E,» ,EPE'v)| 
+ helit} < C{] Poli + ull LP. Eoi 
+ Cla) lod} 


« c [Ibis à D WG + CO) kel 
imi 
这 里 上 可 以 取得 充分 小 ,于 是 我 们 有 
E Gili IG, 
imi 


< C{l Pella + ielat). 

至 此 定理 10.4.5 证 毕 , 

ATEREA 10.4.4, 我 们 还 需 蛮 两 个 结果 : 

EH 10.4.8 AHF L (10.4.3) 是 次 椭圆 的 ， 了 是 相应 的 仿 
微分 算 子 ， 则 对 0 的 任意 紧 子 集 KK 和 :&€ RR， 均 存在 常数 86 27 0， 
C0 使 对 任意 v ECF(K) 有 

lolli « CEP elio + iola). (10.4.16) 

证 。 由 次 椭圆 性 的 定义 (10.4.4), 推论 10.2. 14 LS [E 10.4.7, 


Jolit CULE'vllzo + Bn lur) 
< C(ILE'vllte + leli} 
. $05 * 


< CP Evi} + lolh} 
«c | IPelle + YT Gi + lol 
< Cl Pvllà: + lvldese). 

取 "一 二 > 0 WE: 对 所 有 的 ve C3CK) 


loilists & CUL Poli + ull. 

此 ,由 于 Pi H H 是 连续 的 ,以 及 CICK 在 HLL 
(K) 中身 密 .六 以 (10.4.16) 对 所 有 的 v EHC) 也 成 立 。 定 理 
WE RS, 

然后 ， 我 们 再 来 证 明 ; 

定理 16.4.9 在 定理 10.4.4 的 假设 下 , 设 P 为 仿 微 分 算 子 
(10.4.55), p € CPCCA), suppo CK, MAE p. pz € Ct (0), 8> 
0 $12 0 使 得 对 于 解 weHiCO) 有 

l| psellàrte e C(IpiPsllit t plit. (10.4.17) 
AE. 设 gi1€ CY?CQ) 且 在 K 上 pili, WT 0-coci 
usla) = Teule) 一 p) — 6A) 'p aele), 
H5 10.2.26, T, 对 于 参数 8 是 有 界 算 子 族 , 而 且 当 5 一 0 时 ， 
在 Z'(9) P ow o», DER 
ll Tour S Clqulz, (10.4.18) 
这 里 C 与 8 无 关 。 因 此 ,由 定理 10.4.8 有 
ssl iem eC AIL P Tono + Tanla} 
< C{} T.P alh + LP. Tulli 
+ Telit). (10.4.19) 
现在 估计 D[D,T.]wli. bART 


LP, Talm D Gifu t 9j TG.uT; + 7,, 
i-1 j-1 


这 里 T, 是 零 阶 算 子 , 他 是 有 界 算 子 族 ， 而 T 30A 8E E qi) 
UED D pE), AES T: XM, 是 一 个 有 界 算 子 族 ， 特 
别 是 有 Tow pu 于 Z'O) 中 ， 因 此 我 们 证 明了 
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-PÜ 


ai snc i Dh EE 88 o UE 


p 
s ande 


Ed 


FEE. a AER O T, 
* b- 


IEP Tied < CT] IGT aul 
ji 


+ M IG. olji + lulah (10.4.20) 
jmi 


由 于 Tax 了 xi， 由 定理 10.4.5 和 引 理 10.4.7, 


zw zs 
D GTalk < c [51 IGE Tale + Iun] 
j-91 P1 


<C [lé Pullis t p - IGT aule 
Cr) Taal 
+ IU, Tales ET)|), 
这 里 Tam Ti 当天 一 2 十 1 2 时 .因此 又 需要 估计 D, 
Tal BEREA 
ICELP Talu, E'T4n)| <C (z CE,GjT in ET) 


€ 131 Gre aT ETuu)| 
i-1 
T ICE Fou ET l| 


2s 
«c [4 93 Irae + IPod], 
jmi 


这 里 了。 与 名 类似。 这 样 最 后 证 明了 
(Teulet < CtlpPalli + hp Puli 
+ lén t guili} 
< CilgiPullz + lli. 
由 于 右 方 不 依赖 于 3, ke 5 一 0 REEE. 
定理 10.4.4 证 明 的 完成 。 由 定理 10.4.4 的 假设 w€ Ci), 
e 25 A, [EXE CT CO)C HI (9) , BID «€ C1 CO) His CO), 
出 定理 10.4.9 就 导出 s ECO) FRE K Ac T pix EJEERCE 
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FHE 10.4.9 即 知 对 任意 正 整 数 N 痢 有 ue H), 就 是 
u € C"(Q), EE 10.4.4 证 毕 。 

3. E. ST GE EOI RE TSLYE JU] E ,着 是 讨论 一 般 的 算 于 ,定理 
10.4.2 的 结论 是 不 可 改进 的 ， 内 为 我 们 不 能 反复 地 作 下 去 。 但 是 
对 一 阶 非 线 性 方程 ,我 们 有 好 得 多 的 结果 .事实 上 ,利用 $3 评注 中 
所 指出 的 高 阶 乙 近 的 方法 ,， J. Y. Chemin 在 [4 中 证 明了 下 面 的 
定理 。 

定理 104.10 Uk 0—o-—1 EHER meN Xe: 


2 是 R* 的 开 集 。u€ Cic 9) 是 方程 


m 
f d-2*' 
F(x ,u,Oju)i ie, — 0 


的 实 解 ， 这 里 Fe C"(O x RH), B (s, 5) € 9 X (R"\0) 是 
线 仁 化 方程 的 本 加 点 , 即 D E Gus ueo), Op) ED ve 0, 


则 secte, uo A]. mim we Cie ann 


中 提 到 的 Zygmund 函数 空间 ), 则 s € C Cav. 

与 定理 10.4.2 的 结果 比较 ,这 里 的 微 肩 部 正则 人 性 要 高 ho DT. 
这 是 非 线 性 函数 的 高 阶 逼 近 给 我 们 带 来 的 好 处 ， 

关于 局 部 的 亚 酉 圆 正 则 仁 ,我 们 在 这 里 仅 指 出 几 个 充分 条 件 。 
首先 沽 虑 所 谓 的 Oleinik-Radkevic™ 条 件 ， 

这 里 g(x,5) MIRETS) 的 定义 如 (10.4.6)， 而 依赖 于 一 
个 实 函数 w€ C96cl8),，p 之 4， 因此 , 这些 函数 关于 * 都 是 属于 
Cíz (0) H. MEF 一 《ai oo 为 一 多 重 指标 ,其 中 gj 
0,1,---,22, id le| 一 着 p 3 lel, 我 们 可 以 定义 以 下 
的 重 达 的 Poisson 括号 

gx, 5) — (SDH ga, ptt gor, Ea}, *}, 

g,(x,E) XF EE- RER H C” 函数 (于 E +0 处 )， 而 关于 zx 
则 属于 Ce), MERINA 

定理 430.4.11 设 ECO) 是 方程 (10.4.2) 的 一 个 实 解 ， 
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HLEXEIE SERE P SIR p 之 2 十 3。 若 方程 (10.4.2? 关 于 # 的 线性 
化 算 子 (10.4.3) 满 足以 下 条 件 : 

(a) 对 所 有 r60 有 (ajx(*)) 之 0， 

(b) 对 8 的 任意 紧 子 集 KK 存在 党 数 C > 0 使 得 对 于 所 有 的 
(x,58) EQ x R", 15| 之 R>0 都 有 


D le S cler, 
ILL 


则 线性 化 算 子 工 是 次 椭 贺 的 ,从 而 »e c" Co). 
如 果 方 程 (10.4.2) 为 以 下 的 拟 线性 形式 ; 
» Xiu Xu fuu) = 0, 


这 里 X; 21 aux, u(x))0,C —0,1,---,m), 而 Ou 和 都 
是 实 变量 的 实 值 C" 函数 ， 若 将 前 面 的 gile) 换 成 Xi(x ,5) 一 
D aulau) talt E) 换 成 Xi(z E) 的 重 迭 Poisson 括 


号 ， 则 定理 10.4.11 在 假设 xEC?6(Q)，p 之 max(2,p) 的 条 件 
FPR., KREMI Hörmander 条 件 。 定理 10.4.11 的 证 
HR, C. J. Xu (1],(41. 

在 定理 10.4.4 中 我 们 事先 更 求 * 至 少 属于 C'。 这 在 完全 dE 
线性 方程 以 及 真正 赔 缩 的 方程 情况 下 已 经 难于 再 有 很 大 的 改进 
T. C. Zuily [1] 中 对 一 类 晓 缩 的 Monge-Ampere 方程 证 明了 
FEART C 但 不 属于 C 的 解 . 在 定理 10.4.11 中 则 要 求 # 
有 更 高 的 光滑 性 ， 这 是 因为 在 假设 条 件 中 需要 算 子 的 系数 有 足够 
高 的 可 微 性 ,从 而 保证 有 可 能 计算 重 迭 的 Poisson 活 号 。 这 一 条 
件 则 是 可 以 改进 的 ; 在 C. J. Xu[2] 中 在 E 上 引进 了 所 请 
Fefferman-Phong 条 件 《 这 是 一 种 几何 类 型 的 次 视图 条 件 )， 在 
那里 只 需 假设 uec, 

上 面 这 些 定理 的 次 得 圆 性 条 件 都 是 给 在 关于 某 个 解 芭 的 线性 
化 算 子 上 的 ,因此 是 依赖 于 # 的 。 但 是 在 C, Zuily [1] 中 , 对 形 如 


det(u;;(x)) = (x) 的 Monge-Ampire H&E, C. Zuily 给 出 了 
XT BÉ Ek o RECREATE SERE 10.4.11 89 4X 件 。 
这 就 表明 ,在 一 定 的 条 件 下 ,即使 对 于 一 个 完全 非 线性 的 方程 ， 定 
理 10.4.11 的 条 件 也 是 可 以 与 # 无 关 的 。 当 然 , 对 半 线 性 方程 ， 这 
一 点 是 显然 的 。 

此 外 ,关于 非 线 性 边 值 问题 的 研究 可 以 参看 Sablé-Tougeron 
[1] 和 C. J. Xu and C. Zuily [1]， 而 关于 高 阶 方程 的 研究 可 
网 C. J. Xu [3], 


$5. 非 线 性 方程 解 的 奇异 性 的 传播 


,完全 非 线性 方程 解 的 奇异 性 的 传播 。 保持 $ 3 的 记号 ， 本 
节 的 主要 结果 如 下 : 
定理 10.5.1 设 w 蚌 §3 中方 可 (10.3.16) 即 
Fis] 一 >; 2j ERCPUPCLEPo PELLE TELECOM 
kockam lalak 


Au xn, rr Dug Vigier m 0 (19.5.1) 
的 一 个 属于 HuCO) HRR, s> Z + maxCkss pU) AI > 


Z +d=ž tmr (t. EK, 此 外 ， 假 设 主 象征 (特征 多 


项 式 ) Pale E) 是 实 的 而 且 属于 (E s> 7+ pCm) 十 2， 
它 自然 满足 } E Gre) 是 pe 的 一 个 特征 点 ， 而 且 微 局 部 地 有 
we Hips 1S 2s— E b m — 24 — 1, T lid Gs E) H p» 
的 次 特征 带 。 这 时 ,我 们 有 we HI. 

显然 ,我们 必须 设 ;一 E *om — 2d — V7 0, 否则 ,定理 是 
平凡 的 ， 令 e 一 和 一 "E 则 由 定理 10.3.8, u 是 下 述 的 仿 微分 方 
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程 的 一 个 解 : 

Pu = f, (10.5.2) 
这 里 PEOD yu), f€Hiz^ SG)。 因 此 ,定理 10.5.1 将 是 
下 面 定 理 的 直接 推论 。 

定理 10.5.2 设 PEOST) o> 1， 其 主 象征 Palr, E)E 
C HRX É; s ER, :&s+oe— l, 设 wn€Hi6el9) 使 得 
Pu € Hian (OQ), Cro) 是 Pal 2E) 的 特征 点 ， 而 且 徽 局 部 下 
有 w€Hiu. WE Pa È (x,,5) 的 次 特征 带 了 上 ，, 微 局 部 地 有 
u € Hr, 

注 。 这 里 假设 fu EC 仅 只 是 为 了 保证 过 GE) 的 次 特征 
带 ( 即 Hamilton 场 H,. 的 积分 曲线 ) 的 唯一 性 。 若 只 假设 PE 
OEF), ec 1， 但 再 加 上 Hp 积分 曲线 的 唯一 性 , 上 面 的 定理 
仍然 成 立 。 

由 于 我 们 仅 只 考虑 一 条 次 特征 , 因此 可 以 用 一 个 1 一 m 阶 的 
椭 殴 型 所 微分 算 子 与 P 复 合 而 将 问题 转化 为 m=1 的 情况 。 这 
样 作 只 不 过 相当 于 将 了 重新 参数 化 。 因 此 ， 下 面 我 们 记 加 为 Pi 
MAHR p HJ Hamilton $, TEHOAA, 到 点 Crot) 


的 积分 曲线 ， 我 们 当然 也 应 假设 召 与 锥 轴 方 向 Bl nO. 不 平行 ， 
i 


否则 定 埋 也 是 平凡 的 (参见 第 九 章 中 关于 线性 问题 的 相应 论述 , 见 
定理 9.5.3 前 的 说 有 明 )， 因 为 uw € Hio A BL DUM € House, 
r > 了。 此 外 ， 对 进行 有 限 次 分 割 后 ,我 们 可 以 假设 了 充分 短 ， 
我 们 首先 证 明 

引 理 10.5.3 

G) 存在 IT 的 一 个 锥 邻 域 扩 以 及 一 个 函数 了 EC”(W) SE 
为 零 次 正 齐 性 ,而 且 在 W. 上 HO 2l, 

(i) 设 V 是 (x6,56) 的 一 个 锥 邻 域 ，W 是 的 一 个 锥 邻 域 , 则 
存在 了 的 另 一 锥 邻 域 芝 使 TCUCW UR HEARRE EA 
数 pec) 使 得 当 (x,D €T 时 p, E> 0, 而 且 在 UNV 
上 He >o, 

ene 


dE. G) 由 于 妃 不 是 锥 向 方向 的 ， 所 以 可 以 在 T*ONO 中 作 
出 过 (x, £4) B eC ELBHTBI S 使 之 在 C(x。,5,) 的 一 个 邻 域 内 模 截 于 
H, SR 8 是 定义 在 的 一 个 锥 令 域 上 的 者 次 正 齐 性 函数 ， 而 


且 在 的 一 个 锥 邻 域 上 有 Gs) 之 村， 现在 求解 一 个 一 阶 偏 答 


分 方程 的 Cauchy 问题 
Hj =g, 
l= 0. 
由 特征 线 法 知道 存在 一 个 零 次 正 齐 性 解 蔬 EC， 而 由 正则 化 定理 
XAFA BEREN HA A T ec? E HG 一 更 川 o < 


l. uibs AE PRSETER SUY AUS. HF >l, 


Gi) 由 于 我 们 要 构造 的 是 零 次 正 齐 性 函数 ,因此 ,只 要 在 包含 
T 而 又 横 截 于 锥 轴 方 向 之 5105 的 某 一 个 余 维 数 为 1 的 子 流 形 


LEF ,再 对 锥 轴 方 向 作 零 次 正 齐 性 拓展 即 可 。 若 了 充分 短 ， 
即 可 取 立 使 之 包含 于 一 个 局 部 坐标 邻 域 中 ， 这 样 ， 问 题 即 可 转化 
为 如 下 的 形式 ; 

E VCWCcR"", HH 是 WH 上 的 一 个 向 量 场 ,了 是 右 的 积分 曲 
线 , 它 连接 下 内 的 和 与 z, 点 且 全 在 广内 .现在 要 求 作出 pg € C7 (UV) 
使 在 T 上 p(z) > 9, 而 在 UWE Hp 之 0， 

现在 我 们 将 Hamilton 场 的 积分 曲线 的 福 念 略 加 推广 ， 而 称 
—^4 2H C' 的 映射 LIB ZO) AHR e 积分 曲线 ， 如 果 它 满足 


| 42€ -uzo « s. (10.5.4) 


(10.5.3) 


对 于 :€W, 我们 定义 
TC) 一 supi; 存在 一 条 互 的 e 积分 曲线 Z (0) 
使 1Z(0) —z| «e, ZG) — x). 
车 此 集 为 空 , 则 规定 T(x) 一 0。 现 令 U 是 T 的 一 个 e 令 域 , 67 
0 充分 小 。 再 取 之 0 充分 小 , 则 由 6 积分 曲线 的 定义 积 五 的 连 
£t, RNA: 
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(a) T(z) 是 一 个 有 界 可 测 跌 数 , 在 了 上 .了 了 (z) > 0. 

(b) (z€U, T(=) > 中 包含 在 了 的 一 个 紧 子 集 内 。 

(c) 存在 充分 小 的 <c 盖 0， 使 得 荐 s oA zx 6 €U, Ix — 
xia, x — x 5 HOO) 的 夹 朋 也 小 于 ay 则 有 T) > TO). 
实际 上 用 由 到， BEAR BERE TE] x 的 e 积分 曲线 , 即 可 得 到 到 
Xs ”的 一 条 e 积分 曲线 。 

Wix()€ CERD, xGO m0 且 其 支 集 是 原点 的 一 个 充分 
小 邻 域 。 令 p= TX, H pi€ COMEET E py 之 4. W 
TEE le— r| <aj2, y~z: 5 HOO 的 夹 角 又 小 于 a/2, WI 

e) — e) — [UrG'— 0 Ta — OVE. 

(10.5.5) 
i EL i XE UE DE x BS CREE M 5 € supp X, G' 一 0— 
(x— t) -—2 —z Ej Hlx — D) 的 夹 角 也 小 于 a， Ni T 一 
D — T(x— 0) 2» 0, 这 就 证 明了 ple) — G0 2 0, A RI 
z 在 五 的 积分 曲线 上 了 时, 令 “一 zz 即 知 在 了 上 有 He) 0, 
读者 可 能 会 注意 到 ，ii) h e RAH i) Hh y ERAR 
得 多 。 这 是 因为 在 ii 中 我 们 要 求 pe CCZ)， 因 此 不 能 采用 正 
则 化 序列 的 方法 ,否则 不 能 保证 ?之 支 集 仍 在 UV 内 ， 此 外 ,我 们 在 
这 里 仅仅 用 到 了 过 六 的 积分 曲线 的 唯一 性 和 五 的 连续 性 ， 

引 理 10.5.4 URiV 538[£8 10.5.3 中 的 相同 ， 由 存在 一 族 函 
数 k Ect, 82 0, CNR E RERUEJEEERD, HX SUSATU 
的 某 一 紧 锥 邻 域内 ,使 得 在 了 之 外 有 


Hk, > Ih. (10.5.6) 


证 ， 利 用 引 理 105.3 REHE 53 p, BE 


ks m ge" 


BI, 
以 起 为 象征 的 9 上 的 零 阶 适当 支 的 拟 徽 分 算 子 Ko 以 后 记 作 
Ks», 
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设 UCT#R"N\0 ~ R" Xx (UG) jé—^id)EA.- Foe 
Hs， 我 们 可 以 作 其 半 范 
[sell 一 Mull» (10.5.7) 
JA HOM J& — "I ERHVURCUERUT-, KREE U ROC E GE TRUE 
为 0。 
下 面 的 能 其 估计 将 在 本 节 中 起 基本 的 作用 、 
命题 10.5.5 存在 s> 0, 使 得 Vs ER，Y 紧 子 集 FEQ, 
akit C. (0, ,())) — R*, 当 5 一 0 RH], CCo) 一 4， 同时 存 
在 (10.5.7) 类 型 的 半 范 
四 
适合 以 下 的 不 等 式 ， 对 一 切 uec 有 
Kiull, & CC2)l Ks Pull, + M Ce {laly 
+ Pulso 十 -ao + ulli eril. (10.5.8) 
这 里 好 是 一 了 映射 M:(0,2,(6)) — Rt, UE ss) 待定 ， 
暂 设 这 一 命题 三 经 得 证 ， 我 们 应 用 它 来 证 明定 理 10.5.2: 
定理 10.5.2 的 证 明 。 显然 (10.5.8) 对 uE Hos COD HE 4b 
成 立 。 另 一 方面 ,为 了 证 明定 理 10.5.2 只 需 证 明 : E 
u € Hi (O0) Hz Hy 
以 及 Pu«€Hj, Wü weHj. 不 过 nw E Hi 一般 不 成 立 , 但 是 一 
定 存在 某 个 使 «€ Hy 成立, 在 对 :证 明了 定理 10.5.2 以 后 ， 
再 重复 此 一 过 程 即 可 。 
Bs MELHER, 作 Xe CF(27， 而 且 在 工 的 某 个 紧 廓 
域 对 底 空 闻 Q 的 投影 上 X 一 1. 令 
#a m TH X — aA) Xu. 
算 子 是 一 2 阶 的 , X ecl. H ju TAA HAAR i d 
(105.8), T, 是 D 中 的 一 族 有 界 算 子 且 当 < 一 0 时 有 Xv 
(在 H*c 中 )。 因 此 ,为 了 证 明定 理 10.5.2, 我 们 仅 需 证 明 Ksw。 
当 a 变化 时 成 为 H' 内 的 有 界 族 即 可 。 现 在 由 能 量 估计 (10.5.87 有 
| Koss, € JKP T ull, + M GOL T anale 
十 【PTeall ao + Tul so 


' Bl 


+ dT ulis. (10.5.9) 
对 其 右 方 各 项 可 以 分 别 佑 计 如 下 : ”由 于 TEOK), 我 们 有 
中 了 Cj 
IT anl uio SS Clu, 
IT aule e < Cr 
REI- 小 是 指 可 能 需 用 男 一 个 半 范 来 作 估 计 , MAE CH a 
AX. 
关于 右 方 第 三 项 PT. -uso 有 
I PT ad, auo ST Pu, -we + Ta Pull -as 
交换 子 [T。,P] 是 Era 内 的 有 界 算 子 族 , 故 有 
NT, P lullig < Cibi + sls. 
同样 
(T. Pull o Cl Pul. 
由 关于 * 的 假设 ,我 们 已 经 证 得 (10.5.9) 右 方 的 
M COT andy + PT wl + Tull eu 
+ Tolo] MIC). (10.5.10) 
BASDEN. RITE 
|K PT ulj, & [KT Pulj, + KP, T Iul. — (10.5.11) 
但 是 
llKs T, Pul, < ClIPwll;o «C, (10.5.12) 
因此 ,只 需 估计 KEP, Tu, 但 算 子 《1 一 cA)T。 是 一 个 堆 
只 有 界 算 子 族 , 其 象征 在 态 的 支 党 上 为 1， 因 此 
KP Talu = K,[P,T,1(1 — A)T u + Su 
这 里 SEOEL) 形成 一 个 有 界 算 子 族 , 且 其 象征 为 0， 因 此 
KLP »T „luli, * | K;[P T1 m o) T aul, 
十 C |l eio. 
然而 
[P,T,](1 — aA) = PT,(1 — aA)— T, — aA)P 
— aT,[P,A) = 8$, — «T,[P,A]. 
因为 在 万 BüX E E T.A 一 oA). 的 象征 为 1, 因 此 


AI 


Kesa € Op( $5.) 
形成 一 个 有 界 算 子 族 , 且 其 象征 为 0 因此 
(KLP, Taleh, < le KS T,UP Alel], 十 Ca oe, (10.5.13) 
€ Q.-oT,[P, Al. RA oT, 成 为 一 2 阶 算 子 的 一 个 有 界 族 ， 
所 以 8。 是 OKE) 中 的 一 个 让 界 算 子 族 ， 现 在 
KQ utali < Qa Kosal + |LK, Qala 
4022, [K,9.] 是 OCE) 中 的 有 界 算 子 族 , 因 而 上 式 最 
后 一 项 适合 
[X5 Qo lull, < Cu o 
+ ulli. (10.5.14) 
若 1a, 则 [Ks,8。1 是 OpC25 5) 中 的 一 个 有 界 算 子 族 ， 
其 象征 为 0, 因此 
[Ks, Quol,  Cliullsi-e. (10.5.15) 
RARUA 
[Qa Kotal < CollKewsll, + C lulla. 
C, 既 不 依赖 于 o 也 不 依赖 于 9. aZ, RIEZ T TE: 
| Kotal, < Coc C8] Konoll, + M8). 
这 里 M1(8) 与 a 无 关 ， 现在 取 B, 充分 小 恒 可 使 当 5x5 时 


Cuc(5) 二 这 就 证 明了 


ll Katell, < Mi. 

& a—0 MA Ksu€H', 内 此 就 证 明了 we Hr. 

"HEUS RES 2S REE 10.5.5, 为 此 ， 我 们 需要 再 证 一 个 
EIER 

BIR 10.5.6 ”为 使 命题 10.5.5 成 立 , 只 需 证 明 , XE— UC 
F & 0，、 存 在 8 7 0 和 函数 (0), M CO). Ces il 10.5.5 中 的 一 
RO ,使 得 对 一 急 wE CYCF),， 有 

l| Keuli < eG) KE Pull, + MCa Hillile, y + lieia} 
(10.5.16) 
证 ， 没 E 是 4 上 的 一 个 适当 支 的 拟 微 分 算 子 ， 其 象征 在 品 的 
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一 个 紧 锥 形 子 集 外 为 0, 而 在 supp k 的 某 一 邻 域 上 为 


a + IEPA 
于 是 
f Ks], < KB + CClsl o + uuo. (10.5.17) 
| K;Es], < cC] Kj PE], + MONE. 
+ | Es. (10.5.18) 
但 是 
| Esdley < C Olu,r + ull 1, (10.5.19) 
Ls... < Cell so, (10.5.20) 


| KP E «||, < | EK;P ul, 十 ! [E ,P]K;wll 
十 IEK CE, P Ilui + ILES E] Pullo. (10.5.21) 
现在 EE,P1e Op( 纪 1), 3$ 07 2， 则 我 们 有 [Ks,iE, P11€ 
Opi) 28 l<e <2, W [Ks CE, PJ]]€ Op( 2:5. 而 其 
象征 则 等 于 0, 因此 有 
IE K; Pull, < C, K; Puli,, 
llt E ,P]Ksull; < Col K:sl|.. 
这 里 C, 和 CLASES 0 无关 ， 此 外 
IL K,, EE, P Isl]; CC ouo + lios 
LK; ElPall, S CCIPul o + nlsi. 
把 这 四 个 不 等 式 代 人 (10.5.21)， 再 连同 (10.5.19)，(10.5.20) 代 入 
(10.5.18) 4& S / A, (10.5.17) BEA 
[Kewl, < Coc COD Kol, + Coc COD] Ko P sull, 
+ AC) Clodia + VP ullo 
+ dull -sr 十 lul] n3. 


取 5, 充分 小 以 至 当 < a, 时 Ciel) < E, TEACG- 


2C,.(8), M8) — 2E Co) 即 每 引 理 的 证 明 。 
因此 ,为 了 证 时 命题 10.5.5, 必须 证 明 (10.5.16)， 令 己 的 伴 算 
F Pt, Bj P— P*eOp(X5.0.. Elit, 


|ImCP Ku, Ky) | 一 T ICCP — PK, Kau) | 
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S Cl|[Kyuli + MC Hsin, 
另 一 方面 ， 
ImCP Koen, Ku) = im K,Pu,K,w) 
+ Re -L (KfLP ,Kalu,u), 
1 


由 引 理 10.5.4, 我 们 有 
l K*[P,K,] 一 T KIS Ke + $, + 8,, 
r | 


WHA Msid: E OpC 2222, ifi B. fk supp K, 上 有 ol5,) 一 HT 
1， 此 外 eC$x,5) 22 0, supp 9(5,)CV， 最 后 我 们 得 到 了 


Kulli + ReCS ,usu) < CIK 


+ [Ks Pulli + M CB) {lull + lalla- 


Ca — p PES B 
现在 取 8 充分 小 ,使 P C 20, MÆ C) C, — 8C 满足 


引 理 中 的 条 件 ， 从 而 引 理 10.5.6 的 最 后 证 明 归 结 为 下 面 的 强 
Girding 不 等 式 ( 在 其 中 令 四 一 0，r 一 ao 一 1)。 
定理 10.5.7 (GR Girding 不 等 式 ) 设 SEOp(Z7J)，r >0， 
H SERİES, E) 20, MEE 4 20 使 得 对 8 的 任 一 紧 子 
集 FEO, 以 及 任意 的 wx€ C7(F) 
Re(Su, u) > —C»lieliz ge 


上 册 第 五 章 中 我 们 也 诉 了 一 个 强 Garding 不 等 式 ( 定 理 
5.5.18) ， 其 形式 与 这 里 讲 的 相同 ， 但 现在 算 子 5 的 主 象征 Sur, 
E) XT s IET. C7 而 不 是 C”， 因 此 定理 的 证 明 要 有 所 不 同 . 
我 们 将 不 在 这 里 证 明 , 而 请 读者 参看 J M，Bony[1], 该 文中 的 证 
明 要 用 到 A. Cordoba 和 C. Fefferman, Wave packet and Fo- 
urier integral operator, Comm. P. D. E., 1978 一 文 的 结 昌 与 
Zik. 

2. 半 线 性 方程 解 的 奇异 性 的 相互 作用 ， 前 面 我 们 研究 了 完全 
非 线性 方程 解 的 奇异 性 的 传播 问题 ， 在 那里 , 若 一 个 解 we His 
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则 我 们 能 够 了 解 它 的 青 异 狂 直 到 Hr, 这 里 tS 2s 一 T ^T m— 


2d 一 1。 现 在 将 楼 研究 更 大 的 + 的 情况 . 

假设 Q'cCO 是 R* 的 二 个 开 集 ,我 们 将 研究 下 列 半 线性 方程 
的 实 解 w: 

P(x,0)s = F(x,u,:--, O ugetti (10.5.22) 

RARE 

CH,). P J&SC ARCU) m Bp 3OLPICAY CT- Am (10.5.22) R 
WEE. PEUSURBPUERDBUR TERR, MAK F UE C XAAR., 

(HO. P Ceos) EQ X R'N0,p, (3,5) = 0 M. Gs, E) 出 
发 的 两 个 半 次 特征 《 即 参 数 £2» 0 与 1 过 0 一 一 设 在 := 二 0 时 得 
到 Cek) 点 一 一 的 两 枝 ) 之 一 在 离开 8 之 前 一 定 与 8 -相遇 。 

这 类 算 子 的 典型 例子 是 了 为 R XR 上 的 严格 双 曲 算 T. 
Q = R, Q^ = ((x,:5,: 0). 

联合 定理 10.4.2 与 定理 10.5.1 我 们 立即 有 


定理 10.5.8 il.— zu m4-0,070, «€H'"(Q) 是 方 


程 (10.5.22) 的 实 解 ,而 且 uE HC), Wi uem. l 
此 外 ,不 难 验 证 ,上 面 的 定理 以 及 定理 10.5.1 对 于 下 列 方 程 组 
也 同 祥 成 立 : 


PO 0M A L, File,- Ofu,- -) 
o a 
0 了 人 zw Hy LyFy(x,--*, Ofu,***) 
(10.5.23) 
这 里 的 ?与 410.5.22) 中 的 PHR, Bd —/ m— 1t mr 
HE, Lj —1, N) 都 是 零 阶 拟 微 分 算 子 ，Fj(j 一 1 
N) 部 是 C” 函数 ,其 变 元 中 含有 #* 的 至 多 为 台 一 1 阶 导 数 ， 
事实 上 ,我们 可 以 将 这 个 方程 组 转化 为 以 下 的 仿 微 分 方程 组 
PU + CU =R, (10.5.24) 
UH U= (,:7,uy) C EO0p(29 OD ÆN X NOTI 
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T BPE,R € H'77** 是 六 维 向 量 。 这 时 ,前 面 的 能 量 积分 (10.5.8)， 
从 而 定 理 10.5.1 都 可 以 得 到 ， 

为 了 研究 更 高 阶 的 奇异 性 的 传播 ， 我 们 引进 下 面 的 余 法 分 布 
的 概念 。 

定义 10.5.9 ig XE R 的 一 个 闭 集 , «cR, ENU{co}， 
e 

HO AR) — {u € H, Z, Zr- Zume H', ISk, 
Z,,**:,Z, BERUFT EAE? (10.5.25) 

HE, WOSAT 289 & rH. 

余 法 分 布 的 概念 实质 上 讲 的 仍然 是 奇异 性 f 问题 ，《10.5.25) 表 
明 ， 若 we H'CO2, D, MHARE- EER « 4) ESR 
持 # 的 光滑 性 ,也 就 是 说 ,奇异 性 在 立 的 法 方向 上 。 但 是 在 微 局 部 
分 析 中 奇异 和 性 是 用 余 切 丛 中 的 向 量 〈 因 而 是 余 靶 向 量 ) 来 表示 的 ， 
所 以 有 了 余 法 分 布 的 名 称 。xe H'(3), 丰 就 表示 ，# 沿 立 的 法 方向 
LES LE 

30 BOXASESCÉ EE 8E8E DOCS ZUIRUE EL JO TF TRLISMBUR 22 
是 有 限 多 个 光滑 子 流 形 之 并 ， 从 而 切 向 量 的 概念 不 产生 问题 。 对 
于 这 个 分 布 空间 ,我 们 立即 有 

命题 10.5.10 

G) YL € Lip, L: H'(E,k) > HOA). 


(ii) 车 :> 了 uS HUE. k), Ft’ n) 是 其 


变 元 的 C” 函数 , 则 FGa, ru) € H'O, k. 

dE. O 对 于 万 应 用 归纳 法 。 当天 一 0 时 ， 因 为 HO, 
0) 一 此， 所 以 命题 自然 成 立 。 现 设 对 于 大 一 1 命 是 成 立 ; 下 面 证 
明 对 不 命 题 也 成 立 , 即 设 对 一 切切 于 忌 的 向 量 场 Zu Zu 1s 
k— 1 已 知 Z12Z2* Zibu € B, Bus — T VIT 22RSIE) E55 Z , 求 
证 ZiZ,--Z;ZLue€H', 容易 看 到 

Z,Z2,:'* ZiZaLu = ZI ZL Lou 
十 Zy::ZiZ;Ziw. 
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由 于 4cHS, k), Bl ZweH' (5,4 — D, muitis, 
上 式 第 一 项 属于 HU. HTE, bT LEZNI T: 
[Zo LJE Lio, 多 次 使 用 交换 子 方法 ,可 以 换 成 形 如 [Zo Z Zee 
Zu 的 各 项 之 和 ,因而 也 属于 H. 


Gi) 首先 由 于 (RT RME PG) EH, AHE 


SRA ORERE UR Aa mE. 

# EH 上 实际 上 是 一 个 局 部 和 微 局 部 性 质 ， 因 为 一 个 团 
于 的 向 量 场 的 象征 仅 在 如 的 余 法 从 上 为 0, 因此 ,着 seH, 
b), WZERLZEN «€ H'+t， 在 郊 的 光滑 点 ， 在 余 法 从 之 外 ，w 微 
局 部 地 属于 HH, 

例如 WREE r, = 0, (L r= (rrr), Em (EE) XI 
余 法 从 是 (x ;0;0,5 7》， 而 立 的 切 向 量 由 Os. x.0.,, 生成 ,其 象 
征 分 别 是 £^, xs 它们 都 在 本 的 余 法 从 上 为 0, 六 时 显然 有 

u EHE, k) E Va eN* , |a| S £, Ov(x.0.)=sn € H', 

我 们 在 $ 3 的 评注 中 介绍 过 一 种 空间 HURD, SEXE 


ww， | Q + JED + LET LACE 4E < 十 oo， 


1RHESL.HERII9 z, = 0, HR) PTE HUE 中 ,这 
里 不 二 1。 余 法 分 布 是 Lagrange 分 布 的 特例 ， 它 们 都 是 偏 微 分 
算 子 理论 中 的 重要 概念 ,请 参看 Hirmander [5]， 第 三 卷 第 十 八 
章 # 2 和 第 四 卷 第 二 十 五 章 $ 1( 在 后 一 节 中 Hirmander 利用 La- 
grange 分 布 直 接 给 出 了 FIO 的 整 所 理论 ， 是 一 种 非常 简 旋 而 又 
深刻 的 讲法 )。 

回 到 我 们 的 本 题 ,我 们 首先 证 了 盟 

定理 10.5.11 ADE PRAEH. uE), fers 


m-0,82 0 是 方程 (10.5.22) 的 一 个 实 解 。 设 当 # 限制 在 9 
上 时 属于 HE, kh NÆ EEA uE Hk). 

WE. KEARD ASANA ER pCx) RE: 
E: p) = 0, WEELDE, Pale p G0) — 0, 经 一 个 Cn 3E 
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量变 换 将 乙 变 为 0, 则 算 子 己 变 成 了 如 下 的 形状 
Pu = Ax 0, u tt eO, u+ ob LO, u H Aos 
这 里 4;(j—0,1,---,2) 都 是 太一 1 阶 算 子 。 此 外 ,对 于 交换 子 
交换 子 也 有 
[P,z5,0,] — Bina, t+ --- t B,O,, F Ba 
BiG 一 0,1,-*-,5) 也 都 是 w 一 1 阶 算 子 。 交换 子 [P ,8.1, jA 
1， 也 有 相同 的 形状 .因此 
P(x, 0,5») = x 0, RPCx,H,*--, Du, e [P,2, lu, 
P(CO,u) 一 O,F(x,u,- ea Ou, **) + [P, Onlus 


122, 
mO, F(x,u,--:,0954,:--) — G(x,u,m 0, Hytty Pus 
05,0, n, 7), 
G 是 其 变 元 的 CT 函数 ， 


设 Vi Cusi Ân t, 0 Orpa W 满足 方程 组 
PV, + 如 一 Gi(x,V;i, M d O8V,, "Ex “Diel<m-ls 

现在 V,eH''(Q), 而 由 于 # 在 8 中 属于 HS, 1) 有 Te 
H'CQ^), EEM 10.5.8 和 其 后 的 注 就 证 明了 VE H'CO), — 亦 即 
«€H'(9,1). 再 重复 这 一 过 程 而 考虑 Vi; (0, oz, 
la «& D, CERE VV 所 满足 的 类 似 的 方程 至 此 ,定理 最 后 得 
证 。 

上 面 我 们 研究 的 是 * 在 9- 中 仅仅 一 个 特征 曲面 上 有 奇异 性 
的 情况 , 并 且 证 明了 奇异 性 沿 此 特征 曲面 传播 。 dn OU 中 的 
几 个 特征 曲面 上 都 有 奇异 性 , 则 在 线性 方程 情况 下 我 们 知道 ,如 果 
这 些 特 征 曲面 在 Q7 内 两 两 横 截 地 相交 ， 则 * 的 奇异 性 将 沿 着 各 
自 原 来 的 特征 曲面 传播 。 但 是 在 非 线性 问题 中 这 个 性 质 不 再 成 
立 , 而 出 现 了 所 谓 奇 异性 的 相互 作用 。J. Rauch 和 M. Reed [1] 


中 给 出 了 如 下 的 非常 简单 的 反例 : 
E Rm LONEDSERÁS 
Bw y Ou m : 8v || ap- ， Ow ou "A 
Or Ox 8: Ox [71 
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1, 4 x4:0, 
0, X rtisl; 

1, € o :1— x09 
MeDeL i eh 

wat) = sup(0, s — {x1), 

N) U = (u,v,w) 是 一 个 解 , XE Q^ — (r0) 中 UU 只 有 两 条 阅 
断 线 xir = 0, Æ 0*-— {t> 
0) 上 则 路 这 两 条 间断 线 外 ,在 
EH r-—0,:20 上 ,了 的 


导数 ( 32 ) 出 现 了 间 斯 。 但 这 


u(x,1) = | 


个 闻 断 比 原 有 的 间断 Ce, v, w 
本 身 有 第 一 类 间断 点 ) 较 器 


9. à 
(2e 有 第 一 类 间断 点 ) 新 的 


异常 的 (abnormal) 奇异 性 就 
是 原来 的 背 蜡 性 相互 作用 的 结果 。 下 面 来 看 一 般 情况 ， 
4,25 是 的 两 个 特征 面 , 令 A-—2»u4025nim PPAR 
其 它 特征 曲面 经 过 和信 了 (《P 为 二 阶 双 里 型 算 子 就 是 这 个 情况 )。 令 
B= 2a U Drs RULTE ZEB 
定理 10.5.12 $ u eH, s= 子 十 mm 十 0， 870 是 方程 


《10.5.22) 的 一 个 实 解 ， 若 * 限制 在 9” 中 属于 HCO, WEL 
中 也 有 se HE, X). 

证 。、 有 兴趣 的 当然 是 Ang- 一 人 的 情况 。 和 定理 10.5.11 
一 祥 ,我们 可 以 局 部 地 设 2, 2 由 C" ER putx) 和 pz(x) 来 
EX EFLA 乙 ， 横 截 ,经 过 一 个 光滑 的 变量 变换 可 使 QAO 
D: 分 中 成 为 xo 0 和 *; 一 0。 这 时 算 子 P 变 成 了 如 下 形状 : 


P = K9, 3a + 9) AjZiu + Aou, (10.5.26) 
imi 


.82ř- 


这 里 Y= 20,06 —1,2), Z; — 0,0; 7 2), d Em — 1 HU 
微分 算 子 G= 0,1, +, n), K ét — 2 阶 所 微分 算 子 ， HE 
设 ， 再 没有 其 它 特征 曲面 经 过 和 A, 因此 ， Æ A= {nm rn = 0} 
EH EB —1,-—0, BIZEABUATAA EP KUERE (x， 
E) 天 0， 六 此 ,由 拟 微分 算 子 的 计算 ,存在 一 个 2 一 mgro 25. 
子 五 使 


HK=I1+ S, RiZ; + Ro 
jimi 


这 里 Ri(j 一 0,1,--*,2) 部 是 一 IRET. 现在 
P(Zju) = ZjF(x,u,:**,0)u,**-) +EP, Zilu, (10.5.27) 


EP, Zilu 一 >) CiZiu + Cw + DO, O, v. (10.5.28) 
i-1 


这 里 Ci s 0,1,**-,2) 都 是 和 一 1 DET mDNA m-- 
2， 将 互 作用 到 《10.5.26) 上 ， 给 出 


0, 0,u — HPu — $5 HAjZiu — H Au 
)71 


双方 再 用 DD 作用 ， 有 
D0, 0,u m= DHF (x,u, "tt, Ou, >) 
+ >， EjZiw + Ew, 


j-1 
这 里 Ejj—0,1,-e,2) 部 是 芒 一 1 阶 算 子 ,i 而 DH 是 零 阶 算 
T. 以 北 式 代 和 人 (10.5.28)， 再 代入 《10.3.27)， 即 知 ， 若 最 后 记 
Vm (Qu, Zu, Zu， 则 可 得 到 方程 组 
PV, + BV, = LG Le, Vitet Vnt (10.5.29) 
这 正 是 (10.5.24) 类 型 的 方程 组 .因此 ,如 定理 10.5.11 一 样 ， 我 们 
证 得 了 4€H'(2x,0 重复 这 一 过 程 , 即 得 定理 之 证 .在 以 上 的 证 
明 中 我 们 利用 了 Zi, Za ETEO EAR Z R E E 
一 点 是 容易 验证 的 . 
上 面 的 定理 表明 ,在 只 有 两 个 波 ( 按 Huygen: 原 埋 , 波 前 是 间 
新 面 ， 而 弱 间 疡 必 为 特征 上 曲面， 请 参照 前 面 关 于 余 法 分布 概念 的 
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: 解释 和 上 册 第 四 章 关 于 波 前 集 概 念 的 解释 ，p. 222) WMF 

线性 方程 和 线性 方程 是 一 样 的 ， 下 面 讨论 在 什么 时 候 出 现 波 的 相 
EEH. 

设 入 是 余 维 数 2 的 子 流 形 , 且 有 三 个 特征 曲面 0, 25 8125, 
通过 A， 且 只 有 这 三 个 ( 当 P 为 一 个 三 阶 严格 双 昌 型 算 子 ,我 们 就 
可 以 做 到 这 一 点 )， 由 假设 HO, XNACB—T E82 x 550 相 
过 , 记 此 分 支 为 台 ?, 另 一 部 分 记 作 33,9 也 一 XLUXUSS R 
们 可 以 证 明 

EH 10.5.13 il.4cH',:— ii +0, 0>0 是 方程 


(10.5.22) 01] Sc f& , DU 

(a) "iR * 限制 在 如 上 属于 HUE.E, Wfco ru. 
HON, KR). 

(b) 2; wx 限制 在 2- 上 属于 H'OGHNUNX; 0, WEZI 的 一 个 
邻 域 中 , 对 于 适合 关系 式 irm rd OI, reges RN 
ReH w€H'(21,8)。 

我 们 感 兴趣 的 情况 当然 是 ANT =g. “i ko 十 co kf, 
人 b) 的 结论 表明 , 若 在 O7 中 , dE XU OS C7, 而 在 D RIZ 
的 邻 域内 是 一 个 余 法 分 布 , 则 在 信之 外 ，w € HONE COn, 
co) f| H* *H( $5, 00) .简单 地 说 ,就 是 若 在 9 中 有 两 个 波 一 一 #* 的 
奇异 性 一 一 和 33, NU ESTE 2+ 中 相交 后 ,除了 这 两 个 波 仍 继 
续 沿 自己 原来 的 方向 传播 外 ,还 产生 一 个 新 的 异常 的 《abnormal) 
波 、 但 比 原来 的 波 较 缮 。 这 与 前 面 的 反例 是 一 致 的 。 此 定理 的 证 
朋 与 定理 10.5.12 类 似 , 我 们 不 在 这 里 重复 了 ,读者 可 以 参看 J.M. 
Bony [4]， 用 同样 的 方法 还 可 研究 两 个 波 相 互 作用 后 产生 吉 个 异 
常 波 的 祖 襄 ， 如 扩 阶 严 烙 双 时 型 方程 的 情况 就 是 如 此 我 们 也 不 
在 此 一 一 叙述 了 。 

3. hiis 

.完全 非 线 性 方程 简单 波 的 传播 。 在 定理 10.5.11 中 我 们 只 


= » ọọ o 9 * o a à 


ma 半 线 性 方 程 , 这 是 很 自然 的 ,因为 这 时 线性 化 算 子 的 主 部 是 
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光 温 的 ,从 而 王 也 是 光滑 的 而 经 过 一 个 CT 变换 可 以 化 为 m 0, 
从 击 方 程 化 为 某 种 标准 形式 。 对 于 完全 非 线性 方程 ， 乙 就 不 再 是 
光滑 的 ,而 算 子 成 为 仿 微分 算 子 ， 对 这 种 新 问题 。， SAlinhacpl, 吕 
建立 了 一 种 所 谓 仿 复合 来 代替 前 述 变量 变换 ， 从 而 成 功 地 解决 了 ， 
完全 非 线性 方程 解 的 奇异 此 传播 问题 ， 他 的 主要 结果 如 下 : 


ROER 的 一 个 开 集 ，xe HC), “> 本 十 mi ETA 
方程 的 一 个 实 解 : 


F(x,u,:**, Oru, e ialen = 0, 

这 里 是 其 变 元 的 C” 函数 。 选取 坐标 x — (rrr) 并 设 

CG) F 关 于 解 的 线性 化 算 子 了 相对 于 曲面 :一 cont Æ 
RRRA; 

Gii) HR Qt — {r60 1 > 0) 是 开 集 Q^ = (€0,:0) 
的 反射 区 瑾 , 即 所 有 从 2+ 出 发 的 特征 都 能 到 达 0 

设 85 是 一 个 曲面 ,在 8 上 5 由 方程 x 一 plr) 确定 ， pO0, 
0) 一 0，qp €Hi, 5 是 了 P 的 一 个 特征 曲面 ; 而 且 当 上 二 0 时 eE 
c", 

在 以 上 条 件 下 ， 可 以 证 明 


定理 10.5.14 ji 60km +5, >$ +> 假设 对 


Tor«0,4€H'(3,,0), WEA E 5 & Chm ue H'C»5,00). 
我 们 看 到 ,即使 在 余波 分 布 框 架 下 , 象 半 线 性 方程 一 样 ， 单 个 
波 不 会 产生 出 异常 波 来 。 
定理 10.5.14 证 明 中 的 关键 一 步 是 作 一 变换 , 将 她 变 为 x. 一 
0， 从 而 相应 的 仿 微 分 算 子 了 也 变 成 祖 应 的 形式 


P= € BiZi +B, 


j=1 
这 里 Bi(j = 0,1,--:,0) 是 名 一 1 阶 仿 微 分 得 子 ， Zi = Ôr» 
Z,— 9, Zi 一 0, (j—3, pz)。 下 一 步 的 证 明 就 和 定理 
10.5.11 一 样 了 。 完成 这 一 变换 的 就 是 所 谓 仿 复合。 下 面 作 一 简 
+836， 


短 说 明 , 有 兴趣 的 读者 请 参看 S. Alinhac [2]. 

设 0,0, 是 Rr 的 两 个 开 集 , X: 9, 9; 是 一 个 C", o 
1 微分 疝 胚 , 则 存在 一 个 线性 算 子 Xt: O) 一 多 《1) 满 足下 
面 的 定理 : 

定理 10.5.15 

(i) f sER, os 0, AFX ER Hilh) 到 Hil), 
BR ChGQ;) 到 Cial). 

(i) i u€ Cix, Xe Ctt? (或 EHe X€ Hi, o 


1, p>0 (或 LED rx, 则 
uox = X*u 十 了 woxX tR, 
这 里 Rec, e= infle — l, e* (x R € HH, s= 
if(s- Ži, £— 5-1). 
2 2 


这 里 Twox 是 以 woX 为 象征 的 仿 微 分 算 子 。 若 — 十 o ,就 
加 到 了 原来 的 仿 线性 化 定理 10.3.56， 因 为 这 时 X*wu € Cm“、 另 一 方 
面 ,着 XYEC”， 则 了 woxX&€ C, Ait X* 与 复合 算 子 只 相差 一 个 
正则 化 算 子 .这 就 是 为 什么 会 采用 仿 复 合 这 一 名 词 的 原因 . 
仿 复 合算 子 有 许多 性 质 与 复合 算 子 类 似 。 例 如 我 们 有 
定理 10.3.16 
G) Zi 各; Qi Q0, 和 XX: 0 一 2 是 两 个 C?*(o > 0)0& 
Zi, W 
X oX u = (XoXo) "u + Ru, 
这 里 Res, BMT e 正则 化 算 子 ， 
(i) 若 &(x,£) € 227€), W 
X*T yu = T4*X*u + Ra, 
这 里 &*c27(9), c — inf(a,p), RES* 是 一 个 (sg — m) IE 
MALET. A 的 计算 与 拟 微分 算 子 一 祥 , 不 过 只 取 求 导数 有 意义 
的 有 限 项 而 已 ， 
8 半 线 性 方程 的 多 个 波 的 相互 作用 。 定理 10.5.12 和 10.5.13 
* 827* 


Uto T oESRED SIR RREA. —H REX etn S 
揭 异 常 波 ， 这 是 奇异 性 相互 作用 的 结果 。 因 此 我 们 自然 会 问 : 多 
个 波 想 过 以 后 的 情况 会 是 怎样 的 9 出 规 个 波 的 情况 可 以 看 到 ， 对 
于 非 绕 性 方程 也 一 定 会 有 奇异 狂 约 相互 作用 出 现 ， 而 且 在 一 般 情 . 
况 下 这 种 相互 作用 是 非常 复杂 的 。 关于 这 类 间 题 , J. M. Bony 
研究 了 一 个 简单 然而 十 分 重 变 的 非 线 性 方程 ， 即 RO 中 的 非 线 性 
Klein-Gordon 方程 ,( 参 看 J. M. Bony[515: 
a= Gu — lu — Ozu = fi, x,y). 

设 唱 是 原点 的 一 个 邻 域 ，9+ 一 9N p0), 25,25, 25 是 口 的 三 
个 特征 曲面 ,而 在 原点 横 截 相交 ,，T 是 过 原点 的 特征 锥 面 : 了 一 
i — y —0, P* 是 也 个 半 锥 面 ; :一 rovs - y. 我 们 有 

定理 10.5.17 设 EHIC), s 220 是 非 线性 Klein-Go- 
rdon 方程 的 一 个 实 解 , 在 Q^ 内 有 seU Èa, k), 0> 


I, KEN, WEO 内 原点 附近 ,对 于 每 个 d<a 有 : 


G) 在 UBU ZA we ns | 
O) it ZA(U X;urt) 8 «en Cs s 
C) fe (U i), 有 veas. 


由 结论 Co), 利用 定理 10.5.1 ,我们 可 得 到 , 徘 近 r+* AN( U X ) 
W ueh, r= min(1 — 71, c), 因此 ,对 于 () 我 们 


可 以 得 到 : 着 rm min (k [o— 2 c1] (CU x») 
附近 ,有 ve HITS — g). 
定形 10.5.17 的 结论 可 以 由 下 面 的 关于 4 的 三 个 剖面 图 示意 . 
在 为 和 刀 之 闻 奇 异性 两 两 福 站 作用 还 没有 产生 异常 波 ， 在 思 
uos 之 间 , 三 个 波 , 即 奇异 性 相互 作用 而 产生 出 了 比 原来 的 奇异 
ERORA ERE, 


zv 


Zl 


ta 
Ej 10 
定理 10.5.17 的 证 明 是 非常 复杂 的 .J. M .Bony 为 此 引进 了 所 
谓 二 次 微 局 部 化 理 沦 ,我 们 不 在 此 鲜 述 ,有 兴趣 的 半 省 可 以 参看 J. 
M. Bony[5] .由 此 可 以 看 到 ,更 多 的 波 的 相互 作用 将 是 一 个 非常 复 
杂 的 问题 .这 些 问 题 在 J. M. Bony 和 他 的 学 生 们 的 工作 中 已 开始 
论 及 ,其 工具 是 所 谓 高 次 微 局 部 化 理论 ， 此 外 ,这 里 读 到 的 波 的 相 
互 作用 还 都 只 是 对 半 线 性 方程 而 言 的 。 对 于 完全 非 线 性 方程 情况 
又 会 是 怎样 呢 ? 这 是 一 个 尚未 解决 而 又 非常 重要 和 有 兴趣 的 问题 . 
C. Cauchy IMG SAIS HAE TIEN. ETHER 
程 的 Cauchy 问题 , 若 Cauchy WE HL£e — 1 iii E SERIE VU 
KEREKE A GEAMA 这 与 定理 10.5.1 和 定理 
10.5.11 的 情况 类 似 , 我 们 就 不 再 重复 了 。 下 面 考 虑 8 那样 的 多 个 
波 的 问题 ,而 且 也 只 考虑 非 线 性 Klein-Gordon 方程 。 
假设 在 平面 + 一 0 上 给 出 纪 条 在 原点 两 两 横 截 相交 的 曲线 : 
Ai ttt AS. 经 过 其 中 每 一 条 曲线 都 有 耻 个 特征 曲 面 2 Tn. 
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设 它 们 在 8 内 都 是 光滑 的 , 记 
A= UA E= UB. 
į tek 


1 


我 们 有 
定理 10.5.18 设 we H'(Q), s> 2 是 方程 Ou- fls, 


y") 的 一 个 实 解 ,又 设 * 在 上 一 0 上 的 迹 满足 
u(0,x, y) € H'CA, 5), 8,u(0,x, y) € H'"(A,R), 
则 在 8 上 对 所 有 的 过， 有 
(a) ÆBUT ZINE «€H'**; 
Q)X4N( U En UA) 附近 «eH Qui; 


(c) 在 TAX; 附近 EHHA, k — g), 这 里 ga min (4 


n 

| 一 全 + 路 

这 里 了 是 过 入 的 特征 曲面 . 

这 个 定理 的 证 表 与 定理 10.5.17 一 样 需 要 用 到 二 次 微 局 部 化 
理论 ,请 读者 参看 J. M. Bony[41]. 

此 外 ,利用 仿 微 分 算 子 理论 ,我 们 还 可 以 研究 完全 非 线 性 方程 
的 边 值 问题 的 边界 奇异 性 传播 ， 例 如 其 反射 等 等 问题 。 有 兴趣 的 
读者 请 参阅 P. Godin[1], M. Sable-Toageron[l], [3] 和 E. 
Leichtman[ 1. 

£58 2T RS t EAN GRE TPOSE TIO XE RB EAR 
微分 算 子 是 一 个 强 有 力 的 工 其 . 它 在 研究 非 线性 方程 时 ,一 定 程度 
上 取代 了 拟 微分 算 子 .因此 , 它 也 为 非 线 性 双 曲 型 方程 的 混合 边 值 
癌 题 的 存在 性 理论 中 的 能 量 估计 的 构造 提供 了 一 个 有 用 的 工 基 
( 即 用 仿 微 分 算 子 构造 所 谓 微 局 部 对 称 化 子 )。 有 兴趣 的 读者 请 参 
看 S. Alinhac[ 41, Fc 284117 ],G.. Metivier [1],[2],A. Mokrane 
[1], M. Sablé-Tougeron[2] 等 文 。 
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从 本 书 上 贡 完 稿 到 下 期 隔 了 三 年 ,因此 ,下 册 的 面 散 自然 与 原 
来 的 设想 有 很 大 的 不 局 。 这 里 应 该 握 到 Hirmander 的 巨著 ,看 
了 这 部 书 再 想 动笔 确 有 有 “日 月 出 侨 , 而 烛 火 不 息 , 其 为 光 也 ,不 亦 难 
平 忆 庄子 ， 邀 退 游 ) 之 感 , 几 乎 有 关 线 性 偏 微分 算 子 的 每 一 个 重大 
问题 ,这 部 节 里 都 有 极 精采 的 讨论 ,而 基本 的 理论 框架 也 无 不 醒 新 
处 理 了 ， 那 么 为 什么 还 要 把 本 书写 完 呢 ? 一 位 朋友 在 上 册 蕊 版 后 
来 信 说 的 :“ 令 入 望 而 生 景 的 微 局 部 分 析 终 于 有 了 国人 自己 写 的 蔬 
了 ”"。 中 国人 为 本 国 读者 写 书 是 应 该 占 着 ”入 和 ”之 利 ( 即 语言 以 及 
由 语言 所 表现 出 来 的 思路 相 阅 而 得 到 的 便利 ) 的 ,这 才 使 作者 有 蔓 
气 写 下 去 。 于 是 ,本 节 只 保留 了 最 基本 的 理论 框架 ( 即 下 册 的 痊 几 
fi fi Fourier 积分 算 子 理论 ), 而 略 去 了 原来 计划 的 主 型 算 子 一 章 ， 
只 把 其 最 主要 的 概念 放 在 第 万 齐 中 。 佐 电 超 函数 也 只 好 割爱 这 
是 由 于 它 已 发 展 成 一 个 很 大 的 领域 了 ， 如 果 要 讲 它 而 不 涉及 一 些 
很 活路 的 领域 似乎 是 对 读者 数 衍 密 衬 ， 而 要 涉及 这 些 论 题 ， 又 得 
和 童 新 建立 起 一 整套 "重点 装备 ”， 无 论 从 篇 幅 上 或 作者 的 能 力 上 都 
不 大 可 能 .但 相反 地 ， 本 卷 由 徐 超 江 同志 号 了 第 十 童 “ 非 线性 微 
局 部 分 析 ”， 这 是 一 个 引起 许多 人 重视 的 方向 , 司 内 外 关心 的 人 不 
少 , 这 里 介绍 了 一 些 最 新 的 文献 和 正在 讨论 中 的 问题 ,也 许可 以 验 
证 上 册 序 言 趾 的 一 名 话 “ 这 个 领域 还 在 迅速 发 展 ,看 不 出 有 停 下 来 
或 者 放 慢 步伐 的 迹象 ”， 而且 、 我 们 现在 可 以 说 ,全 书 的 主题 即 是 
“ 微 局 部 分 析 ”。 

上 册 问 世 后 得 到 不 少 同 坊 的 关心 ,在 光一 并 致谢 ,并 欢迎 更 多 
iit. EE GMER) 的 写作 得 到 中 国 自 然 科 学 基金 会 的 支 
持 , 在 此 也 致谢 意 。 

FRA 
1987 年 10 ATAKAA 
"$38 * 


da T -—-- ÁcUEENNRG 


au € 
EE 


国家 自然 科学 基金 委员 会 资助 


中 国 博 士 后 科学 基金 会 资助 


